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ABSTRACT
In this paper, we consider the problem of robust stabilization of systems with
complex pole variations. We show that techniques from the complex function
field can also be used to treat these cases. In particular the problem is reduced
to one of interpolation theory on the disk.

1. Introduccién

Notacion: H = {z € C: R(z) > 0}; T = {z € C: R(2) > 0}; H = ITu {o};
D={zeC:lz|l <1} D={z€C:|2] <1}; D = {z € C: |2| = 1}
Dys)={z€C:|z-s| <t}

Fl problema que tratamos en este articulo surge del siguiente problema fisico:

“Dada una planta ¥, (Sistema dindmico continuo con entrada-salida escalares,
lineal, de dimensién finita y tiempo invariante sobre R) encontrar un sistema X,
que llamaremos controlador, asintéticamente estable y tal que el sistema de reali-
mentacién dado por la Figura 1 sea también asintéticamente estable”.

Este problema fisico puede reducirse al siguiente problema de analisis complejo
[5, p. 143]:

“Dada una familia de funciones, {/’(2) : s € K}, racionales, reales, propias,
no idénticamente nulas, continuamente parametrizadas en el compacto K, y tales
que ¢l numerador y el denominador de cada funcién de la familia no ticnen factores
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I'igura 1

comunes (familia de funciones de transferencia que rige al sistema), encontrar una
funcién C(z) (compensador) racional, real, propia, holomorfa en H y tal que:

14 Ps(2)C(2) #0 (1)

paratodo 2 € Hyse K”.

A. Tannenbaum [5] demostré la no existencia de solucién a este problema, en
toda su generalidad. Se plantea, por tanto, la necesidad de estudiar en qué casos
particulares tiene solucidn y, ante todo, resolver los casos que con mayor frecuencia
se presentan en la practica.

En este sentido, P. Khargonekar y A. Tannenbaum [2] dieron una solucién
completa al caso en que existe incertidumbre en el factor de ganancia, es decir al
caso correspondienie a la familia de funciones:

{Py(2) = sP(2) : s € [, 8]}

Estos autores han tratado también el caso en que existe incertidumbre en un
s6lo polo real, es decir el caso correspondiente a la familia de funciones:

P(z)

zZ— 38

Py(z) = :s€[o,B]p.

Nosotros resolveremos el problema en otros dos casos particulares que describi-
mos en la seccidn 2, y que corresponden a sistemas que tienen incertidumbre en
r polos de la funcién de transferencia. En la seccién 2 daremos también algunas
definiciones que utilizaremos posteriormente.
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En la seccién 3 cstablecemnos dos teoremas, uno por cada caso tratado, que nos
dan una condicién necesaria y suficiente para la existencia del compensador C(z),
asi como un método de construccion del mismo.

Para terminar, en el apartado 4.1, presentamos otro posible enfoque del pro-
blema y, en el apartado 4.2, damos un ejemplo prictico de la construccién de C(z)
(e umo de nuestros casos).

2. Preliminares

Fn este trabajo consideraremos las siguicntes dos familias de funciones de transfe-
rencia:
P(z)

F. = 2 = e———— i = p
Fi {Is(z) a0 = s € T(,}, i=1,2,

siendo:

Ky, = [s0 — a,30 + 8] C R, so—a>0,a— /so+8>0, a,6>0

Ky=Dy(sy), t>0,0¢IK,

y la funcién P definida por:

()= a) (2 = 2m)
PE) = @G o) (= o)

donde {21,...,2msP1s-+-sPn} C I,y q1 y q2 son polinomios sin ceros en H y de
grados sy y sg, respectivamente, verificando que sy + n 4+ 1 > 81 + m.

Estas familias de funciones de transferencia, F;, ¢ = 1,2, que rigen un cierto
sistema, presentan incertidumbre en algunos de sus polos.

Para cada i = 1,2, sea Ry(2) = (2 — ag)” — s, s € K;. Llamaremos también,
para cada familia F;, ¢ = 1,2, funcién peso a:

1

e L

y planta nominal a la funcién Py(z) = P(2)W(z).
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3. Teoremas principales

Vamos a dar, para cada familia F;, ¢ = 1,2, un teorema que nos dara condiciones
necesarias y suficientes para la existencia de un compensador C(z) que estabilice el
sistema, en el sentido establecido en (1).

Teorema 1

Existe una funcién C(z) verificando (1) para la familia Fy, y tal que no haya
cancelacion inestable polos/ceros entre las funciones de Fy y C(z), si y solamente si

existe una funcién:
T:H C\ oc - u !
cH— —o0, — —
2 a ﬂ’m

racional, real y analitica en H tal que:
a) Los ceros de T en H son PlyseeyPn
b) T tiene un cero de orden r en z = oo.
c) (T'/W -1)(2)=0,1<i<m.
d) (T'/W —1) tiene un cero de orden € en z = 00, donde € > s —s1+n+r—m.

Demostracién. Supongamos, en primer lugar, que existe C(z) verificando (1). Esta
condicién es equivalente a que:

R,(z) + P(2)C(2) # 0, Vze H, Vs € K;

C(o0) #0, Vs e Ky,

de donde se deduce que:

[(z — a0)” — so] [1 + Po(2)C(2)] ¢ [~e,B] Vze H.
Por tanto, si definimos:

W (z)

=1—I7;0—(?)-C'(_z), VZE.’I,

T(2)

se tendrd que 7'(z) ¢ Ay, siecndo A = (—oo,—]/a] u ['l/ﬂ,oo). Por otra parte,
puesto que C(2) es holomorfa en IT, se tiene que “7T(z) = 0 en I siy sélo si z es un
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polo de P(z) en IT”, de donde se deduce (). Por el mismo razonamiento, y puesto
que:

( a2 ]) (2) = ! ]
W )T 14 P(2)C(2) ’
obtenemos (¢). Ademds:
e s 1
|zllllpoo # I(Z) - |z]il—rf§>o 14+ Py (Z)C(Z)
z€H z€ll

y puesto que se verifica (1), tenemos la condicién (b). Del mismo modo:

_ . _ 1 MC(z)
lim zS2—svtntr-m (—'—— - 1) = lim —F—etr—s
el 1+ Po(2)C(7) el oo 1+ Po(2)C(2)°
z€

siendo M una constante no nula, distinta de oo, y por tanto se verifica (d).
Reciprocamente, supongamos que existe la funcién 1' con las propiedades re-
queridas. Puesto que 7' verifica (a), podemos poner:

donde hy(2) y ha(z) no ticnen ceros en H; y por verificarse (c):

W) 1=ri(2)(z—21) (2 = zm)ha(2)
con ry(p1) # 0 para i = 1,...,n. Definimos entonces:

o r(E)a()
‘@ =~ one)

que es holomorfa en H, verifica que no existe cancelacién inestable polos/ceros entre
las funciones de F; y C(z) y ademds, por verificarse (b) y (d), C(z) es propia. Por
la definicién de C(z), es facil ver que:

W(z)
1+ Py(2)C(2)°

y, puesto que T'(z) ¢ A, para todo z € 11, tendremos que:
Ro(2)+ P(2)C(2) #0, Vze ll Vs € I,

r'(z) =

y, por (b):
14 Psy(x)C(x) #0, Vs € K.

Tuego 1 + P,(2)C(z) # 0, para z € I, s € Ky, y por tanto C(z) verifica (1). O
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Para la familia F, obtencmos el siguiente resultado, cuya demostracién omiti-
mos por ser analoga a la del Teorema 1.

Teorema 2
Existe una funcion C(z) verificando (1) para la familia F,, y tal que no exista
cancelacion inestable polos/ceros entre las [unciones de Fp y C(z), si y solamente si
exisle una funcidn:
T:H — Dy,(0)

racional, real y analitica en IT verificando las condiciones (a), (b), (c) y (d) del
Teorema 1.

Mediante estos tcoremas, queda reducido el problema de encontrar C(z) a en-
contrar una cierta funcién 7" verificando unas condiciones determinadas. Una vez
obtenida la funcién T, podemos obtener ¢l controlador C(z) mediante la {rmula que
aparece en (2). Para la construccién de T podemos considerar las transformaciones
conformes racionales:

] 2
21:D— C\A,  definida por ¢,(2) = el+_ ofé(l 1——2;;2 l++zz);)2

@2:D = Dy7(0)  definida por @(2) = =

y trasladarnos al disco unidad D donde utilizaremos la teoria cldsica de interpolacién.

4. Observaciones y ejemplos

4.1. Observacién. Si en lo anterior suprimimos la condicién de que la familia de
funciones de transferencia, {/%(2) : s € K}, y el compensador C(z) tengan coefi-
cientes reales (s6lo requerimos que sus coeficientes sean complejos), obtenemos una
version del problema muy interesante desde ¢l punto de vista matemdtico, dado que
podemos ampliar nuestros resultados a una tercera familias

siendo:

Ky ={z € I: 2] € [Iso] — o, |s0] + f], arg(2) € [arg(s0) — 7,arg(s0) + 6]},
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y obtener un teorema, andlogo a los Teoremas 1 y 2, para una funcién T, racional y
holomorfa en H, tal que:

T:H— C \ /13,
donde:

1
Az = {z€C:|so|—a5 —+ 50| < |sol + 5,

arg(so) — v < arg(; + so) < arg(so) + 6}.

Ademids, pucsto que de los teoremas standard de aproximacion en Analisis Com-
plejo [1] se deduce que es suficiente encontrar C(z), propia y holomorfa en H, tal que
1/C(z) sea meromorfa (no necesariamente racional) verificando 14 P,(2)C(z) # 0,
Vz € IT y Vs € Ks, [5; p. 136]) y dado que C\ A3 es un dominio simplemente conexo
que contiene al origen, quedaria resuelto ¢l problema reduciendo la construccién de

C(z) a un problema de interpolacién en el disco unidad.

4.2. EiEMPLO. Veamos por 1ltimo, en un caso prictico, cdmo obtenemos el com-
Y A

pensador adecuado para estabilizar un sistema. Sea la familia de funciones de trans-

ferencia:

_(+N)(E+5)
Pi(z) = (z—4)2—s
para s € [1,3] (s =2, =B = 1), y sea la funcién peso:
1
W(z)= —————.
()= e3P 2

En primer lugar, construimos una funcién 7' : H — C\ {(—o0,—1]U[1,00)} racional,
real, analitica en /I y tal que:
a) T tiene un cero de orden 3 en z = oc.
b) T'/W — 1 tiene un cero simple en z = oc.
Tomamos: .
T(z) = Az + 1) + 1.0988
4(z +1)° +8.1976(z + 1) + 5.2004

y, aplicando la férmula (2), obtenemos:

Oz = 802 = BT9012° +397.782% + 451852 + 551.92
- [4(z + 1)° + 4.088](2 + 4)(z + 5)

que cs la funcion de transferencia del compensador que estabiliza ¢l sistema.
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