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ABSTRACT
e extend some of the basic results on Hormander spaces I3y, 10 the vector-
valued case. Some new results on the 3, ,, are also given. Finally, we study
lecally conver properties of the vector-valued Hormander local spaces.

Utilizamos conceptos de la teorfa estindar de espacios localmente convexos. Para
definiciones y notaciones nc explicadas explicitamente nos remitimos a [8] y [9].

1.0s espacios vectoriales que utilizamos esidn definidos sobre ol cuerpo T de los

nimeros complejos. Jado un espacio localmente convexo & denotamos pm £ su
dual topoldgico, por i su compleccidn, por sc(£7) el conjunto de todas las seminor-
mas contlinuas sobre I'J, por 4 el p.r)du(h, topoldgizo 'lo A copias de K, y por KA

|’;'< >

la suma direcia localmente convexa de A copias de 7 (4 es un conjunto no vacio).
i) es &' cquipade de la topologfa fuerte. Dados dos espacios localmente convexos
5y F, L.(F, ) denota ¢l espacio de los operadores lincales continuos de & en F
provisto de la topolegia de la convergencia uniforme sobre todes los subconjuntos
precornpacios de /75 cuando P, = I’ simplemente escribimos L.(7), y cuando #'=C
ponemos It E G i (resp. E 2 I') denota o) products tensorial inyective (resp.

proyectivo) de Iy & F ~ I' significa que F y 17 son isomorfos (es decir, lineal-

mente homeomorfos). I «— [ significa que existe una aplicacién lineal, inyectiva y
continua de I en I,
Si Iv es un espacio localmente convexo, C.(R™, I)) denota el espacio de las fun-

ciones continuas de R™ en F equipado de la topologia de la convergencia uniforme
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264 AMoros AND PLANELLS

sobre los compactos de R": si F = € escribimos C.(R"). Coo(R™) es cl espacio de
las funciones complejas, continuas v de soporte compacto sobre R®. D(Q) (= D si
¢l abierto  de R coincide con R™) es el espacio de las funciones test de Schwartz
v S es el espacio de las funciones de decrecimiento rdpido (para ¢ € Sy m € N
pondremos
qm{©) = max sup (1 + le|2)™ |I)“c-')(:z:)}.
j@|<m pegn

Se dice que una sucesién (6;)7° en D es regularizante si 6; > 0,

/ Oi(z)dmpy(z) =1
J@Rn

y 8;(z)=0si|z| > ¢ paraj=1,2,... (aqui ¢ — 0+ y mp = (27)~"/%dz siendo
dr la medida de Lebesgne). Si ¢ es una funcion complejaen R* y 2 € R", m0 ¥ é
serén las funciones definidas por (.6)(y) = ¢(y — z), d(y) = ¢(—y) para y € R™.
Si z € K", e, denota la funcién e.(y) = €'*¥. y € R". Para definiciones, notaciones
y resultados sobre espacios de [unciones diferenciables y distribuciones, con valores
vectoriales, nos remitimos a [15] y [16]. FT = I o5 la transformada de Fourier de 7.

Si el espacio I5 es un (L¥)-estricto y p € [1,00], L,( %) denota cl conjunto de
todas las funcisnes (clases de funciones equivalentes) medibles Bochner de R™ en I,
tales que

[ \'7
4l — I . ¥ \
il = ([ 1@ dma(@)) < o0
. IVD?."
(si p = co se supone esssupl||f(z)|| < o) para cada || - || € sc(£). Consideramos
L,{¥) provisto de la topologia generada por la familia de seminormas M-lp:l-lle
sc(n'))} [8]. Se sabe que L,(F) es sucesionalmente completo y que la iopologia que
induce sobre ol subespacio I,(my,) ® I estd intercalada entre las topologias ¢ y =
P 3
3. Vol. i1i]. Denotaremos por ¥V ¢l conjunto de todas las funciones peso atemperadas
d ¥ g 5

en el sentido de ilérmander [8, Def. 2.1.1]. Si w € W, i, serd el elementc de W
definido por

. wlz +y .

My(2) = sup ——S—-) , z € R™.

y w(y)

Si I es un (LF)-estricto, p € [1,5c] v w € W, Lyw(F) denota el conjunto de todas las
funciones medibles Bochner de R™ en L. f, tales que wf € Ly(E). Transportamos
la topologia de L,(F) a Lp..( L&) mediante el isomorfismo algebraico

Lpw(l) — L,(E)
f —  wf.
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Es facil demostrar entonces que la aplicacién & : Ly, .(£) — S'(I) dada por

(k) = [ 8(&) [(a) dranz)

i 1
R

estd bien definida v es lineal. inyectiva y continua (para ver que k es inyecliva
utilfcese el siguiente resultado que es bien conocido para espacios de Banach: 5i I
es un (LF)-estricto y f: R* — E cs medible Bochner y tal que no f = 0 a. ¢. para
cada u € F', entonces [ =0 a. e.).

Sif:A— E(ACR"y FE esun espacio vectorial), f denotard la extensién de
[ a todo R™ que toma el valor 0 fuera de A.

Comenzamos extendiendo al caso vectorial la definicién de los espacios de
Hérmander B, [6, Def. 2.2.1, p. 36].

DEFINICION 1. Siw € W, p € [l.oe] y F s un (LF)-estricto, denotamos por
Bp.w(E) el conjunto de todas las distribuciones vectoriales T € S'(£) para las que
existe alguna funcién f € Lp,.(F) de manera que

(6,1 = // o(x) f(=)dm,(x), o€S.
Jwn

Fvidentemente 3, ., (&) es un subespacio lincal de §'(£). Provisto de la topclogia
gencrada por la familia de seminormas {|| - [p.w : || - || € s¢(F)} donde

{(r \1/"
; w :c\l )P dm,, st p < co
ilp,,,;__i\jwl (@)l dma(z) ) P

L ess supyepn  Jw(z) T(z)| sip=co

(hemos puesto aqui T(z) en lugar de f{z): cometeremos este abuso de notacién en
todo lo gue sigue), By, (&) es un espacio localmente convexo isomorfo a Ly(£).

Observaciones.

1. Naturalmente, B .,(C) es el cspacio de llérmander B, .

2. Sean w, py E como en la Definicién 1. Teniendo on cuenta las propiedades
del espacio L,{(E) resulta que el espacio B, () es sucesionalmenle completo, es
un (LF)-estricto si p = 1, y es un kréchet (resp. Banach) si & es de Tréchei (resp.
Banach). Si E es nuclear, el espacio By, (L) es tonelado y tienc la propiedad de
aproximacién, pues su compleccién es isomorfa a B,,,R £ y este espacio es tonelado
(recuérdese que ¢l producto tensorial proyectivo de un espacio normado tonelado y
un espacio tonclado es tonelado. v que el completado de un espacio tonelado es

.
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tonelado) y tiene la propiedad de aproximacion (utilicese la nuclearidad de E y [9,
Vol. 11, (10)(11), p. 259; (7), p. 284].

3. Es bien conondo que los espacios Ly(L) y L,(m,)®.E no son isomorfos
en general (sf lo son cuando ¥ es un espacio de Fréchet-Schwartz y p = oc por
[3, Vol. TT, p. 126], y cuando £ es un Fréchet nuclear y p € [1,0]) por lo que los
espacios de Hérmander B, ,,(¥) no se reducen a los espacios By, w® F. Por motivos
de completitud damos algunos ejemplos relativos a esa falta de isomorfismo: En
virtud de la no nuclearidad de Ly(my), el espacio L1(£;) (=~ Li(my)®.¢) no es
isomorfo a Lq(m,, )&l (utilicese [3, i1, §2, Th. 8]). Fl espacio L;(£,) tampoco es
isomorfo a L(m;, )®J,, cuande 2 < p < co. En efecto, Li(£p) es débilmente suce-
sionalmente completo (en [17] se prueba que £,(F) es débilmente sucesionalmente
complete cuande el espacio de Banach ¥ lo es) sin embargo L1(my,)®f, no lo es
en virtud de [Z, Cor. p. 258]. Si £ es un espacio de Banach de dimensién infinita y
1 < p < oc se sabe que £,(#) nunca es la compleccién de Ly(m,) ® ¥ bajo ninguna
norma razcnable [18]. Si £ es un espacic de Banach de dimensidn infinita isomorfo
a su cuadrado, & ~ ™ y 1 < p < oo entonces Ly(E) no es isomorfo a L,(m,)QE
(en caso contraric se tendria

(_.i:,,(F))M & (Lp(mn)@cF )"

lo que implicaria
Lp(F) > (Lp(mp)QeF
en virtud de [1]).

Probamcs ahcra la contrapatiida de [§, Th. 2.2.1].

Teocrems 2

Siwe W, p€[l,co)y & es un (LF)-estricto, entonces
5(B) = Byul @) > S'(B).
Sip < co entonces D ® £ ss denso en By . (E).
Prueba. Basta tener presentes las definiciones, la continuidad de F y, si p < 0o, la

densidad de D® E en L, ,(F) (consecuencia de la de Coo(A™) @ F en L,(E) y la de
Den Lpw(my)). O

fn ¢l teorema que sigue extendzmos también al casc vectorial lcs teoremas
Th. 2.2.5 y Th. 2.2.11 de [6).
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Teorema 3
Sean w € W, p€ [l,o]y I/ un (LI")-estricto. Iintonces:
(1) La aplicacién bilineal
Oum X Bpu(£)y — S'(F)
(8,7) — T
es hipocontinua con respecto a los acotados.

(2)SioeS yT e Byuw(E) entonces 61" € Bpuw(E) y

167w < !lﬂ'iwc%llfll(""'") T

pw
para cada || - || € sc(E). Por consiguiente, la aplicacion bilineal
Sx Bpu(l) — Bpu(FE)
(6,T) ——  ¢T

es continua.

(3) Supongamos p < cc. Sea ¢ € D tal que 0 < ¢ < 1yo=1cn lz| < 1.
Pongamos, para cada ¢ > 0, é.(z) = &(cz). Entonces [¢:] — I cn Le(BpwlL))
cuando ¢ — O+ (I es el operador identidad de By .(E) y [¢¢] es el elemento de
I.(Bp,w(£)) dado por [¢](1) = &.T para T € Bp.w(F)).

Prueha. (1) Basta tener en cuenla que la inyeccidn candnica de By (F) en S'(L)
es continua y que la aplicacion bilineal

(')w )(S’(E') — S'(E)
(¢,1)  —  ¢T

es hipocontinua con respecto a los acotados [15, p. 73].
(2) Sabemos que ¢T € S'(E) y que (¢T)" = é+T € Ou(F) [15, p. 73]. Veamos
que ¢x T € Lpu(E). Seall || € se(£). Puesto que T € Ly (F) se tiene

(6 + 1) (z) = (.6, T) = /*[ oz - y)T(y)dma(y), = €R,
: . W"

por lo que

Hu(.r)(o ’i)(x)l‘ < if w(z) iz — y)||
« H“

[, ;

<o Mule-y)le(e - ) )T (@)l dmn(y)
. mu

T(y)ll dma(y)

= (|,’W’.,,,.q?)| i ;:!Iil')(.l‘) r € R
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T'eniendo en cuenta gue If'\:f,,,cf)l € In(my)y ||u.:’i“H € Ly(m,), la desigualdad integral
de Minkowski prucha que [Myd| « flw«TY € Ly(my) y

113401+ W ey < IVl P
= “ l:ww(r‘?’” Ia(my) ”11“1',1"-

Si hacemos variar || - || en sc(F) obtenemos que ¢ * T € Lp.(&), es decir,
oT € By (F), y también

T | pw < ||-"'w1-u‘:5”lu(m") W |,

para toda || - || € sc(F).
(3) De (2) y de

sup{”."\’l',,;(%,,]],d(m") <e< 1} =ec< 00

se sigue que{[@.] : ¢ < ¢ < 1} es un subconjunto equicontinuo de L (B, (£)). Se
tiene entonces [3, Vol. 11, (2) p. 139] que las topologias de la convergencia simple
y de la convergencia uniforme sobre los precompactos de B ., (#) coinciden sobre
{l¢] : 6 < € < 1}. Por consiguiente, para demostrar (3) bastara ver, para cada
T € Bpuw(F), que ¢ — T en By (L) cnando € — 04. Sca entonces 1" un
elemento de i3, (). Sea || - || una seminorma continua en £ y sca 7 un nimero
positivo. Si ¢ eslainyeccién natural de S(#) en 53, ,( F) hemos visto en el Teorema 2
que q(S(F)) os densc en B (E), por tanto podemos hallar f € S(#) de manera
que

1
T — .
|| 1 ‘I(f)”p,w < 2(1 + c)

Como ¢.f — [ en S(E), la continuidad de ¢ prueba que
(I(ch) = (r'st.q(f) - q(f)
en 2, ,,(F). Ixiste entonces un ¢y, 0 < ¢¢ < 1, tal que
. , T
lea() = a(Nlpw < 5. 0<e<
Utilizando ahora la desigualdad triangular v la desigualdad obtenida en (2) llega-
mos a )
T = q(Nllp.w + Na(f) = ea(Nllp,w
+ “ﬂ’f’-u(-'ér-il.’q(rn..)”q(f) - Tilp-w

S+ = q(Nilpw + la(f) = Dea(Hllpw
<n, 0 < e<ep.

T — 6el'||paw < |

La arbitraricdad de ny || - || prucba que ¢, T — T on 13, (). O
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Sea # € D y supongamos que 6 > 0y

O(z)dmy(z) = 1.

N i{?lll

Pongamos 8;(z) = j"6(jz). Si u € Bpw y p < 20, las regularizadas 6; + u conver-
gen a u en By, [6, p. 42]. ¥s posible extender ese resultado demostrando que los
espacios de Hérmander B,,,, 1 < p < oc, poseen la propiedad de aproximacion por
regularizacién (ver Schwartz {15, p. 7-8] para la definicion de esta propiedad). De-
mostraremos ahora que esto es cierto incluso en el caso vectorial. Para ello scguire-
mos los argumentos empleados en [13] para probar que determinados espacios de
distribuciones tienen esa propiedad.

Tecrame 4
Sean w e W, pe[l,eoly &5 un {(LI')-estricto. Fntonces
E ) ] \
(1) La aplicacién bilineal

O % Bpu(E) — S'(E)
(’U.,T) —_ uxT

es hipocontinua con respecto a los acotados.
9) La aplicacién bilineal
f

S Bpu(#) — Bpulk)
(¢,T) > &*T

es continua.

(3) Si p < oc (cuando, ademds, p sea > 1, se supondrd que el cspacio I es de
Fréchet) entonces B, ., (F) tiene la propiedad de aproximacién por regularizacion,
es decir, {6;} — ! en L.(Bp.(F)) para cada sucesién regularizante (6;)7° en D
(16,} es el elemento de T.( By (F)) dado por {6;}(T) = &; +T).

Prueba. (1) Basta utilizar el Teorema 2 y la hipccontinuidad con respecto a los
acotados de la aplicacién bilineal [15, p. 73]:
O xS'(F) — S'"(£)

(u, 1) — U

(2)SipeSyTe Bpu(£)entonces (¢ + 1) = d+Ty T € L,,(&£). Leaqui
se sigue que ¢« T € 13, ,(F) y que

164 Tllps < sup 6@ [Thpr 111l € 5¢(E)

rERT
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lo que demuestra (2).
(3) Teniendo en cuenta que (&, (12T)") = (¢, e_5T), sc comprueba que la apli-

cacién T — 7,71 es un automorfismo de 3, (L) tal que |[77|lpw = |[1]lpw para
toda | - || € sc(£), cualquiera que sea z € 8™, A continuacién probamos que la
aplicacidn

Fi: R* — L (Bpu(E))
T — Tr

es continua. Do lo anterior se signe que {7, : ¢ € R"} es un subconjunto equicontinuo
de L(Bp.(F)) y por cllo coinciden sobre él la topologia de la convergencia simple
sobre el suboespacio denso de B, (%), D & I, y la topologia de la convergencia
precompacta {9, Vol. TiT p. 138, (2) p. 129]. Por tanto, para demostrar que 7 es
continua basta ver que si z; — x en R*. || - || €sc(F), 6 € D y ¢ € K entonces

lim ||7e, (0 & ¢) = T (d R e)l|p, = 0.
Jj=o0
Iisto dltimo se deduce del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue ya que

”T.'r:,- (p®e)— "'.1,(0S & c)“p,w = “w[Tw,-((,il) ®e)— (PR C)]A“p

= ||w(e—s; — (’T)(q:) % fz)”p

. . . 1/p
el (| 1wd)p e = o dm())

La continuidad de 7 y la completitud del espacio Lo(8pw(F)) [9, Vol. I, (1)
p. 385, y Vol. 71, (3) p. 143] demuestran que, para cada 8 € C.(R"), la integral

9(F) = (2r) /2 sf () dpe(x)
Jsop ug

os un clementc bien determinado de L(B,,,(#)) (aqui pg es la dnica medida de
¥orel y de soporte compacto sobre " que representa a la funcional & en virtud del
teorema de representacién de Riesz). En particular, cbservando que las funciones &
de Coo(R™) pueden considerarse clementos de C.(R") por medio de

r
(f,0) = i J(z)0(x)dm,(x), J € C(R™),
. :'_2"
se obticne, via el teorema d¢ Hahn-Banach,

9(7) = (2r)~"/2 / 7(z) 8(z) dmn(z)

Jsop 8
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para toda € € Cyo(R"). Seguidamente vamos a demostrar que
O(7) = (27.')_'"-’2(0 T
nara cada # € D v cada T € B,..(E). Dados § v T, ¢l operador
I .‘ Pe o :

Tt Le(Bpa(E)) = Bpu(F)
u —  u(T)

s continuo, por ello
(2x)" "2 (F)(T) = (/ ?(:c)O(ar)cll'n.,,(a")) (1)
sop f

=T ( f F(:l:)()(x)dm,,,(:l:))

\-/5(}[) [

s[ To0Fdmy,
./snp (2

:i 60{:1:)T,;’!"r1m,1(:1:).
Jsop

Ltilizando ahora la continuidad de 1' v 1a de las funciones z € sop @ — 0(x) 76 € S,
o€ <, resulta

(9,8(FHT)) = <(,-5,(27r)""/2 / TeT f)(w)d'rn,,,,(x)>

Jsop @

= (2r)""/? / (6, 7Y B(z) dmn(2)
Jsop 6
- <(27;)--"/2 i,f r_,,.qbe(z)dmn(w);::'>

Jgen

= <<_?3,(27r)'”/29=z= ’I'>, O€ES.

Supongamos finalmente que (8;)%° os una sucesién regularizante en D. Entonces
g il )
0; — & en (Co(R™)),. En virtud de [16, Cor. 2, p. 130], ia aplicacién

(C(Bn)), X Co(R™, Lo(3, (E))) — Lo(Bpw(E))
6,3) — 0@ =0 [ @) duate)

J8OD (e
es hipocontinua con respecto a los equicontinuos de C.(R™) y a los relativamente
compactos de Co(R™, Lo( By (F))). luego. en particular, separadamente continua.
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Por consiguiente 6;(7) —— 6(7) cuando j — ¢ en L.(83, ,.(J2)). Segin hemos
visto mas arriba
0;(7) = (2m)""4{6;},  j=1,2,..

4 ‘9

“

por lo que si demostramos que 8(7) = (2x) T)~"2 ] habrd concluido la prucba del
teorema: Por definicion

8(F) = (2x)~"/2 [ () dpg(x)
Jsop g
y como ug es la medida de Borel que toma valor 1 en los borelianos que contienen
al origen y ¢l valor 0 en caso contrario, resulta que

6(7) = (2m)"*7(0) = (27) /2100

En {6, Th, 2.2.8, p. 38] se demuestra que si wy,we € W son tales que
—0 cuando ¢ — co,

cntonces la inyeccidén canéeica B,,., N E'(K) — B,,, es compacta. para cada
r € [l,sc¢] ¥ cada compacto K de B*. Extendemos ahora oste resultado de Hor-
mander al caso vectorial ¥ para ello considetamos el conjunte (K, F) de las dis-
tribuciones sobre " con valores en / cuyo soporte estd contenido en . Hecordemos
también que una aplicacion lineal ¥ continua entre dos espacios localmente convexos
se dice compiciamente continua si transforma conjuntos acotados en conjuntos rela-
fivamenie compactos.

Sea K un compacto de R™, Iy un espacic de Fréchet-Viontel, p € [1,20] y

wy, we € YW ialos qle

-z — 0 cnando x — oo,

¢s completamnente continva. By, (#) N E'(K, 1) se considera equipado de la
topologia inducida por By ., (#)). Sip =1
estricto de dontel.

se puede suponer que I es un (LF)-
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Prueba. IEn el transcurso de la prucba la letra ¢ denotard una constante positiva,
no necesariamente la misma cada vez que aparece.

s trivial comprobar que B34, (F) es un snbespacio lincal de By, (1) y quela
correspondicnte inyeccién candnica es continua. Para demostrar el lcorema bastard
ver, debido a que By u, () os un espacio de Fréchet o un (LT )-estriclo, que toda
sucesiéon acotada en By, (£) N E'(K, E) admite una subsucesién convergente en
Bpua(E) . Sea (Th)7° una tal sucesion y sea # € D tal que # = L en un entorno
de X¥. ¥ntonces 7o, = 8T, y. por consiguiente, T = 6« Ton para m = 1,2,....
Por lo tanto Tm(z) = 6 = 1;,(z), * € B™ (cambiando, si es necesario, T en un

:onjunto de medida cero). Por cllo (T )$° C Opi(E). Veamos ahora que cl conjunto
{’f : m € M} es relativamente compacto en Co(R"%, 7). En virtud del teorema de
Ascoli tendremos gue probar que {Tm(x) : m € iV} es relativamente compacio en F,
para cada x € 8%, y gue {I,,, m € M} es equicontinuo en R™. Iijemos un x de R™.

Como .
Tm(z) = j" Az —y) T(y) dinn(y), z € R",
Jgn
s facil comprobar que
ITm(@)] € W llpw 1728/ willy, m=1,2,...,

para cada || - || € sc(&) (p' =1 si p = c0). Tenjendo en cuenia que {1y 1 m € M} cs
un acctado en Hy . () se sigue de aqui que, para cada |} - || € sc(E),
p.wi d que, i y

sup |Fm(2)]] < co.

£n consecuencia, of conjunio {T,(z) : m € M} es acotado en £ luego relativamente
compaclo puesio que £ es de Montel. Establezcamos ahora la equicontinuidad de

{Ty, :m € N} en R™. Sea z9 un punto cualquicra de #". 5i 3 es una bola cerrada
centrada en zg se tiene gue

o\ 1/2
n || r\r“‘. lz\ 1/
o > . [ ¥ tm H I ;
Tm{x) — Tmfxo)il <27 p sup l=—())| | lz- zol, z € B,
\ " yen || Tj |/

para cada € sc( 7Y (utilicese el teorema de los bipolares). Ahora bien, para
i | J ) » P

\
.

l
|
reR"yj=1,2,...,n, se tiene

T [ 08

— ()= ; +—(xr—1 me
6‘;'7_,- \ ) ..'i-'i?" 8.’1‘j(r /) r"l \]/)GJ i l(.’:’)
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(utilizamos ¢l teorema de la convergencia dominada de Lebesgue para funciones
con valores vectoriales [3, Vol. 11, p. 259]). Por tanlo, para cada z € R"™ y cada
|- |l € sc(E), al ser
1
w 1(‘/ )~

para un entero positivo s, se cumple

<e(l+[yf*)

| & [ | ad
|| 9w D<) |e—(x - ITwm)| dma(e
5¢)r,( | —jﬁ! (= )| 1T (1)l dinea(y)
‘ 2\n+8i( 20 / A . _ w i
<e [ (+]y*) |(()9/(./.1,J)(xr) r!/)lll"l(ll) o (9)] dma(y)
Jan (1+[yH)"
~ \Y2
86\ \
< Cnts | Tx \((?:l' /' ”Tm”r).’m
S (‘(_! + inZ)TI.'I-H 80 \

i+s 0 . | iT i 21
Grit. (’)r,/ i Ip,’u

(recudrdese que gm(z0) < 2™ (1 + [2]2)"qm(), ¢ € S, m = 0,1,2,...). De las
designaldades anieriores y de la, acotacién de {Tr, : m € N} en Bp .y, (£) se deduce
que {1 : m € W} es equicontinuo en el punto zo. Por lo tanto el conjunte {Tn:me
I} es relativamente compacto en C.(R™, ). Si el espacio £ es un Fréchet-Montel,
la sucesidn (7', )5° admite entonces una subsucesién convergente en Co(R™, £). Ana-
licemos ¢l caso en que ¢l espacio E (= indg_, Fy) es un (L F)-estrictc de Montel: Sea
(I ;)7° una sucesion fundamental de compactos de B™, entonces la aplicacién

u

hi Co(A%B) — 152, Col i, £)
! — (Sur) 7

es lincal, inyoctiva y continua, y los espacios C.(R™, F) y h(C(R™, f£)) son isomor-
fos. Cada Co(H;,£) es ISOIII()lf() al limite inductivo indg_.C.(Jf;, Ey) (ver p. e,
{i4, Cor. 1.7.3, p. 20]). Es f4cil comprobar entonces que los espacios C, (H',-,E) son
(L'F)-sstrictes. Por tanto, si L es la clausura en C,(R", E) del conjunto {Tr, : m € N}
resulta que, para cada j, pr; (L) es un subespacio compacto y, naturalmente, metri-
zable de algin C.(F;, £¢). Iintonces h(L) es un subespacio metrizable de

Te.(i;, 6).
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i'n consccuencia, L ¢s un subespacio metrizable de C.(R", F) y, como ¢s compacto,
(T )3° admite una subsucesién convergente en C.(R", £).

Sea entonces (Th, )3° una subsucesién de (73,)° convergente cn C.(R™, F). Es
facil demostrar que la sucesién (T, )5° converge en B, ., (F). En efecto, dados
il 1] € sc(£)y e >0, sead >0 tal que

wy(x) < wy(zx), || > 6,

€
20r+1)/p D,

siendo
. i
D, = sup ||Tm||1h“’1
m

(consideramos primero ¢l caso p < =¢). Si
Dy = max {wy(z) : lz| < 8},

sea [ un entero positivo tal que

¢
Do(2mn(B'(0,6)))t/r

max T (2) = Tonp(2)]| <

para j, k,> [. Se sigue de aqui que

para j,k > l. Tor consiguiente, la sucesion (7,,,)5° es de Cauchy en 5p 4, () luego

y v & ’ 5/1 v pyw2
convergente ya que este espacio es completo. En el caso p = co se obtiene el mismo
resultado haciendo las modificaciones usuales. O

La prucha del siguiente resultado (el caso escalar corresponde al Th. 2.2.9 de
[6]) se deja al lector.
Tecrema &

Sean w € W, p € [l,cc[ y £ un espacio de Hanach cuyo dual E' posce
la propicedad de Radon-Nikodym [2]. Intonces la aplicacion Z : By 1/u(E") —
(Byw(F)) definida por

@25 = | (@), 5(e) dmae)

es ina isomelria.
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Veamos a continuacién algunos resultados lineal-topoldgicos relativos a ciertos
limites induclivos y proyectivos de espacios de Hérmander escalares:
1) Sea (w;)§° una sucesion en W tal que w; < wiyy para i = 1,2,... y sca

€ [1,2¢[. Pongamos
[p.0]

p(un) = n “p,w.-

i=1

I3)

¥y cquipemos a cste espacio de la topologia generada por la familia de normas
{| * lpw ¢ = 1,2,...}. Obviamente este espacic es isomorfo al limite proyectivo
de la sucesidon proyeciiva (Bpw,; lij) (para j > ¢ denotamos por I;; la inyeccién
canénica de By, cn Bp ). Como D es denso en cada By, ese limite proyec-
tivo es reducide. Podemos identificar entontes los duales B;,'w' (= Bp,i/w) con

subespacios de I};’_’(wi) tales que 3, . C 3, (i <j)y tales que

!
Bp\m J ”p w.:

i=1

por ianio podemos formar el limite inductivo (lora]mr-n'o convexo) ind;, By, ., ¥
obtener que la aplicacién identidad ! :ind; IJ,, ws \B (i ))b cs conlinua. Después
(1'*'nosurarmnns que esa aplicacién es un isomorfismo.

De lo anterior se deduce que .3;,,(11“) es un espacio normal de distribuciones,
sepa..i'able y de Tréchet, con la propiedad de aproximacién (utilicese [9, Vol. i, (10)
p. 259y (7) r. 247]),y tal que sus subespacios normables son isomorfcs a subespacios
de £,(0,1) (ut |I1' :ese [1, Lema 1]). Si ademds p > 1, entonces By, (4,) es totalmente
reflexivo (es decir, todos sus cocientes son reflexivos) en virtud de [4, Corolario de
la Prop. 10, p. 101] ; en este caso, su dual fuerte (DBy(y,)), es ultrabornoldgico
([9, Vol. 1, (4) p. 265 y (4) p. 400]), y, como ind;. B, es un (LB), la aplicacién
identidad 1 : (7] (ws ))b — ind;_, B), , resulta continua en virtud del teorema de la
grafica cerrada en la forma dada por Grothendieck [5, Th. B, p. 17].

Si la sucesidén (w;){° satisface también la cendicion

w? < wi_y wigy, 122,

entoncos iy, () es isomorfo a un subespacio de £oc s, en donde s es ¢l espacio de
Fréchet nuclear de las sucesiones de niimeros complejos de decrecimiento rapido. En
efecio, de esa condicién sobre los pesos y de la desigualdad de Canchy-Schwarz se
siguc

l ) !p,w. < | ' |1.').U"|'---1 | “paungas P= 2,3,
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por lo caal el espacio de Fiéehet I8
490 Th
2Y Sea (wy)7 ouna sucesion en MW tal que

() Hene la propiedad (DN) [19]. Pero entonces.

P

i demuestra que 1, ) o5 isomorfo a un subespacio de £ 20s.

—_— e ) cuando r o . I — 1200
w,(r)
vosed pCHloxi Pongamos
.
“p(l. ) ™ U Hp.u.
i1

Si A" es un compacto de R”. las inyecciones candnicas 3y () NE(N) — I3
son continuas por Lo que ol Hmite inductivo

Py 41

Botwy NERY = indim By NE(K))

),
es un espacio de Silva. Utilizando las propiedades de estos espacios vemos que
I;’.,:,_( wy NETR) es un espacio de distribuciones, (DY), ultrabornolégico y completo
(1eflexivo cuando | < p < x [9. Vol. 1.(6) p. 103]). Se sigue de aqui que, si (K;)°
os una sucesion fundamental de compactios de R, el imite inductivo

I;':_.,_( wy) NE —ind;— [in(.‘l,:_.(l}-,.\,_,l,, N E'(_I\"j‘)j]

tha topologia limite inductivo s independiente de la sucesion fundamental de com-
\ I (e

paetos (h Y tambiédn es un espacio de distribuciones tipo (DF) ¥ ultrabornolégico
(reiiexive si | < p < x?

Extendemaos ahora al caso vectorial la definicidn de los espacios locales de
Hormander B (62) [6. p. 42].
BeriNicion 70051 Q es un abierto de R0 F un (LF)-estricto, w € W y p €
[1.~], denotamos por l')’;)‘f;',,,(i?,. 1) el conjunto de todas las distribuciones vectoriales
1 € D'({. 17) tales gue. para cada o € D(12). la aplicacién 67" : S — F dcfinida por

(£.oT) ~ {po.T)

lo¢

estd en I3, . (F). Consideramos B°5 (2. 1) equipado de la topologia generada por
fa familia de seminormas
o o CDIML Nl €se(k))

donde

g O e T E BRL(QLE).
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Observaciones, 1. Obviamente If"" {Q.C) es of cspacio I)" (8.

N
2. ks Téc ll comprobar que I"“' (2. 1)) es un .sul)f.m,)f-‘:.u(.:u local de D' F). os
decir. satisface las condiciones «.lgul.unlcs-
(i) o € P(Q) ¥ T € BY(Q ) implican oT € J3lo¢

il

(. 1),

(1) 7" e DALY v ol € ’)"”‘,,(SZ.I‘) pera toda o € D(Q) implican
I I ‘.
T € B (Q.F).

2. La restriccién a € de cada clemento de 83, (1) estd en I)L‘", (2. 1Y en virtud
del feorcema 3.
1. 81 () es una sueesion fundamental de compactos de &t v 0; € D(Q) es

tal que o; = 1 en K@= 1.2, .. entonies la topologia de Bl (QL ) lzmll'\i("n (-‘slzi

N\
gencrada por l1a familia (l(' seminormas {|| + llo,poe 1 = 1200 [l € se(F)
I efecto. sean © € D) v || - || € sell): si I es tal que sopo C ]\.,- (m!on(:(rs
ST o= (:'.‘;(f_")_,-'l, paia \(l(lc' l € !’;f’f.(ﬁ:f!:) por lo que. en virtud del Teorema 3.

resiilia

0T lpar = 160657 e < 16130

g loc " 1°
"w illll‘*-'l"‘- ] € ‘I}) u( ‘)'
v asto prucha la anterior afirmacién. n consecuencia, f"" (€. 1) es isomorfo a un
subespacio de (), ( ENN o2 (L,(ENN

Omitimos la prueba del siguiente sencillo pero Gtil resultado.

rey o
Neorm ppagmw o L
LECTIErI O

Sean &, I, w y p como en la definicién anterior. Fntonces

(1) £(E E) o B8 (82 F) «n DI(Q, E).

(2) iv os isomorfo a un subespacio de | 1“" (Sic k) y I};j’f,(i ) ¢s isomorfo a un

(e

subespacio ((m;plmrw';rmlo de If"’ (8, ).
(¢) Si E es isomorlo a un .sulm.-,pacio (complementado) de un (T,I")-('s'i'ri('!o I
crtonees II!,";,( 1. ) es isomorfo a un subespacio (complementado) de If"" (G, F).

Nota. Debido a qlm contiene una copia complementada de H!"‘,,, (i). ¢l espacio
!} loe

p (3. 1) no es de tipo {(DIY) v tampoco es semi- Montel {téngase en cuenta que
}',f‘f, (§2) es un Irée ho' no Montel v o normable [6.Th. 2.3.7. Th. 2.3.9. Cor. 4. 1.3].

Si & es un (LF)-estricto nuclear y p ¢ [Loax<|
(LF) estricto.

entonces el espacio L,(1) es un
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Prizcha. Sea F5 el Hmite inductivo estricto de la sucesion de espacios de réchet
(124)7. Razonando como en [3. Vol. I d) p. 254] se comprueba fdcilmente que

(1) O Lo(Fy).
PR |

También es ficil ver que L,(F) s tonelado (basta tener en cuenta que Ly(R™) & b
es un subespacio denso v tonclado de L,(1)). Aplicando entonces [18, (9) p. 1 el
espacio L,( 1) es el limite inductivo estricto de la sucesion de espacios de Tréchet

(L,(15)7. O

Sean & un abierto de B". 5 un (LFj-estricto. w € W y p € [1,x]. Entonces
: { / b L

¢l espacio U;f"“ (. F) es sucesionalmente completo, y completo sip < x v L es

nuclear o sip = 1.

Prueba. Sea (15)5° una sucesion de Cauchy en BIS(SE, E). Fn virtud del ‘Teorema 8
y de la completitud de D'(81. F) podemos hallar T € D'({2, 1) tal que 73 — 1" en
D', 1), Veamos que T' € Ii’;,"j, 2. F). Sea o € D(51). Fvidentemente o1 —— ol
en D'( i, I.). Por otra parl(!. ((,)I',;)'l"“"‘ es de Cauchy en B2, ,.(F) Inego existe Z €

() tal que &1 —+ 7 en B,..(F). Se tiene entonces para £ € S

(€.7) = lim{£.0T3) '

RN

—~
—

= lit_n(fm("?. [,)
Y
= lim{&qow, 1) (v e D). &= 1ensopo)
?
li;n(f!g-, cooli)
= (£IQG'J!’,‘.’[)
= (£jnd. 1)
= (£.07)
hemos utilizado el Teorema 2 en ¢l paso lo gue demuestra que o7 € By, . (F).
1 P
Finalmente. T; — T cn b’!,‘",,(-.. L) pucs. &.(.rgz;lin acabamos de ver. o1 — @1 en
By, () para cada ¢ G D(Q). b consecuencia. el espacio I)’;;i‘,",‘.(ﬁ. L) es sucesio-
nalmente completo (v un espacio de Fréchet cuando I/ es un Yréchet en virtud
de la observacion 4). Si p < s y I es nuclear entonces Hyo(F) (= Lp(F)) es
completo en virtud del lema prece dente, por lo que repitiendo ¢l anterior argumentc

Jll

(sustituyendo sucesiones de

ichy por redes de Cauchy) vemos que el espacio

b’})":, (Q. 1) es completo. Bel mismo modo se ve la completitud de I)","f,,(... E-'). pucs
también By (k) es completo (Li(E) es un (LI7)-estricto por [3. Vol. ITL p. 120]).

d
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Sean § un abierto de R", I un (LF)-cstricto, w € W y p € [l,cc[. Entonces
la topologia inducida por b’!j’:l (§i, I7) sobre BL";‘,(Q) % I estd intercalada entre las
topologias ¢ y 7.

Prueba. Puesto que la aplicacion @ : li’,'ff‘,,( Q) K- I)‘;,";,,(‘Z, F) dada por

(¢, Q(u.c)) = (&, u)e, b e D),

es bilincal y continua. su linealizada ¢ es una aplicacién continua (y, obviamente.
faveci v loc ’ L nloc (3 =
inyeciiva) de BPs () @~ # en 2008, 1
iJemostraremcs ahora que ¢! es una aplicacién continua de q(B}ff”(Q) ® k).
proviste de la topologia inducida por BYS(§i. E), sobre Blec (4) ®¢ E: Scan U
un entorno de 0 en BRe($1) y || - || € sc(E£). Pongamos V = {e: [le|| < 1}y
supongamos que U estd determinado por las funciones 1, ..., ¢, € D(f1) y el mimero
s d ?
¢ > 0. Teniendo en cuenta que u — {du)sep(n) €5 una inmersion de Bl°° ¢(f2) en

(.B,,‘",)D(Q), que ('_'r‘? ,.)‘D(Q)') (3, W) PEM) y que la aplicaciéon 7 @ BBy ajw— B

P
definida por

u, Z(v)) = a(z) {z)dm,(z)
L /

JRn

s una isometria [8, p. 12, pcdemos hallar entonces nimeros complejos Ay,..., Ay y
ViyeoosVr € By ), tales que

PILTIESS Wil ., <

-~ -
.
|
ek

N

3 Ak / (dru) () o(2)dmy(z), u € BL(8Y), £el°.
: JRn

FPor consiguiente, para

m

2= wi®e €ByL ()L, £€U°, eV
i=1
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—
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tenemos (utilicese el teorema de Jos bipolares y la desiguaidad de Hélder)

| ooy
3 e = 122200 [ (@) @) ) dma() e )
iz:l I ,1: k--:_ JBE
[ S e
S/ \ J. Z'( /\A(oku) )og(x)ei. ¢ dmp(z)
JR" i=1 k=1
[ S~ 5 aoen |
gj l L 2 Ak(du) (2)Pk(z)ei]| ding(x)
=1 k=1 |
7 | m, A
< %="!Ak|,i;.. llw('r) é_{\(q’)ku,) (x)e; ':lk((j)) dm,(z)

< 5 el e pasllvillis,. .

k=1
1
< - max |l¢(z)
<L max o) ow
e sigue de agui que
m i
; 1
Y [ P
sup 1y (i €){ei @) < - max lla(2)lepw

(£ eU° Ve |]

=1

y estc concluye la prueba del teorema. [J

3

e )
woTSIBRTIC

5

Sean §} un abierto de ®™, E ua (LF) estricto nuclear, w € W y p € [1,00],
entonces 106 (i, £) contiene una copia de Bl ()R L.
Prucba. Es consccuencia inmediata de la nuclearidad de F' y de los teoremas §

y 10. O

Nota. Si € es un abierto de C", F un (L¥) estricto nuclear, w € Wy p € [1,20],
el espacio l};,"f,,(al,lb‘) conticne una copia de H($t, £) (espacio de las funciones holo-
morfas de §2 on E equipado de la topologia de la convergencia uniforme sobre los
compactos de §2). En efecto, sobre {u € D'(£2) : Au = 0} (espacio de las funciones
armonicas en Q) la topologia que induce B;,"‘u,(") coincide con la inducida por £(81)
[6, Th. 4.1.7, Cor 4.1.3]. Por ccnsiguiente, H({z) provisto de la Iop()]ogla inducida
por £(i) ¢s un subespacio de lj"’iu(ﬁ) 1-’0(() entonces, H()&X, £ es isomorfo a un
subespacio de B (it, #7) en virtud del corolario anterior. Para terminar se uliliza

el isomorfismo H(SY, £) ~ H({)$% £ [8, p. 366].
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Teorama 11

Sean Q@ un abierto de R". (1,){ una sucesion de espacios de Fréchet, w e W y
p C[1,x]. Entences se tiene el isomorfismo

f><)
Blec |, j{_‘; o n Bl (Q, B).
i=1 i=1

Prueba. Pongamos I = ] K; v, para cada i, sea pr; la proyeccion de I sobre K.
La aplicacion

S BSL k) — "*'f B¢ (. E;)

Pyt
7_.1
e - . e,
I _ (pri o T

estd bien definida v es lincal, inyectiva y continua. Probaremos solamente que estd

bien definida: Bvidentemente pr; ol ¢ D'(§:, E;), (7 = 1,2,...). Sca ahora ¢ un
clemento cualquiera de D(§i). Entonces, para cada £ € S, se tiene

(€ [o(pri o TN = (€. é(pr; 0 1))
= {€jag,prio 1)
= priénd, 1)
= i)!'i(éa@’[!)
= pri{€, (oT)™)
[

=pr; ;&) (dT)MNx)dm,(z)
Jan

A

/[ &(x) [pr; o (1) () dmn(2)
mn
------ = (&, pr; o (01)")

por lo que
[6(pr; 0 T)N" = prio (eT)" € Lpa(F).

os decir, o(pr; o 1) € By ). Vor consiguiente,

priol € BYL(Q, B). i=1,2.....

Demostraremos ahora que J es sobreyectiva: Sea {73)7° un elemento de

x)

1T Bl (0, i4).
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Pongamos

(0. 1) = ({o.1; \:::;
para cada o € D(Q). Es claro que T € D'(Q.L). Veamos que T' € I};j’,‘,,( ) ).
Hay que demostrar que {01 € L, ([7) para cada o € D(). Dada una tal o.
pONEAMOS

fe) = ((6T)™a) |
para cada @ € . No es dificil probar que f defline un clemento de L, w( ) (1.
Prop. 31 Pero entonces se tiene. para cada § € S.

X
1
. (o]
- ([ ewnatriyin,o)
JR ;

/f £(x) ((o1:)"(x I)" dmy(z)
Jrn

(&N .
por lo que (&1 € L,.wW(F). Bin consecuencia. 1" € Bloc (L, B), JT = (TP v J o

FNTEAN
sobreyectiva. La prueba termina aplicando el teorema de la aplicacién abierta. O

Cerolario
Sean ¥ un abierto de ®R", I un Fréchet sin normas continuas, w € W y
" loc TN g va ronia complomontacds loc N
p € [l.x<]. Entonces B3 (€2. I2) contiene una copia complementada de (B,(§))

Prucha. Por un teorema de Bessaga-Pelezyiiski [8. p. 129} I contiene una copia com-

plementada de CN. Pero entonces, i",f"“ (§2. ) contiene una copia complementada,
de If"" (£, CY) en virtud del Teorema 8. Basta aliora aplicar ¢l {corema precedente.

n [12] hemos nl)!(‘nic'() l;-l siguicnte representacion de los espacios locales
B (RN) mo=0,1.2.... (wp{2) = (1 4+ |e[?)™/?):

By, (RY) = ()N,

PRI
Utilizaremos este resultado en la prueba del siguiente teorema. Recordemos que
dim, /£ = dim, F significa que el espacio localmente convexo I es isomorfo a un
subespacio cerrado del cspacio localinente convexo F v que /' es isomorfo 2 un
subespacio cerrado de /.
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Teorema L%

Sean ¢ un abicrto de R™. I un (LI) estricto nuclear, w € W y p € [1,00].
I:ntonces

(1) B¢ (Q. ) es isomorfo a un subespacio de (Lp(0,1))¥&. L y

R
dimyg BYS (R, 1) = dim; (£ NGk, m=0,1,2

(2) Si, ademds, IX es de Fréchel entonces IJ},"E,.(Q, E) es isomorfo a un subespacio
de (L,(0,1)N

dim 132"‘,, (R, F) = (Iiml(fg)N. =0,1,2,....
Prueba. (1) Si p < o< se tiene

r,,,(/;') ~ L,,(H")-fg,, I

cl ]cma. que [n(—t(.tede al '!‘uc}rema, .;) y asi

Ly(1) = Ly{0, & E.

Yor otra parte,

TS YA R ] ‘ L 9 wr e |
(Too(£))" 2 Loo(R™)Re i 2 Loo(0,1)% I [3, Vol. TTT, p. 126].
La primera parte de (1) se sigue entonces de que B},‘ff,,(ii,.l_"}) es isomorfo a un su-
1 . .’ . .
bespacio de (L,(£))™, de la discusién anterior y de las propicdades del producto
tensorial §.. De esta primera parice, del corolaric del "Feorema 1€ y del isomorfismo

(8") = (82)"

sloc
By i

se sigue la segunda parte de (1).

(2} Razonando como en -Ll-'i., ‘Teorema 1] se ve que B;,",‘”('Z %) es isomorlo a

i subespacio de {L,(0,1))™. La segunda parte se demucstra teniendo en cuenta
adl ! loc n \ N loc n
ademids que BI°S, (A", ) contienc una copia (complementada) de 8%, (A™). O
Observacion. Fn general

Bl(;( (§~’ l’j ot Hlm

pw P

(D& E, B (DR, 4.

P

3 i loc  ¢rmn loc o - .

I(){‘ gjemplo, p:ra cada m € N el espacio By, (R", By, (R B cs isomorfo a
(Bl (R™, €)™ v, por tanto, a un subespacio cerrado de (£2)%; sin embargo,
1)'-'2"1‘,, (a‘@”)x }"f;‘,m(?*?") (resp. BY¢, (R™)&. 8P, (R™)) es isomorfo a A
{resp. a {(£2%« F;) ) Basta zhora recordar que los espacios de Banach €y®.€2, f2&- 02

no son reflexivos. Ctro ¢jemplo lo proporciona el espacio 1}'?":0 (R™, I) siendo E un

espacio de Banach reflexive que contiene una copia com pmmmntada de £, y m € N.
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Si wy.uy € YV son tales que

cuando ¥ —» <

entonces la invecclon candnica

P B, () -~ B, ()

D2

es completamente continua [(). Th. 2.3.9]. Si I es un Fréchet nuclear también la

aplicacion j& 1y de B;j’:,](\z @015 en B},‘",,q(Q. E) es ('()rm)lotarnonto conlinua: Sca

7 un acolado de l};.‘ . l(S!)r:/,-, F. por ser I nuclear Z C I'A > TA % I3 siendo A un acotado

de Blf",,l(ﬂ) v B un acotado de E [5]: como j(A) es xolatn'mnonlo compacto en
II})‘"L, (52) y 1g(13) os relativamente compacto en F, resulta que jR.15(7Z) es velati-
vamente compacto en l)’;,“fu(i Ve I luego en I]},"I‘U(Q I5) en virtud del corolario del
Teorema 10. Extendemos ahora este resultado a espacios de Fréchet-Montel.

Teorema 153

Sean St un abicrto de 8", I un Fréchet-Montel, wi,wy € W tales que
—— ) cuanido x ~—

y p € [1,c0]. Entonces la inyeccién candnica

BYC (O, E) « B (§,F)

pay P2

¢s completamente continua.

Prueba. ¥s trivial comprobar que la inyeccién canénica es continua. Fara probar que

es completamente continua bastard ver que toda sucesion acotada on b‘;;”;l, (%, F)

admite una subsucesion convergente en lf;;’;u(ﬁ. 7). Sea (T;)$° una tal sucesién y
sean ()%, (9:){° como en la observacién 4 que sigue a la Definicién 7. Entonces
la sucesion (&1;)5° os acotada en ), [(E)ysopod; Csopéy,i=1,2,..., por lo

que en virtud del Teorema 5 (1;)5° admite una subsucesidn (1h;)f° tal que (¢1--Ji)|
converge en 13, 4, (£). Puesto que (o2 T1:)§° es acotada en By, (E) y sop @271 C
sop 02, 1 = 1,2,..., aplicando nuevamente ¢l Teorema 5 hallamos una subsucesion
(Ty:)$° de (17;)7° de manera que (é21 »i)7° converge en By, (). Repitiendo este
p'-m'oso y tomando la sucesién diagonal (73)7° vemos que (OxT3)5¢ converge en
13, n (1) para cada k. Por consiguiente. (75)7° es de Cauchy en B:,"iu('?., ) luego
convergente en este espacio. [

Agradecemos los comentarios y sugerencias del referee.
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