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ABSTRACT

In this paper, we essay a generalization of the classical concept of growth order
of an entire function. We define the new parameter p4( f), the relative growth
order of f(z) with respect to g(z), which establishes 2 direct comparison
between the growth of the moduli of two nonconstant entire functions f
and g. Diverse properiies, relative 0 sum, product, composition, derivative,
real and imaginary paris, Nevanlinna’s characieristic and Taylor’s coefficients,
are studied.

1. Definiciones y lemas preparaiorios

Clésicamente, para estudiar el crecimiento de una funcién entera no constante f, s
la compara con la funcién exponencial, y se define su orden de crecimiento p por

p=inf{p>0:F(r) < exp(r*) Vr > ro(p) > 0}

donde
F(r) = max{|f(2)| : |z = r}.
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Este estudio ha sido generalizado por diversos autores. Asi, por ejemplo, se han
generalizado conceptos de orden de crecimiento relativamente a la escala exponencial
{exp,T:n =1,2,...}, ala escala logaritmico-exponencial

{log; r,log, 7,logs T,...;€Xp; T,€XPy T,€XP3 T, .. .}

y a un par (e, ) de funciones positivas de variable real que verifican ciertas condi-
ciones de limite. Se entiende que

exXp; T = expT,

log; r =logr,
eXpry1 T = exp(expy 1) (k=1,2,...; 7> 0)

y para r > 0 suficientemente grande

log,y 7 =log(log,r)  (k=1,2,...).

Cfr., respectivamente, [6], [2] y [7]. Pretendemos en este articulo introducir una
comparacién més directa entre el crecimiento de dos funciones enteras, comparacién
que no esté basada—como en los casos anteriores—en funciones auxiliares. Deno-
taremos las funciones médulo maximo de las funciones enteras f, g, h, ..., por
F(r), G(r), H(r), ..., respectivamente.
Se sabe que la funcién médulo méximo F(r) de f es continua y no decreciente,
y estrictamente creciente si f no es constante. En tal caso, existe la funcién inversa
F~1: (|f(0)],00) — (0,00), la cual es continua, estrictamente creciente y verifica
lim F~1(s) = oo.
n—+o0
Dicho esto, establecemos la definicién fundamental junto con un concepto técnico
para posteriores referencias.

DEFINICION. Si f y g son funciones enteras, el orden de crecimiento de f relativo
a g es el siguiente nimero, finito o infinito:

p=p(f)=inf{p>0:F(r)<G(r*) Yr>ro(p)> 0}.

Fl orden cldsico de crecimiento de f se da en el caso particular g(2) = exp 2.
Diremos que una desigualdad que depende de r > 0 se verifica asintéticamente
(asint.) cvando tal desigualdad se cumple para todo r > 1o > 0.



Crecimienio de funciones enteras 211

DEFINICION. Sea g una funcién entera no constante. Diremos que g cumple I
propiedad (A) si y sdlo si para cada o > 1, G(r)? < G(r”) asint.

Por ejemplo, g(z) = expz cumple (A) y, trivialmente, ningin polinomic

cumple (A). Proporcionaremos un ejemplo de una funcién entera trascendente qut
no cumpla (A). Por [5], tenemos que si

oo
g9(z) = Z an 2"
n=1
es entera no constante y existe el

lim logn =
n—oo log(1/n)log|1/an] ~

entonces existe lozlog G
5= lim 288G
r—oo  loglogr

y vale 8 =1+ . Ademas, si

o loglog G(r)
7= hflso‘ip loglog 7

y existe el
lim log

n—00 logllfanl

(v-1)"

- %

entonces existe log G
r—oo (logr)?

y vale u = 1 + 6. Notemos que v > 1; se adopta por convenio 0° = 1. Definimos

o0

o(z) = Y exp(-nt)e"  (2€0). ¢

n=0
Resultaa=1,8=7=2,6 =0, p = 1. Entonces

log G(r) 1

1 =

r—oo (logr)?

3
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uego
G(r) = exp((1 + n(r))(logr)*),
donde
rli»n;o n(r) = 0.

Sea o € (1,v/2); resulta
G(r?) = exp(0’2(1 + n(r?))(log r)2)

y
)2
—(C,;((_?}j = exp((logr)*(2 — o? — 2n(r) — o*n(r%))).
Ya que
TlLIr;(?n(r) ~ o?n(r?)) =0,
tenemos

|2n(r) — *n(r7)| < 2 - 0°
asint., luego
(log 7)2(2 — 0% + 2n(r) — o*n(r?)) >0
asint. y G(r)? > G(r7) asint. En consecuencia, g no cumple (A).

Seguidamente damos en forma de lemag algunas propiedades asintéticas del
médulo maximo de una funcién entera, que usaremos después.

Lema 1

Si g es una funcién entera no constante, entonces g cumple la propiedad (A) si
y sélo si para cada ¢ > 1 y cada entero positivo n, G(r)" < G(r7?) asint.

Demostracién. Es claro que la propiedad enunciada implica (A). Reciprocamente,
supongamos que (A) es cierto y sean ¢ > 1 y n un entero positivo. Elijamos un
entero m con 2™ > n. Entonces ¢ > 1,y

’G(r") =G ((r"”2 )"1/2)
>G (r””z)z

G(r”1/4)4
o
)

(r)*"
(r)"

v IV

m

AR\
QQa O

asint. O
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Lema 2

Sean f una funcién entera no constante,a > 1,0< < a,s>1,0< p< A
¥ n un entero positivo. Se verifica:

a) F(ar) > fF(r) asint.

b) Existe K = K (s, f) > 0 tal que (f(r))* < K F(r®) para todo r > 0.

c)

() L F(r)
2L T T L)
d) Si f es trascendente, entonces
F(r) _ o FOY
O JiCOR

Demostracién. a) Aplicamos el lema de Schwarz a ¢g(z) = f(2) — f(0). Entonce
9(0)=0y
G(R)

o)l < 1] =

si |z| < R. Si R = ar, tenemos

G(r) < a—’"r- G(ar)

y
F(r) - 1£(0)) < 6(r) < L0  Ten HITOL,
Sea o B
€='2(1—+a).

Entonces existe 7o > 0 con |f(0)| < ¢ F(r) siempre que 7 > rg, por tanto
Flar) > (a —ae —€)F(r) > BF(r)
sir > 1.

b) Basta aplicar el Teorema de las Tres Circunferencias de Hadamard (cfr., pc
ejemplo, [8, p. 172]), a saber,

F(riry™®) < (F(r))°(F(r2))'™¢ (0 c< 15 rq,m3 > 0),

¢) Se deduce de
| F(r) _ F(r)* _ 1
F(r) = KF(r) K
d) Si f es trascendente, M > 0y o > 0, entonces F(r) > Mr? asint. E
suficiente tomar ahora ¢ = n/(s — 1) y aplicar el razonamiento de c). O

F(r)*! Vr > 0.




214 BERNAL

Lema 3 (Pdlya)

Supongamos que f y g son funciones enteras, f(0) =0y h = go f. Entonces
existe una constante ¢ € (0,1), independiente de f y g, tal que

H(r) > G(cF(r/2)) Vr > 0. (2)
Demostracién. [1, p. 80-81]. O

Lema 4

Sean R > 0, n € (0,3e/2) y f analitica en |z| < 2eR con f(0) = 1. Entonces
en el disco |z| < R, excluyendo una familia de discos la suma de cuyos radios no es
mayor que 4nR, se verifica

log|f(2)| > —T(n)log F(2eR)
donde

de
Demostracién. [3, p. 21-23]. O

Lema 5§
Si f es entera no constante y
A(r) = max{Rf(z): |z]| =7} (r>0),
entonces F(r) < A(145r) asint.
Demostracién. Por la desigualdad de Boyel-Carathéodory (cfr., por ejemplo,
[1, p. 53-54]), obtenemos
F) < 22D () +150)) (0 < <R). 3
Haciendo en (3) R = 2r, resulta F(r) < 3(A(2r) + |f(0)]) (r > 0). Ya que f no es
constante, tenemos |f(0)] < A(r) asint., luego F(r) < 6A(2r) asint. Entonces
A(1457) > F((145/2)r) /6

= F((145/4)2r) /6

> (144/4)F(2r)/6

= 6F(2r)

> 6A(2r)

> F(r)

asint. En la segunda desigualdad hemos usado el Lema 2 a). O
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Una desigualdad andloga se verifica para la parte imaginaria. La acotacién dada
puede hacerse més fina, pero es suficiente para nuestros propositos.
Si f es una funcién entera, su funcién caracteristica de Nevanlinna se define por

1 2w .
T(r)=Ty(r) = 5= [ g ftre)lds (> 0)

donde logt 2 = max(0,logz) para z > 0. Se sabe que T(r) es no decreciente y
continua, y estrictamente creciente si f no es constante. Luego, en tal caso, estd
definida la funcién T-' : (T(0),00) — (0, 0), siendo también continua y estricta-
mente creciente. Cfr., por ejemplo, [1, cap. 9] para estos conceptos y propiedades
asf como para la demostracién del siguiente lema.

Lema 6
Si f es una funcion entera, entonces

T(r) < log* F(r) < (%J_f—;) () (0<r<R).

Agrupamos en un primer teorema un conjunto de resultados, todos ellos d:
verificacién inmediata a partir de la Definicién 1, el Lema 2 y propiedades elementale
de las funciones analiticas. Dejamos la prueba para el lector.

Teorema 1

Sean f, g, h funciones enteras no constantes, y L; (i = 1,2,3,4) funcione
lineales no constantes, es decir, L;(z) = a;z + b;, para todo z € C, con a;,b; € C
a; #0 (i = 1,2,3,4). Se verifica:

a)

. log G~1(F(r)) .. log G~ 1(r)
po(f) = hﬂs‘gp logr - hi‘l,so‘ip log F-1(r)
b) Si g es un polinomio y f es trascendente, entonces pg(f) = oo.
c) Si f y g son polinomios, entonces
grado(f)

Pg(f) = grado(g) °

d) Si pg(f) es un nimero irracional, se tiene que f y g son trascendentes.

e) 5i g es un polinomio y p > 0 es un ndimero racional, entonces existe u
polinomio f tal que pg(f) = p si y sblo si el producto de p y el grado de g es u
entero.

f) Si F(r) < G(r) asint., se tiene pr(f) < pn(9)-

g) Si G(r) < H(r) asint., se tiene pg(f) = pr(f)-

h) pryogors(L2 o f 0 In) = pg(f)-
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2. Orden relativo de la composicion

FEl siguiente teorema resuelve el problema del crecimiento relativo de la composicion
de funciones enteras.

Teorema 2

Sean f, fi, f2, g y m funciones enteras no constantes, y sea h = go f. Se
verifica:

a‘) pngz(g o fl) = pfz(fl)'
b) max(pm(f), Pm(9)) < pm(h).
¢j Si f es un polinomio de grado n > 1, entonces

pm(h) = pm(g)n ¥y pg(h)=n.

d) Si f no es un polinomio, entonces py(h) = co. Si ademds prm(g) > 0, entonces
pm(h) = co.

e) Si pm(h) < 00, entonces o bien f es un polinomio y p(g) < o0, o bien f no
es un polinomio de modo que p,(f) < oo y pm(g) = 0.

Demostracién. a) Llamemos h; = go f; (i = 1,2), entonces h; es entera no constante.
Podemos suponer que f;(0) = 0 pues, en otro caso, definiendo f;(2) = fi(z) — fi(0)
y 97(2) = gi(z + fi(0)), tendrfamos h; = g o f;, y por el Teorema 1 h) se verifica
pss(fi) = ps,(f1), asi que a) estarfa probado. Tenemos :

Hi(r) > G(cFi(r/2)) VYr>0(i=1,2)

por (2). Por el Lema 2 a),
Fi(r/2) > %— F(dr/2) asint.  Vd € (0,¢),

luego

Hi(r) > G(Fi(dr/2)) > Hi(dr[2) asint. (i =1,2) (4)
porque H; < G o Fj, lo cual es una consecuencia de la definicién. Entonces
H;'(Hy(r)) > Hy ' (G(Fi(dr/2))).

Pero

H7'(G() 2 F' (1),



Crecimiento de funciones enteras 217

por tanto
Hy' (H1(r)) > Fy* (Fa(dr/2)

asint. debido a (4). Haciendo t = H,(r) en (4) para i = 1,2 deducimos que
t>G(R((d/2H; (1)

asint. y
_ [
H, (1) < g F, 1(G 1(t))

asint. Si ahora t = Hi(r), entonces

Hy (Hy(r) < 2 By (G (H(7)) <

d FZ_I (Fl(’r))

o

asint. Combinando estas desigualdades obtenemos
- - 2
Fyt(Fi(dr/2)) < Hy'(Hi(r)) < = F3 Y(Fi(r))

asint. Si tomamos logaritmos, dividimos los tres miembros de la desigualdad pc
log r y aplicamos el Teorema 1 a), obtenemos inmediatamente a).

b) Como en la parte a), podemos suponer que f(O) =0. Yaque fygsonn
constantes, existe o > 0 tal que F(r) > a y G(r) > ar asint. Aplicando los Lemas
y 3, tenemos que para cada o € (0,1), -

H(r) > G(cF(r[2)) > G(car/[2) > G(r7)
asint. y, andlogamente,
H(r) > caF(r/2) > F(r?)

asint. Entonces

M~YG(r*)) < M~ (H(r))
asint., luego

pn(9) < = pm(h) Vo € (0,1).

De modo anélogo,
M~Y(F(r*)) < M7 (H(r)),

luego .
pm(f) < pm pm(h) Vo € (0,1),
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y obtenemos b).
¢) Si f es un polinomio de grado n > 1, entonces existen & > 0, # > 0 con
ar™ < F(r) < fr™ asint. De nuevo por (2) tenemos

G(yr™) < G(eF(r/2) < H(r) < G(F(r)) < G(Br™)
asint., donde 7y = ¢(a/2)", asi que
M (GO™) < MTUEE) < MHG(E™)

asint. Tomando logaritmos en los tres miembros, dividiendo por logr y tomando
los limites superiores, resulta pm,(h) = pm(g)n. Si hacemos m = g, obtenemos
pg(h) = n, pues es obvio que py(g) = 1.

d) Si f no es un polinomic y n es un entero positivo, se tiene F(r) > ™ asint.
Razonando como en c) resulta

MG) < MEE)  asi (= of2),

luego pm(g)n < pm(g o f), para cada n. Por consiguiente py,(h) = 0o si pr(g) > 0.
Ademis py(h) = co, pues pg(g) = 1> 0.
e) Es consecuencia obvia de b), c), d). O

CObservemos que la parte e) generaliza el correspondiente resultado para el orden
clésico de crecimiento: Si f y g son funciones enteras y & = go f es de orden finito,
entonces o bien f es un polinomio y g es de orden finito, o bien f no es un polinomio,
siendo p( f) finito y p(g) = 0 en este caso. Cfr., por ejemplo, [1, p. 81-82).

A la vista de la parte a), podria esperarse que py,o.(f1 0 9) = ps,(f1). Sin
embargo, esto es falso: considerar, por ejemplo, g(z) = exp z, f1(z) = 22, fo(2) = 2.

3. Orden relativo de la suma y del producto

Se sabe que el orden clisico de una suma finita de funciones enteras es como méximo
el mayor de los 6rdenes de los sumandos. Esto también es cierto en nuestra teoria.
Asimismo, el orden clisico de un producto finito de funciones enteras es como
méximo el mayor de los 6rdenes de los factores. No puede esperarse que el mismo
resultado sea vélido para el orden relativo. Por ejemplo, si f1(2) = f2(z) = ¢(2) = z,
se tiene py(f1f2) = 2 > 1 = max(py(f1),py(f2)). Hemos de introducir, por tanto,
alguna restriccién sobre las funciones en cuestién.
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Teorema 3

Sean f, g, f1, f» funciones enteras no constantes, P un polinomio no idéntica-
mente nulo y n un entero positivo. Se verifica:

2) py(fs + f2) < max(ps( 1), po(f2))» ddndose la igualdad si py(f1) # po(f)-
b) Si f es trascendente, entonces ps(Pf) = pg(f). Sig es trascendente, entonces

pprg(f) = ps(f).

c) po(f) < pg(f™) < npg(f)-
d) Si g cumple la propiedad (A), entonces

po(frf2) < max(pg(f1),pe(f2))5

déndose la igualdad si pg(f1) # pg(f2). El mismo resultado es cierto para f1/ f2»
suponiendo que sea una funcién entera. Ademds, py(f™) = pq(f).

Demostracién. a) Llamemos h = fi + f2, p = pg(h), pi = py(fi) (:=1,2). Sihes
constante, es trivial. Supongamos pues que h no es constante y que, por ejemplo,
p1 < p2. Dado € > 0,

Fl(") <G (rp1+s) <G (sz+s)

Fy(r) < G(r**°)

asint., luego .
H(r) < Fy(r) + Fy(r) < 2G (r"+¢) < G (3r2F°)

asint. por el Lema 2 a) y

log G~(H(r)) < log3 + (p2 + €)logr
logr - logr

asint., asi que p < p; +¢ paracadae >0,y en consecuencia p < po = max(py,p2)
Hemos considerado el caso py < 00; el caso p; = oo es trivial. Supongamos ahore
que py < pp y tomemos A € (p1,p2) Y 1 € (p1,A). Entonces Fi(r) < G(r*
asint. y existe una sucesién r, — oo con G (r3) < Fy(rn) para todo n. Por e
Lema 2 c), G(r*) > 2G(r*) asint. Por tanto

2F (’I'n) < F2(’l‘n)

H(r) > Fa(ra) = Fi(ra) > (/D) Fs(ra) > (1/2)G (12) > G ((1/3)r2)
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para n suficientemente grande. En la dltima desigualdad hemos usado el Lema 2a).
Por consiguiente,

log G~ (H(ry -
» > limsup 28 (H(r )).thsuplog(l/:a)ulogr

n—00 log Tn n—oo ]-Og Tn

= A,

para cada X € (p1,p2)- Asi que p > p2 = max(py,p2)-
b) Existen a > 0 y n entero positivo con 2a < |P(2)| < 7™ (|2| = r) asint. Si f
es trascendente, h = Pf y s > 1, entonces

F(ar) < 2aF(r) < H(r) < rmF(r) < F(r®) (5)
asint., donde se ha usado el Lema 2 a), d). En consecuencia,

log G~} (F(ar)) loga +logr < log G~ (H(r))

log(ar) logr logr
log G~ (F(r*)) log(r®)
log(7*) log r

asint. Tomando limites superiores,

po(f) < py(h) £ spg(f) Vs > 1,

luego pg(h) = pg(f)-
Sea ahora g trascendente, h = Pgy s'> 1. Si establecemos la desigualdad
asintética ansloga a (5) para G en vez de F, obtenemos
log F~Y(H log F-1(G
lim inf 08”0 ( (T)) = liminf 28” \A) ( () .
=00 logr T—00 log r

Por tltimo, utilizando el Teorema 1 a), resulta
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c) Por el Lema 2 a), b), |
maz{|f*(z)| : 1zl =1} = F(r)" < KF(r™) < F((K + 1)r")

asint., luego p,(f™) < npy(f). Pero (F(r))" > F(r) asint., asi que po(f™) > pg(f)-
d) Podemos partir de que fi, f2 son trascendentes; de otro modo seria trivial.

Denotemos p; = pg(fi) (i = 1,2), h = fifa, p = pg(h), y suponemos que py < p3 <
oo (si py = oo, es trivial). Dado £ > 0, Fi(r) < G(r”2+(5/2)) asint. (2 = 1,2), luego

H(r) < Fi(Fy(r) < G (1"’2"'(5/2))2

asint. Aplicando la propiedad (A) con

p2t+e€
o=—L27"_ 51,
p2 + (e/2)

resulta H(r) < G(r??*%) asint. para cada ¢ > 0, luego p < p2 = max(py,p2)
Supongamos ahora que p; < pz. Por la parte b) el producto de f; por un factos
¢/z™ no altera su orden, asi que podemos suponer sin pérdida de generalidad qus
f1(0) = 1. Sean A, p con py < p < A < pa. Entonces existe una sucesién R, /
tal que F3(R») > G(R}) para todo n,y Fi(r) < G(r*) asint. Apliquemos el Lema ¢
af=fi, R=2R, y n=1/16. Se verifica

log | fi(2)| > —(2 + log(24e)) log F1(4eR,)

en el disco |z| < 2R, excluyendo una familia de discos la suma de cuyos radios n«
excede Rn/2. Por tanto existe 1, € (Rn,2Rn) tal que |2| = rq no intersecta ningun:
de los discos excluidos, luego

log |fi(2)| > —7log Fi(4eR,)  en |z| = 7.

Ademas :
FZ(Tn) > F2(Rn) > G(Rﬁ) > G(T;‘/?A)

Si z, es un punto en |z = r con F3(r) = |fo(2r)|, se tiene

H(r) 2 | fi(z)l 1 f2(z0)] = | fo(2r)] Fa(r),

y por tanto
H(rn) > G (r)/2*) R (4eR,)7T

> G (r}/2*) G ((4eRa)*) ™"
> G (r}/2)) G ((4era)*) ™"
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para n suficientemente grande. Si tomamos v € (u, ) y aplicamos el Lema 1 para
o = v/u, obtenemos

H(ra) > G((dera)”) G ((dera)") "
> G’((4ern)“)8G((4ern)“) !
> G(rh)

si n es suficientemente grande. En consecuencia pu < p para cada p < p2, asi que
p = p2- ‘

Sea h = fi/f, una funcién entera. Mantenemos las mismas notaciones para
los érdenes y partimos de que p; < p;. Entonces f; = hfp, y si fuese p > py =
max(p;,pz), entonces py = max(p,pz) = p por la parte anterior, luego p1 > p;
y llegamos a contradiccién, asi que p < p3. Si ahora es py < p2 ¥y fuese p < p2,
entonces max(p, p2) = p1 por la parte anterior, luego p2 = p1 y llegamos de nuevo a
contradiccién. Por tanto p = p;.

Finalmente,
n veces

pram? N
Pg(fn)=Pg forf Spg(f)

por aplicacién de la primera parte de >d). Ahora se aplica c) y el teorema queda
demostrado. [] :

Demos un ejemplo de funciones fi, fa, g enteras trascendentes con p,(f1 f2) >
max(py(f1),pg(f2))- Sean a € (1,2) y b = log2/loga > 1. Consideremos la funcién
g definida por (1) y sea fi = fo = g. Vimos que G(r)? > G(r°) asint. para cada
o € (1,4/2). Entonces

po(fif2) 2 V2>1= max(ﬂy(fl),ﬂg(fb))-

4. Orden relative de la derivada

Se sabe que el orden cldsico de una funcién entera es el mismo que el de su derivada.
Cfr., por ejemplo, [8, p. 265]. Generalmente, este resultado es falso para nuestro
orden relativo; por ejemplo, si f(2) = g(z) = 2, entonces pg(f) =1 > 0= pg(f’)
Pero el resultado es vélido si alguna de las funciones f o g no es un polinomio, de
modo que obtenemos una generalizacién del caso clasico.
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Teorema 4

Sean f y g funciones enieras no constantes tales que al menos una de ellas e
trascendente. Entonces

Pg(f’) =pg(f) = pg’(f’) = pg(f)-

Demostracién. Podemos suponer que f y g son trascendentes. Los restantes caso
son triviales. Por el Teorema 1 h), podemos suponer que f(0) = 0. Denotaremos

F(r) = max{|f'() : 12| = r}.
Se verifica que ]
1= [ raa,

donde hé,rpos tomado la integral sobre el segmento que une el origen con 2. Entonce
F(r) < rF(r). Usando la Férmula de Cauchy, es

v 1)
) =55 § g o

donde 2 tien&é‘;v,médulo r y C es la circunferencia [ — 2| = 7; luego F(r) < F(ar) /v
Resumiendo, F(r)/r < F(r) < F(2r)/r para cada r > 0. Sea o € (0,1). Pore
Lemas, 2 d), es rF(r?) < F(r) asint., asi que

F(r°) < F(r) < F(2r)  asint. (6

Aplicando G~*, tomando logaritmos, dividiendo por logr y tomando limites supe

riores, resulta opy(f) < pg(f') < po(f) para cada o € (0,1), asi que py(f') = po(f)
Si tomamos también limites inferiores y tenemos en cuenta que g, f/, y ¢’ son tambié
trascendentes, observamos que las cuatro expresiones

logG~1(r)  logG~Yr)  logG~Yr) log G~1(r)
ogFi(r) ' logP-i(r)’ logh-i(r) =~  logh-i(r)

tienen todas el mismo limite inferior y el mismo limite superior, as{ como sus res
pectivas expresiones rec{procas.
Hemos usado aqui desigualdades andlogas a (6) para G y G, siendo

G(r) = max{|g'(z)| : |z] = r}.

Es suficiente ahora aplicar el Teorema 1 a). O
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5. Orden relativo y partes real e imaginaria

El orden de f relativo a g queda completamente determinado por las partes real e
maginaria de f y de g, separadamente. Tal es el contenido del préximo teorema.
Tecrema 5
Sean f y g funciones enteras no constantes. Denotemos
A(r) = max{Rf(2) : |z| = r}, B(r) = max{Sf(z) : |z| = r},
C(r) = max{Rg(z) : |z| = r} y  D(r) = max{Sg(z) : |z| = r}.

Entonces
po(f) =inf{p > 0: M(r) < N(r*) asint.}

log N~ (M(r))

= hf.IL solip Tog ™ )
-1
= lim sup log V()

rco log M—1(r)’
londe M es cualquiera de las funciones A, B o F y N es cualquiera de las funciones
2, Dod. :

Demostracion. Se sabe que 4, B, C'y D son continuas y estrictamente crecientes
1acia infinito, luego tienen sentido A=, B~Y, C~' y D~1. Sélo probaremos la
rimera igualdad en (7). Las otras dos se deducen sin dificultad. Del Lema 5 se
»btiene la existencia de una constante o > 0 con

M(r)< F(r)< M(ar)  asint.

N(r) < G(r) < N(ar) asing.
Jamemos p = py(f) y
B =inf{u>0:M(r) < N(r*) asint.}.
>robemos en primer lugar que 8 < p. Si p = oo, es trivial. Si p es finito, sean A, p
on p < A< p < oo. Entonces F(r) < G(r*) asint. y

M(r) < F(r) < G(r*) < N(e**) < N(r*)  asint.,

uego u > (3 para todo g > p, asi que 8 < p. Por dltimo, probemos que § > p.
i p =20, es trivial. Si p > 0,sean A, s con 0 < p < A < p. Entonces existe una
ucesién {r,} / oo tal que F(r) > G(r)}) para cada n. Por tanto

M(ary) > G (r3) > G((ars)*) > N((ar,)*)

»ara cada n suficientemente grande, asf quef > u para cada p < p, luego 8 > p. O
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6. Orden relativo y caracteristica de Nevanlinna

Se sabe que si p es el orden cldsico de una funcién entera no constante f, entonces

T
p = lim sup BLAT)
rooco  lOgT

Habida cuenta de que Teyp(r) = r/7 para todo r > 0 [4, vol. II, p. 431], el siguients
teorema generaliza el resultado anterior.

Teorema 8

Sean f y g funciones enteras no constantes. Entonces

pg(f) = inf{p > 0: Ty(r) < Ty(r*) asint. }
log Ty (T4(r))

=1k
i‘fﬂip logr
log T !
= lim sup ogT; ()

r—00 ].Ong_l(T) ’

Demostracién. Probaremos sélo la primera igualdad. Las otras dos expresiones de
orden son inmediatas. Denotemos p = pg(f) ¥

a =inf{y > 0:T(r) < Ty(r*) asint.}.

Probemos que a < p. Si p = oo, es trivial. Si p es finito, sean v, §, A, p co
p<y<b6<A<pu<oco. Esobvio que

TH — A

s asint.
r r

i
s <
Por el Lema 2 b), ¢) aplicado a g, resulia
G ()" < KG(r*) < G(r)  asint,,
de donde

ré — M) log G (r .
( (1‘”)+ =y () < Ty(r*) asint.,

log G(r") < % log G (r*) <

donde se ha usado el Lema 6. Pero

T(r) < log F(r) < log G(r") asint.,
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luego Ts(r) < Ty (r“) asint. para cada pu > p, asi que a < p. Probemos ahora que
o > p. Sip=0,es trivial. Sip>0,sean vy, A, pcon 0 < g < A <7 < p. Existe
una sucesién {rn} /* oo tal que F(r,).> G(r}) para cada n. Fijemos c € (A7, 1)y

1+e¢

d .
> 1—c¢

Utilizando de nuevo los Lemas 2 b), ¢) y 6, resulta

(drp — 1) log F(ry)

Tf (dTn) > (d’l‘n n Tn)
- %1—3 log F(rx)

> log (G(r7) c)

> log (G—(g{c—))

> log G (7))
> log G ((drn)“)

>

> T, ((drn)u)

para n suficientemente grande. Por tanto o > p para cada p < p, asi que a > p. O

7. Orden relativo y coeficientes de Taylor

Si 35 an2™ es el desarrollo de Taylor de una funcién entera f, se sabe que su orden
clésico viene dado por

1
p = lim sup nogn [1, p. 74-76].

n—oo 10g(1/ax])

En este ltimo pardgrafo proporcionaremos un resultado parcial para nuestro orden
relativo.

Teorema 7

Sean

=Y an2® y  g(z)=) baz"
0 0
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dos funciones enteras que cumplen la propiedad (A), y seany < mng < ::- < ny < -+
la sucesion constituida por el conjunto

§={me{0,1,2,...}:lam| < 1,|bm| < 1,]@m| + |bm| > 0}.
Denotemos, para cada k € {1,2,3,...},

log |b,, .
135?;:"! sl an, # 0 # bn,

p(k)=140 siap, =0
00 si bn, = 0.

Si existe o = limg— 00 ¢(k) ¥ @ € (0,00), entonces

py(f) =a.

Demostracién. Notemos que

lim a, =0= lim b,

n—+Cco n—o00

por ser f y g enteras, as{ que existe no con Jan| <1, |ba|l < 1si n > ng. Ya que
f y g son trascendentes, resulta que $ no es vacio y estd constituido por aquellos
m > ng con am # 0 0 by # 0. De la hipétesis podemos suponer que 0 < p(k) < oc
para todo k, luego 0 < |an,| <1y 0 < |bn, | < 1 para todo k. Tenemos que

= Fwm v o= Sob
0 0

LLamemos 3 = 1/a. Entonces 8 € (0,00) y

o log(1/lan))
B = i 1og(1/ 1w, )

Fijado un v € (0, 3), existe un entero positivo k; tal que

lOg(1/|ank |) > 'Ylog(l/'bnk |)
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para k > k;. Por tanto, si |z| = es

o0
|f(2)] < Ar™ + Z [bp | V™" asint.
k=1+k1

para cierta constante A > 0. Si 6 € (0,7), entonces

|bnk| (rl/‘s)nk <G (7‘1/6>

por las desigualdades de Cauchy. Ademas

6
Ar™h < (7 (r1/6> asint.

Sio > 1y B eslasuma de serie convergente

i 6
> 1o,
k=1

entonces

|f()l <14+ B)G (rl,/'s)a <G (7‘”/5) asint.

por los Lemas 1 y 2 c), luego F(r) < G(T”/5) asint. para cada ¢ > 1 y cada
§ €(0,1/a), asi que py(f) < p para todo p > a. En consecuencia py(f) < a.
Hemos deducido que

li 7 \/
e log F-1(r) —

si g cumple (A). Anédlogamente, deduciriamos que

. log F~1(r) .
T oG 1() < T e o)

si f cumple (A). Pero entonces

.. dogGTHr) _ 1
= NS =
R g () 7 B

Q.

Por tanto, pg(f) = e si f y g cumplen (A). O
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