SOBRE LAS MEDIDAS INVARIANTES EN UN GRUPO
TOPOLOGICO (¥)

por

BA1LTASAR R.-SALINAS

Después de definir la medida de HAAR para un grupo topoldgico
cualquiera, vamos a caracterizar los grupos topolégicos que poseen
una medida de HAAR, probando que, cuando existe tal medida, ella
queda univocamente determinada salvo un factor constante. También
probamos que toda medida de HaAR sobre un grupo topoldgico deter-
mina univocamente la topologia de éste. En general, los resultados
que obtenemos aqui completan los obtenidos por A. WEIL en el Apén-
dice I «La réciproque du théoreme de Haar» de [3].

Comenzaremos exponiendo algunos conceptos necesarios para la
lectura de este trabajo.

Una medida extevior topoldgica sobre un espacio regular E es una
medida exterior u* sobre E que verifica:

(MT I) u* es una medida exterior de BOREL, esto es, los conjuntos
de BOREL de E son u*-medibles.

(MT II) w* es localmente finita, es decir, para todo x e E existe
un entorno V de x tal que p*(V) < oo.

(MT III) Todo abierto de medida finita es u*-compacto. Un conjunto
A (c E) se dice pu*-compacto si para cada cubrimiento abierto O, de
A y para todo & > 0 existe un ndmero finito de O; € 9, que satisfacen

pr(4—-U0) < e

1

(*) Este trabajo ha sido realizado con una ayuda de la Junta para el Fo-
mento de la Investigacién en la Universidad.
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(MT IV) Si O es un abierto de medida infinita, para todo entero
n existe un abierto O, € O tal que n < u* (0,) < .

(MT V) Sz u* (X) < oo existe un abierto O 3 X de medida finita
vy un conjunto de BoREL B 2 X tal que p* (B) = p* (X) (V).

Una medida topolégica u es la restriccién de una medida exterior
topolégica u* sobre la clase de los conjuntos p*-medibles.

La medida exterior definida usualmente a partir de una medida
de RADON en un espacio localmente compacto (?) es un ejemplo de
medida exterior topoldgica. Igualmente, si y,* es una medida exte-
rior topolégica sobre un espacio regular E, y E c E,, la funcién
real de conjunto u* definida sobre P (E) poniendo

(1.1) p* (0) = sup {ue* (0')] 0 2 0" €9, pg*(0') < oo}

para cada O € O, siendo O la clase de los abiertos en E, y

(1.2) p* (4) = inf {p* (0)|4 c 0O}

para cada 4 € E es una medida exterior topolégica sobre E (3).

En particular, si gy* es la medida exterior de HAAR (a izquierda)
sobre un grupo G, localmente compacto y G es un subgrupo de G,,
la funcién real de conjunto u* definida sobre P (E) por (1.1) y (1.2),
con E = G es una medida exterior topoldgica sobre G invariante a
izquierda.

Como sobre un grupo localmente compacto son idénticos los con-
ceptos de medida de Haar y de medida topolégica, no nula e inva-
riante a izquierda, podemos dar la siguiente definicién general de
medida de HAAR:

(1) Esta condicién se puede sustituir de manera equivalente por

u* (4) =inf {u (0) |4 c 0 € O}
para todo 4 c E, donde © es la clase de los abiertos de E.

(2) Un espacio localmente compacto es un espacio topolégico E tal que
cada punto » € E posee un entorno compacto. Algunos autores exigen, ademds,
que E sea un espacio de HAUSDORFF.

(3) Evidentemente, p* (O) = uo* (O) para todo O € © de medida exterior
1o* (0) <oo. Si E es unién contable de conjuntos de medida exterior finita
se puede probar que u* (4) = u,* (4) para todo 4 C E y, por tanto, u* es la
restriccién sobre E (o sobre P (E)) de la medida exterior uy*.
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DEFINICION. — Sobre un grupo topolégico cualquiera, se llama
medida (resp. medida exterior) de HAAR a toda medida (resp. medida
exterior) topoldgica, no nula e invariante a izquierda.

TrEOREMA 1. — Un grupo topoldgico G posee una medida de HAAR
u sty sélo st es un subgrupo denso de un grupo localmente compacto G,
tal que, st uy* es una medida exterior de HAAR sobre G, existe un abierto
O en G que verifica

(2) 0 < po* (0) < oo.

DEMOSTRACION. — Desde luego, la condicién requerida es sufi-
ciente para que exista una medida de HAAR sobre G puesto que en-
tonces la funcién real de conjunto u* definida sobre P (G) por (1.1) y
(1.2) es, evidentemente, una medida exterior topolégica sobre G,
invariante a izquierda y no nula por ser u* (0) = u,* (0) > 0.

Para demostrar que dicha condicién es también necesaria bastara
probar las cuatro proposiciones siguientes:

ProPOSICION 1. — St G es un grupo topoldgico que posee una
medida de HAAR u, emntonces todo abierto O, no vacio, es de medida
u (0) > 0.

DEMOSTRACION. — Siendo u (G) >0 de (MT IV) se deduce que
existe un abierto O, tal que 0 < u(0y) < . Entonces, como O,
es u*-compacto segun (MT III) y, para todo abierto O, no vacio,
{%0 |x € G} es un cubrimiento abierto de O,, se deduce que para
cada &> 0 se puede encontrar un ndmero finito de abiertos
0, =12x;0 (1 <7 <n) de modo que

y, por tanto,

<3 0)+e

=nu (0) + &,
de donde tomando e < u (Og) resulta u (0) > 0.
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PROPOSICION 2. — St G es un grupo topolégico que posee una me-
dida de HAAR p, existe un entorno U de la unidad e acotado en el sen-
tido de que, para todo entorno V de e, hay un nimero finito de x; € U

n

(1<i<mn) tales que Uc Ux, V.
1

DEMOSTRACION. — Segtin (MT II) existe un entorno U, de ¢ de
medida exterior u* (Uy) < . Sea U un entorno de e tal que
U2 =UU c U, y V un entorno cualquiera de e. Entonces vamos a
probar que hay un ndmero finito de x; ¢ U (1 <7 < #) tales que

n
U c U x; V. En efecto, como existe un entorno abierto W de e tal
1

que WWlecUnV,sixyW, %, W, ..., 5, W(x; € U) son disjuntos,
siendo x; W € U2 c U,, resulta

4 4
wt (Uo) = p(Un W) =Xp@W) = pu W)

1 1

ﬁ_#(W) (v (W) > 0)

Por lo tanto, el méximo #n de x; € U tales que x, W, x, W, ..., x, W
son disjuntos es finito. De esto se deduce que para cada x ¢ U existe
uno de dichos x; (1 <7< mn) tal que s Wnx, W#¢ y xex, WW™1

c «x; V. Por consiguiente, U c¢ U x; V (4).
1

Como la existencia de un entorno de ¢ acotado es condicién nece-
saria y suficiente para que G sea un subgrupo denso de un grupo
localmente compacto, de la proposicién 2 resulta:

PROPOSICION 3. — Si G es um grupo topologico que posee una
medida de HAAR, enfonces G es un subgrupo demso de un grupo G,

localmente compacto.

PROPOSICION 4. — Si G es un grupo topoldgico que posee una me-
dida de HAAR u (0 una medida exterior de HAAR u*) y si G es el grupo

(4) Véase WEIL [3], pag. 143.



Sobre las medidas invariantes en un grupo topolégico 211

localmente compacto a que hace referencia la proposicion 3, resulta que
la funcion veal de comjunto uy* definida por

3) o (A) = inf {4 (0 n G) |4 € 0e Oy}

para cada A c G, siendo O la clase de los abiertos en G, es una me-
dida exterior de HAAR que prolonga a p*.

DEMOSTRACION 1. — Desde luego u,* es una medida exterior
sobre G, segin es facil comprobar. Entonces, para demostrar que u,*
es una medida exterior topolégica bastard probar que cumple las
condiciones:

(MT I) wuo* es una medida exterior de BOREL. En efecto, sea B
un conjunto de BOREL en G, Entonces, como cualquiera que sea el
conjunto X, para cada ¢ > 0 existe un abierto O ¢ O, que contiene
a X y verifica u (0 n G) < po* (X) + ¢ vy, evidentemente, B n G es
u*-medible, resulta:

po* (X)+e=u(©@nG) =uOnBnG) +pul0—B)nG]
= po* (X N B) + po* (X — B)
para cada ¢ > 0, de donde se deduce que B es u,*-medible.

(MT II) uo* es localmente finita. Como, evidentemente, hay
un entorno abierto U = O0nGen G (0 € Oy) de e de medida u (U) <
y {x0 | x € G} es un cubrimiento abierto (en G,) de G, por ser G denso
en Gy, se deduce que todo y € G, posee un entorno x0 (¥ € G) de medida
o (¥0) = u(x0 N G) = u(0 N G) < .

(MT III) Todo abierto O(e ©,) de medida u,(O) finita es puy*-com-
pacto. En efecto, si 9’ es un cubrimiento abierto (en Gy) de O y U es
la clase de los abiertos U (€ 9,) cuya clausura U (en G ) estd contenida
en un abierto 0’ € &'y, resulta que U es un cubrimiento abierto de O.
Entonces, como u(0 N G) = uy(0) < oo, para cada ¢ >0 existe
un ndmero finito de U; e U (1 <7 <) y de 0; € 9, con U, c O;
tales que

m(0—U0) <p(0-UT)=ul(0—

-C 2

(7;') n G]

14 — Collectanca Mathematica
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(MT IV) SiO esun abierto en G, de medida py(0) = oo, para
todo entero # existe un abierto O, € O tal que 7 << yy(0,) < .
En efecto, como entonces O N G es un abierto en G de medida
4 (0 n G) = o existe un abierto U, = 0, n G en G (0',,¢ 9,) conte-
nido en O n G tal que n < (0, N G) < oo. De esto se deduce
que el abierto O, = 0,’ n O satisface las condiciones requeridas
puesto que 0, c O y

1o (0,) = p (0,0 G) =p (0, n G).

(MT V) Si pe* (X) < oo existe un abierto O 2 X (Oe9,) de
medida u, (0) << oo y un conjunto de BoreL, B o X tal que yu,(B) =
1o (X). Basta tener en cuenta que

to* (X) =1inf {py (0) | X € 0€e Oy}
segtin se deduce de (3).

Una vez que hemos demostrado que p,* es una medida exterior
topoldgica pasamos a probar que es también invariante a izquierda.
En efecto, si ¥ € G resulta inmediatamente que

po* (xA) =inf {u (x0 N G) | A € 0 Oy}
—inf (4 (0N G)|4 c 0eO}
= po* (4)

para todo conjunto A c G, Sea x un elemento cualquiera de G,,.
Entonces, como G es denso en G,, existe una sucesién generalizada
(%;); de puntos x; € G convergente a x y, por tanto, para toda funcién
f = 0 continua sobre G, y con soporte compacto se verifica

o (21) = | (671 3 i () = T [ 16571 ) g ()

= tim [ () dit (:3) = [ £(5) di 9) = o ().

Por tanto, como entonces

%

[Vwﬂwwuw=[ﬂwwuw
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para toda funcién real f> 0 (°), en particular, para la funcién ca-
racteristica ¢4 de A resulta

u*o (x4) = J*fm (™' y) dug ()

r¥%

- J @a (¥) dpo () = po* (4) .
Finalmente, de (MT V), (!) y (3) se deduce que py* es una pro-

longacién de u* y, en particular, que uy* # 0.
g ! p que ug

DEMOSTRACION 2. — Sea Cg, el espacio lineal de las funciones
continuas sobre G, con soporte compacto. Entonces

to: f ffcfdﬂ

es un funcional lineal no negativo sobre C,, (°) y, por consiguiente,
define una medida exterior topoldgica u,* > 0. De esto se deduce, si
denotamos por gy la funcién caracteristica de X € G,, que

’

ﬂo(0)=sup{ Gfdm%n@fccoo}

para todo O ¢ 9,.

Como por otra parte, si C.l es el espacio lineal de las funciones
uniformemente continuas f > 0 sobre G con soporte acotado se puede
probar que

sup { fA fd,u|¢’0 ne Zf 5C00
G

(3) SiC ‘;) cs la clase de las funciones f = 0 continuas sobre G, con soporte
compacto y si I '; es la clase de las funciones f = 0 semicontinuas inferiormente
sobre G,, se tiene

p(f)=supiulp) IfZpecCl}
para toda fel[y

pr(f) =inf {u (@)l f<gel]}
para toda funcién f> 0 definida sobre G,.

(6) La restriccién f|G de toda funcién f € Cy, es uniformemente continua
y por lo tanto, p-medible.
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==WP{Jﬁw!%naZfeCf}
G

=wu (0 n G)(),
resulta
#o (0) = p(0 n G)

para todo O €9, y, por tanto,
po* (A) =1inf {u (O N G)|A cOey}.

Entonces la funcién real de conjunto u,* definida por (3) es una
medida exterior topolégica. Para probar que es una medida de Haar
basta proceder de igual modo que antes.

OBSERVACION 1. — Si G es unién contable de conjuntos de medida
exterior finita se puede sustituir la condicién (2) por

2 p* (G) > 0.
Del teorema 1 o de la proposicién 3 resulta:

CoroLARIO 1. — St G es un grupo topolgico que posee una medida
de HAAR, entonces G es localmente precompacto.

OBSERVACION 2. — Un grupo topoldgico G, como el grupo adi-
tivo de los ntimeros racionales, puede ser localmente precompacto
y, sin embargo, no poseer ninguna medida de HAAR.

Como consecuencia de la proposicién 4 resulta:

CoROLARIO 2. — Si G es un grupo topologico y G es un subgrupo
denso de G, que posee una medida de HAAR u, entonces la funcion real
de conjunto po* definida por (3) es una medida exterior de HAAR sobre
G, que prolonga a u*.

TEOREMA 2. — Sobre un grupo topoligico existe a lo mds (salvo
un factor constante) una medida de HAAR.

(7) ZEstaigualdad se deduce del teorema 18 de la tesis doctoral de J. GARAY
DE PABLO [1] teniendo en cuenta que ¢, = sup{f|@,>f ¢ Ci’}, es decir, que
G es completamente regular respecto de C} segiin la terminologia adoptada
alli.
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DEMOSTRACION. — Si y, v up son dos medidas de HaAr sobre
el grupo topoldgico G se puede completar G, segin la proposicién 3,
en un grupo localmente compacto G,. Sea u*;, la medida exterior de
HAAR sobre G definida por (3) a partir de g; (¢ = 1,2). Entonces, por
el teorema de unicidad de la medida de HAAR sobre un grupo local-
mente compacto, se deduce que existe una constante ¢ > 0 tal que
u*0 = cuy* v, por consiguiente, up* = cu* por ser p;* la restriccién
sobre G (o P (G)) de la medida exterior p;y*.

Del corolario 2 y del teorema 2 resulta:

COROLARIO 3. — Sea G, un grupo topoldgico con una medida ex-
terior de HAAR u*y vy G un subgrupo denso de G,. Entonces, si existe
un abierto O en G tal que

(2 0 < pe* (0) < oo,

la restriccion sobre G (o P (G)) de la medida exterior u*, es una medida
exterior de HAAR sobre G.

De la proposicién 4 y de una bien conocida propiedad de la me-
dida de HAAR sobre los grupos localmente compactos se obtiene:

TEOREMA 3. — Si u* es una medida exterior de HAAR sobre un
grupo topolégico G, entonces existe una funcion continua A sobve G tal
que

) p* (Ax) = p* (4) 4 (%)
para todo 4 € Gy x ¢G.
TEOREMA 4. — Si G es un grupo topoldgico que posee una medida

de HAAR p y st Go v g tienen el mismo significado que en el teovema 1,
resulta

(5) Jf W) du () = [ %) do (1

G JG

para toda funcién real f > 0 definida sobre G,

DrMOSTRACION. — En primer lugar,

3

‘J:fdﬂo=J*fduo+J

4,

o

*
fap,

J A
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sid = 4,04y y pg* (A) = o* (4) + po* (42) < ooy f es una fun-
cién real definida sobre G, En efecto, si E;y E, son dos conjuntos
o*-medibles tales que

E; 2 A;, p,* (EL) = po* (44), mo* (El U Ep) =pue*(4) =1, 2)

y si g es una funcién u,*-medible tal que g > fo, v

ES
[g dug = { fdug,

J A

resulta

s
( fdpy = (gdﬂo
Ja

J EJUE;

= | gdu,+ Jgduo— (gdﬂo

El E; J EinE2

= f* fapy + J* fapo  (uo (Er n Ey) = 0).

Jay

De esto se deduce, siendo p* (4) = po*(4) para todo 4cG,
que

Lfd/t = J: fapo

para cada A c G, p*-medible de medida u(4d) < o y para toda
funcién real f> 0, definida sobre G,, cuya restriccién sobre G sea
una funcién simple respecto de u. Entonces, por la monotonia de

las integrales superiores [ gapy ( g dug, se deduce que dicha igual-
1

Ja :
dad vale también para cada funcién f >0, definida sobre G, cuya

%
restriccién sobre G sea u*-medible. En estas condiciones, si J fdu o
G

*
J fdu, es finita y si
G

4, — {x Clf) = } Y fo = f @

M~
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resulta que A, es un conjunto u*-medible de medida u (4,) =
uo* (4,) < o y, por tanto,

L fodp = J fdu

A n

% %
= ( fdpg :J _fnd/"Ow

J 4, G

de donde haciendo # — oo se obtiene

r

(%
fdu = J fdu,.
; J G

JG

*k
Es obvio que esta igualdad vale también si [ fduy [ fdp, son infi-
J G JG
nitas. '
Sea I, el conjunto de las funciones g > 0 definidas sobre G, que
son semicontinuas inferiormente y, andlogamente, I™ el conjunto
de las funciones g > 0 definidas sobre G, cuyas restricciones sobre G

son semicontinuas inferiormente. Entonces, como

fd‘uoziuf{Jgdluolfq/Gggclé'}

JG

Zinf{ (‘.gdﬂo’ffﬁaﬁgcl"‘} (IgcI)
J G

*
= [ fdu,

J G

*
[ fdy:inf{( gadu!foe<g GI"L}
JG

J G

— inf{ [ gduy i fre < g e[‘*’}

JG

segin la igualdad probada anteriormente, resulta (5).
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PROPOSICION 5. — Si G es un grupo topoligico que posee una medida
de HAAR, entonces en el espacio L, (u) (1 < p < oo) hay un conjunto

denso formado por fumciones uniformemente continuas sobre G con
soporte acotado.

DEMOSTRACION. — Evidentemente, para demostrar la proposi-
cién en el caso p = 1, bastard probar que para cada ¢ > 0 y toda
funcién f > 0, integrable sobre G, existe una funcién g uniformemente
continua sobre G con soporte acotado tal que

Jlg—fldu<8-

Sean G, y u, €l grupo localmente compacto y la medida conside-
rados anteriormente. Sea 0 < f e L(u) v f, la funcién definida por

folx) = {f(x) para x e G
0 0 para x € G, — G.

Entonces para cada &> 0 hay una funcién /1, > f, semicontinua

inferiormente sobre G, y una funcién g, <#%, continua sobre G, y
con soporte compacto tales que

Jhod/‘o <J Jodpo + “;‘

>
Jgodluo > Jhodﬂo T

Luego, si & y g son, respectivamente, las restricciones sobre G de
hg v g, resulta, segun (5), que

y

[ (h—g)du < {(k.} — g0 duy <= (e <

v
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y, por tanto,

[ g —[ldu <,
e

donde g como restriccién sobre G de g, es una funcién uniformemente
continua con soporte A acotado ().

Finalmente, para demostrar la proposicién con toda generalidad,
bastard probar que para cada ¢ > 0 y toda funcién f integrable sobre
G y acotada: |f| <M, existe una funcién g uniformemente continua
sobre G con soporte acotado tal que |lg — f||, < &. En efecto, como
en estas condiciones hay, segin acabamos de ver, una funcién uni-
formemente continua / con soporte acotado y tal que

b
h—fldp <-——v,
[t <ty
si g es la funcién definida por
M cuando 4 (x) > M,

g(®) = { h(x) cuando |/ (x) | < M,
— M cuando A(x) < — M,

se deduce que g es una funcién uniformemente continua sobre G con
soporte acotado que verifica

te=s b= [le—srrau]s < Jemr [1n—siau]s <e.

ProPOSICION 6. — St G es un grupo topoligico que posee una
medida de HAAR pu, 'entonces para cada ¢ > 0 y toda funcion f €
L, (u) (1 <p < oo) el conjunto

(5) l'/17/)(,]“1 8): {X: :le_f‘:/?<6}
es un entorno del elemento unidad e de G.

DEMOSTRACION. — Segtin la proposicién 5 si fe L, (u) existe una
funcién uniformemente continua g sobre G con soporte acotado A

(3) Es obvio que entonces hay un entorno W (en G) del elemento unidad e
tal que W4 es acotado y, por tanto, de medida exterior u*(W4) finita.
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que verifica ||g — f|l, < ¢/3. Entonces, como hay un entorno W
de e tal que WA es acotado y

3 (;VA ‘>”1,—p (u* (WA) < oo)

l2g(v) —g (] <
para todo x e W e v ¢ G, resulta

1
:1xg—gs=p=[(|xg_g|pdﬂ];<§,

para todo x ¢ W. Por tanto, como
W e W,(g €/3) c W,(f, ¢,
se deduce que W, (f, ¢) es un entorno de e.

TEOREMA 5. — Si G es un grupo topoldgico que posee una medida
de HAAR pu, entonces las dos clases siguientes (V) y (V3) de conjuntos
forman un sistema fundamental de entornos del elemento unidad ¢ de G:

(V1) Wy (f, &) para cada ¢ > 0y toda funcion f € L, (u) (1 < p < o).
(V2) AA 1 para todo conjunto A u-medible de medida 0 < u (4) < oo.

DEMOSTRACION. — Como los conjuntos UU ™1, donde U es un
entorno abierto de ¢ de medida finita, forman un sistema fundamental
de entornos de ¢ tales que 0 << u (U) < oo, bastard probar, segtn la
proposicién 6, que

W,(pa, €) € AAL

para cada & < [2u (4)]"?, siendo ¢, la funcién caracteristica de A.
En efecto, six € W, (@4, &) y & < 2u (4), resulta

ek > J txgs —gaiPdp=p (x4 —A4)+ p (4 — x4)

=2[pu(d) —pu@xd n A)]
> e — 2u(x4A n 4)

y, por tanto, u(xA N A) >0y x e AA"L
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En particular, del teorema 5 se obtiene:

TEOREMA 6. — Toda medida de HAAR u sobre un grupo topoligico
G determina univocamente la topologia de G.

OBSERVACION 3. — El grupo aditivo G de los ndmeros reales
posee dos topologias que le convierten en dos grupos localmente com-
pactos con dos medidas de Haar diferentes. En efecto, una de ellas
puede ser, evidentemente, la topologia usual y la otra la topologia
discreta. FEntonces las dos medidas de Haar correspondientes son
la medida de LEBESGUEL y la que asigna a cada conjunto el ndmero,
finito o infinito, de puntos que contiene.

CorOLARIO 4. — Si G es un grupo topoldgico que posee una medida
de HAAR u, enfonces todo subgrupo G de G, que contiene un conjumto
medible A tal que 0 << po (A) << oo es abierto y, por tanto, cerrado.

DErINICION. — Una medida de WEIL sobre un grupo G es una me-
dida m = 0, invariante a izquierda, definida sobre una tribu (o un
o-anillo de conjuntos) M que satisface:

(W,) Todo conjunto 4 ¢ M es unién contable de conjuntos
A, e M de medida m (4,) < .

(W, Si M, es la familia de los conjuntos A ¢ M que verifican
0<m(A4d) <o, para cada feL,(m) (1 <p < oco), cualquiera que
sea ¢ > 0, todo conjunto E € M, contiene un conjunto 4 e¢ M,
tal que

(6) A4V Wy (f, &) = (x| ||5f —f I, < e).

TEOREMA 7. — Si G es un grupo con una medida de WEIL m, se
puede asociar a m una topologia sobre G, que llamaremos topologia de
WEIL, compatible con su estructura de grupo donde las dos clases si-

guientes (V1) v (Vo) de comjuntos forman un sistema fundamental de
entornos del elemento unidad:

(V1) Wy (f, &) para cada € > 0y toda funcion f e L, (m) (1 < p < <o).

(V4) AAL para todo A € M,.
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Sobre el grupo topolégico asi construido existe una medida de HAAR
u tal que

{

7

/
J

fdu = J fam.

para toda funcion f uniformemente continua con soporte acotado.

DEMOSTRACION. — Véase WEIL [3] pags. 141, 142 y 144 y téngase
en cuenta el corolario 3 y el teorema 4.

TEOREMA 8. — Sea m una medida definida sobre una tribu de partes
de un grupo G, no nula, invariante a izquierda y que verifigue (Wy) y

(W) La tribu My de partes de G X G sobre la cual se define la
medida my, = m X m es invariante por la transformacion (x, y) —
(y71lx, x) de G X G en si mismo (°).

Entonces m es una medida de WEIL.

DEMOSTRACION. — Véase WEIL [3] pags. 141 y 142.

TEOREMA 9. — Sea m una medida de WEIL sobre un grupo topo-
logico G tal que 1) la topologia de G es mds fina que la topologia de WEIL
asoctada a m, 2) todo entorno (en G) de la unidad e de G contiene un
conjunto medible A de medida finita m(A) > 0. Entonces la topologia
de WEIL asociada a m coincide con la topologia dada de G.

DEMOSTRACION. — Bastard demostrar que todo entorno V (en G)
de ¢ contiene un entorno AA~! del sistema fundamental (V;) de la
topologia de WEIL. En efecto, como para todo entorno V (en G) de ¢
se puede hallar un entorno U de ¢ de modo que UU"1c V y un con-
junto medible 4 de medida finita m (4) > 0 tal que 4 c U, resulta
Vo AAL

OBSERVACION 4. — Si m es una medida de WEIL sobre un grupo
topolégico G que satisface la propiedad de la proposicién 5 para
u = m, entonces vale la correspondiente proposicién 6 para u = m
y, por tanto, la topologia de G es mds fina que la topologia de WEIL
asociada a m.

(®) Si Ay BeM, entonces 4 X B e M,y mz2 (A X B) = m(A)m(B).
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