RESTRICCION A UN ABIERTO DE LA IMAGEN RECIPROCA
DE UN PREHAZ
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En (1) se daba un procedimiento de construccién del haz asociado
a un prehaz para el caso de categorias abelianas; en (3) hemos exten-
dido los resultados a la categoria de los conjuntos. El haz asociado,
asi construido, presenta la particularidad de que se conserva, como haz
asociado, al restringir a cualquier abierto.

El objeto de esta nota es el precisar que esta propledad es general
y puede extenderse a las imédgenes reciprocas.

* k%

En todas las definiciones y notaciones seguiremos a (2). Sean X, Y
espacios topoldgicos, p: X — Y, una aplicacién continua, ¥V un
abierto de Y, 7: V — Y, la inclusién natural, ' : =1V -V, la res-
triccién de p a ' V y a V. Todos los haces y prehaces tomardn sus
valores en una categoria fija C.

Si G es un prehaz definido sobre Y, »*G un haz definido sobre X,
o un morfismo de G en y, p* @, el haz, v, (p* G|y ! V) es natu-
ralmente isomorfo a (y. »* G) |V, puesto que si, U, U'cV, UoU’,
tenemos que, "

PGl VYU = (p¥*Glyp~ ' V)p ' U =9*G(p~' U)

(W v* Q)| VIU = (e 9* G) U = p* G (71 U)

o U . - p 1 U pt U
’ * 1y — (¥ 1y — ¥
v (WGl y )QU, (v*Gly )@w_lU, p Qew_lU,

U, U,
[(w*w*Q)IVJQU = (p«v*Glo = w*ng
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Sea gy la restriccién de o a G|V v a (ys v* G) | V; oy es, por lo
tanto, un morfismo de G |V en 9’y (p* G | p~1 V).
Sea H un prehaz definido sobre V; 7, H es un prehaz definido sobre
Y, de modo que, 7, H|V = H, puesto que, para U, UcV,UcV,
U'cU,
(s HIV) U=* HU=HUnV)=HU
. v . U UnvV U
s HIV)o =i, H =H =H
(ts HI )OU, «He o, L e
Ademis, si H es un haz, 7, H es un haz definido sobre Y.

Proposicion 1

Con las notaciones anteriores, la condicién necesaria y suficiente
para que {o, * G} sea la imagen reciproca de G en la aplicacién y,
es que, {p, »* G|y 1V} sea la imagen reciproca de G| V en la apli-
cacién y’, para cualquier abierto, V, de Y.

En efecto:

La condicién es suficiente, pues basta tomar, V = X.

Veamos que la condicién es necesaria. Sea {p, »* G} la imagen
reciproca de G en la aplicacién p y V un abierto de Y'; sea F un haz
definido sobre =1V, y para w € Hom (G |V, ', F) definamos

BU:w(UnV)gggnV:gU—>g(UnV)=(g[V)(UnV)—>

> FUNV)=1i 9 FU
Si U o U’, la conmutatividad de los diagramas parciales que inter-
vienen en el diagrama

oU S VFAV) =iy, FU

GU

GLAV)=(GiV)(Unl)

, L UnV |, 144
v T i y'x Fo

. UnV . Unv -
nv UV v’

Go ‘L Gegy |Gy,

G AYV)=(G'V)(U'nV)

o (U'nv)

ol’ ,
7 W*T(U'nV)=i*w'*TU'
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implica que,

U _ : U U
® Ly F U=i.y'sF UnV)Ge =
¥ Fe 0 L ¥ QU,w( )QOU

nv
UnV . U 04 U
=o' nV)Ge —0(U'nV 0
oV Ge [N Ge L =eUaV)Ge, | Gel,

por lo que, w: U —»w U, es un elemento de Hom (y4 G, 14 "5 F), tal

que, o |V = w, puesto que para UcV, o U =0 U Gp g =owU.

Si i 71V — X, es la inclusién natural, se tiene que, 7 p' = 7',
por lo que, 7, 9 F = (C9) F= (91) F =94ty F, lo que im-
plica que w puede expresarse en la forma, w = p* o' + p, 0'¢
Hom (y* G, i5 ' F).

Veamos que, y, o' |V =9’y (o' |p 1 V):

Yy o' | VeHom [(py v* G) |V, 159"y F| V] =Hom [y (p* G|p1 V),
YeFlyparaUcV

(ps 0 | V) U=y’ U=0"ypt U
¥ (@ 9 V)]U= (0" |97t V) pT U =0"p7' U.
De aqui se deduce que,
Oo=0|V=(p0 | V) + (V) =vu( |p71V) = oy
con lo que finalmente hemos llegado a que, w = y', ®'’ * gy, en que,
" ¢ Hom [y (v* G |97 V), v's Fl.

Veamos la unicidad de esta descomposicién. Supongamos ahora
que, w, o € Hom (p* G|y 1V, F), ¢'s0 « gy = ¢’y 0"« gy. Defi-
namos,U)U=0)(Untp“1V)1p*ggU y*GU—-V,FU, en

UnyptV
que, ¢': 7tV — X, es la aplicacién natural.

Si U o U’, la conmutatividad de los diagramas parciales que
forman parte del diagrama
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VG wl FUay 'V) =i FU
. G i
" "Q('mp'r’ o(Uny 1)
WGyt )= (p*Gly tV) (Uny 1)
G
. R . R ) &
e L G Uny-tF Gl Uny 'V T Uy !V isFo
" (J(,L_’ VG (¥* Giy M(;"nw-l v T L
PG U Nyt V)= (p* Glp i) (L'nyp i T)
. U 7 -1
v Go o (U'ny' V)
Unptv
N - v
yEGr A FUNp V) =i, FU
implica que,
. U _ . U , U
Vi Fo oU=7,Fo  o(UnyptV)yp*Go =
U U Unyp=lV
UnylV , . U

:w(U%wF1WuﬁQQ(ﬂnw_rvw*geUnw_lV

!

— (U np V) w*geg, v

U _
# —o U v*( )
Y Q@U, wU'y QQU,

nytV

De donde se deduce que, w: U - w U, es un elemento de
Hom (yp* G, 7'x F).

De manera andloga se define, ' ¢ Hom (yp* G, 7', F) por,

.

o' U=o"(Unyp tV)yp*Go u . Se verifica que, w | p~1V =
Uny iV

=w, =0 |p 1V = o, puesto que, para Ucyp™1V, se tiene

EJ'U:(:)Uy)*jgg:wU,E'U-——w'Utp*g@g:w'U.

Veamos que, p.w°* o= yp*w’ « g.
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Teniendo en cuenta que, p~(UnV)=91(U)ny (V) v la
conmutatividad del diagrama

GU 0 U

- Yyt Gl
U

e U
QUn % Ps p° 90(/'DV

g

o(UnV,
Gwar) ——2010 o G wan

tenemos que,

(e o) U=9p,0U0oU=0(p"tU)oU =

—1 T
— w1 UNy V) yp*Go ¥ ¢
pytU Ny VeU=

U
= [p 7 {UNV)] pe v*Go oU =
Un

14
.U , U
w'*w(UnV)e(UnV)QeUnV=w*w(UnV)ev(UnV)QeUnV=
— .o (UnV)ey UnV)Go =
unv
- _ . ptU —
=o' (y7tUny fV) w*Qew_lUnw_1V9U=w (7t U)o U=

= nd (U)eU =o' U.

Y de ahi se deduce que, p*w-p = p* ' -p, y de acuerdo con las
propiedades de la imagen reciproca, w = o', y por lo tanto, » = @
| 9=V =0 |p IV = o', y con esto queda demostrada la propo-
sicién.

Sea ahora F un haz definido sobre X, V; un abierto de Y, ¥';:
p 1V, >V, la restriccién de pya p 1V, ya V. p . F| Vi = iy (F|
v~ 1 V,), puesto que para UoU’, U,U’'cV;, se tiene

(e P VIU =9, FU =F (p~1 V)

Vi Flot V) U= (Flp™V)(p7* U) =F (1 U)
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U U p 1 U

(e )1 Vile [, =vuFe , =Fe g
Wi (Fle1V)lo U _ (Fp~1V)) Q’Pﬂ U _ Fo p 1 U
1 Lr/ 1 ’!/)_1 U/ - 1/1_1 Dv,

Tomemos ahora,
6 ¢ Hom (p* G, F). (v*6-0) [Vi=9"u 0| p7* Vi) -0 V5,
puesto que, para UcV,, y 2 Ucyp 1 V,;, se tiene
[(vsd- @) | Vi]U = (px0-Q U=9"0UeU=0(p7"U)oU
(Wi Ol V) o VIU = [9'u (0 |97 V)] U U =

@l V(e U)eU=06(p1U)eU

Proposicién 2

Sea {V;};¢; una base de la topologia de Y. La condicién necesaria
y suficiente para que {p, p4. G} sea la imagen reciproca de G en
la aplicacién y es que para todo 7, {¢ V;, 9* G | » ! V;} sea la imagen
reciproca de G | V; en la aplicacién y’;.

En efecto:
La proposicién 1 demuestra la necesidad.

Supongamos que {gy;, v* G|y ! V,} es la imagen reciproca
de G| V;en la aplicacién ¢';, para 7el. Sea F un haz definido sobre
X, we Hom (G, y, F) y designemos, w; =w| V; e Hom (G|V,,
v« F|Vi). Como, v F|V;=19'y (Flyp™'V) op e Hom [G|V,
i (F| v 1 V,)]y por las propiedades de la imagen reciproca, existe
un o'y; € Hom (p* G|yt V;, Flyp ™t V), tal que, wp = ¢y
(0'vi) -0 Vs.

Teniendo en cuenta que {yp~! V;};¢; forman una base de la to-
pologia de X, y que p* G es un haz, bastard comprobar que si
VieV,nV;, k 1 4, € I se verifica que, o'y; |97 V, = w'y; |
p 1V, = o'V, para que quede demostrada la existencia de un mor-
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fismo, w'e Hom (y* G, F), tal que, o’ | 71V, = w'y;. Para demos-
trar lo anterior, observemos que,

oy, = oy | V= [@is (@) o] | Vi = (4 (w'w [~ V3 - o

y de las propiedades de la imagen reciproca se deduce la igualdad,
o'y, =0o;|p 1V, v de manera andloga se deduciria la igualdad
restante.

Si consideramos ahora que,
[9s (@) ]| Vi=9'ss (@ [ 971 V) s 0ri=9'ix (0%) " ovi=wri=o0| V.

De la commutatividad de los diagramas, para U > V;,

—> p.FU

e .
J ey Jw'fu :

G, > pF 1
se deduce que,
U u u
F . ') - U = . Vi 0 = V,' =
veFo |, vy (@) - o] [y (@) - €1 ViGe y, =oViGe
U

y como p, F es un haz y {V,;|V,c U} es un recubrimiento de
U, esto implica que, p, (o) + ¢ = w. Supongamos ahora que, o', »"€
Hom (yp* G, F) y que, o = 9’y (') 0 = 9’4 (0"') - o. De aqui se de-
duce que,

o|Vi=9i (@ |97 V) oy = ¢is (0" 97 Vi) on

lo que implica, por las propiedades de la imagen reciproca que,
o |py1V,=w"|p 1V, y teniendo en cuenta que, {p~1 V;}ies
es un recubrimiento de X y que y* G y F son haces, de aqui se
deduce, por un procedimiento anédlogo al anterior que, o' = .
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