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ABSTRACT.
The generalized Hilton-Hopf invariant
w( H M) [ Xy, Xa ] = [X1, Xe #X51

is a homomorphism of abelian groups, but it is not a homomorphism of groups.
However

w+gu,p)=w(fiu, w)+w(E; i, u)

holds if f (6r g) is a central map, i.e. (1 #f) C (u;)=0in [X;, X; #X; ] where
C (u,) is an obstruction for u; to be homotopy commutative. The homological
scctions of a co-H-groups are co-H-groups and the involved maps are primitive. 1f
X is finite and Ny.; (Hy (X); Y) is finitely generated for every n, then{X, Ylisa
finitely generated nilpotent group. All spaces are assumed to ha ve the homo-
topy type of CW-complexes with base-point.

Sca
eS2X > X, et,w]=w(t)

la aplicacidon evaluacion, un espacio X admite una comultiplicacion si y solo si €
admite una corretraccién

X ->80X, ey=1
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Por (1.1)de [3] existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de co-H-
estructuras sobre X y el conjunto de clases de homotopia de corretracciones para
€. La comultiplicacion asociada a una corretraccion v viene dada poru=(eve)oy
donde ¢ es la comultiplicacion suspension sobre S £ X. Ademds u induce estruc-
tura de co-H-grupo en X si y solo si v es (u, 0)-primitiva, es decir, (y vy) u=0 7y
En tal cason= € vy es una inversa homotdpica parau, donde v [t, w] =[] — t, w]
es la inversa homotdpica para . Se observa que si X admite una comultiplicacion
u tal que € es (0, p)primitiva, entonces X = § Q X, ya que (e v €) ¢ induce mo-
nomorfismos, si(e ve)a=p e=(eve) oy € entonces ye= 1.

Sir: XvX - XvXvienedada por 7(x,*)= (%, X), T (%, x)= (X, %) para
todo x € X, se dice que u es homotopicamente conmutativa si u = 7 u. Por simpli-
cidad de notacion no distinguremos entre aplicaciones y sus clases de homoto-
pia.

1. APLICACIONES CENTRALES Y OBSTRUCCION A PRIMITIVIDAD.

Si(X;,uy)esunco-H-grupoyY; #Y, denota la fibra homotdpica de la in-
clusion Y; vY, c Yy xY,, por (2.3) de [4] se tiene una sucesion exacta de gru-
pos

k* .
0 - [Xp, Yy #Ya] ——[X;, Y1 vYa | —* o [X;, Y, x Yp] > 0
y si ademds (X,, u; ) es un co-H-espacio y {: X; - X, una aplicacién, haciendo

Y, =Y, =X, en la sucesion exacta, se tiene j (u, f-- (fvf)pu,)=0y existird
un clemento en [X;, X, #X,], w (f; 3, 4y ) univocamente determinado por

kw(fuy,u)=ps F—(fvhy,
que mide la obstruccion a que f sea (u; , i, »primitiva.

Queda inducida una aplicacion

W (=31, M2 ): [Xy, Xo 12 [Xy, Xe #X,]

la cual generaliza el invariante clasico de Hilton-Hopf.

En (1.2) de [1], probamos que si u; e¢s homotdpicamente conmutativa, en-
tonces w (—; U3, 42 ) es un homomorfismo de grupos abelianos. No obstante, la
relacion



Co-H-Grupos: Obstruccion a la conmutatividad 237

w+giu, k)= w@u,pe) +w(giuy, M)
se satisface si f & g estdn en el centro de [X;, X, ].

Para Y; = Y, = X, en la sucesion cxacta, denoteremos por $,=pu; - 7 u
el coconmutador de X; respecto a u;. Es claro que jw =0, luego existe

c(u1) e Xy, Xy #Xq4]

univocamente determinado por k ¢ (u; ) =w; que miedc la obstruccion a que y;
sca homotdpicamente conmutativa.

1.1. Definicion. Una aplicacion f: X; - X, se dirdcentral si (1 v{)®, =006
equivalentemente, si (1 #) ¢ (u;)=0.

Se observa que
(vhew, =AQvHy, AvD7r =G vi) (I vy -
VG vR)AVD Ty =g Y ji—da S

es decir, el conmutador [j,,js f]1dej; yis fen [X,, X; vX,].

1.2. Lema.Si1: X; -+ X, esuna aplicacion central, entonces f estd en el centro
de [X,, X5 }

Demostracion, Para toda aplicacion g: X; = X,, sc licne
0=1j1, j2 f] =Cjz2 8 jade [ir, 2 f1= [z 8,52 f1=G2)x [8, f]
luego [g, f]1=0 ya que (j; )« s un monomorfismo. -
Como (1 v g f)w; =(1 vg) (1 vf) P, es claro que si f es central, también lo
es g f para cualquier g: X, - Y. Si[X;, X; ). indica el subconjunto de las apli-

caciones centrales de X, en X, entonces |X;, X;]¢ es un subgrupo del centro
de [X;, X, |. En efecto, si g, f € {X;, X3 ]¢, sc ticne

s 2 (E+8)1=[i1.j2 F+ia el=Llix, 2 ]
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ya que j, g es central por serlo g, pero como f es central, [j; , j» f]= 0. Por tanto
f+ge[X;, X;]c. Esobvioque0e[X;,X;])., luego

0_= [i1, 01=Ti1, j2 (— £+ D=1, J2 (- D]
es decir, — fes central silo es f.

En particular, si f es central y (¢, u, )-primitiva, entonces f* aplica [X,, Y]
en el centro de [X;, Y], para todo Y. Sea [X;, X5 ], ¢l subconjunto de las apli-
caciones (u;, p4 )-primitivas, entonces si g € [Xy, X;]o, ¥ £ e [X1, Xo Jw ¢ se si-
gucque f+gelX,,X;]o-

En lo que sigue, todo co-H-espacio se supondra 1-conexo. Toda comultipli-
cacion sobre espacios 1-conexos induce estructura de lazo algebraico en [X, Y]
para todo Y es decir, existen aplicaciones £, r: X > X talesque 8 +1=0=1+r.
Si u es homotodpicamente asociativa, 8=r y (X, ) es un co-H-grupo.

1.3. Lema. Sif: X; - X, es un epimorfismo homotopico (u;, ys }-primitivo y
(X1, 1) un co-H-grupo homotopicamente conmutativo, entonces (X, , 15 ) tam-
bién lo es.

Demostracion. Probaremos en primer lugar que u, es homotodpicamente asociati-
va. En cfecto

Mo VD o E=(fvEV vy =EvEv (v m =Qvpdis f

como * induce monomorfismos, se sigue (u, v 1) gy = (1 v i3} i3 De manera
analoga,

Talp f= v (fvDu =vD nm=EvHm=p f
y por tanto @, =y, — 75 U =0.

Si f es (u, pa »primitiva, el cono C¢ admite una comultiplicacion u tal que
la inclusion j es (u,, ) primitiva. Si Sf admite una retraccion, entonces j* es in-
yectiva y u es Onica con esa propiedad. Se sigue de (1.3) que u tiene las mismas
propiedades que g, .

1.4. Proposicion. Sea (X,, p1;) un co-H-espacio y f: X; - X, un epimorfismo
homotopico. Si X, es (n - 1)}conexo, n =2, y dim X, <4 n - 3, entonces X,
es co-H-espacio.
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Demostracion. Como {'y €, son epimorfismos homotopicos, también lo es
€, (SQf)="fe,.
Siendo X, (n-- 1)conexo, €; esuna (2 n -- 1)equivalencia y por tanto, si
dimX, <2(2n 1) 1=4n -3
entonces €; admite una inversa homotopica a derecha v, . Se sigue que
4y =(€2 VE) O3 72

es una comultiplicacion sobre X,.

Si ademds (X,, u;) es un co-H-grupo homotopicamente commutativo y
dim X, <2n 2 entonces (X3, 4y) también lo es. Fin efecto, como €, es una
(2 n — 1)equivalencia, si dim X; <2 n - 2 entonces [X;,X; #X;]=0 pero

w (T3 1y, #2) € Xy, Xy # X, | es decir, £ es (uy, yp )-primitiva y astamos cn las
condiciones de (1.4.).

1.5. Proposicion. Sca (X, 4, ) un co-H-espacio, X, un espacio (q — 1)conexo,
q=2,yf: X, > X, una (n — 1)equivalencia, n > g, entonces si

dimX,<n+q 3

existe una comultiplicacién u, sobre X; univocamente determinada t.q.
w(fiu; 42)=0

Demostracion. Sea vy, la corretraccion asociada a ¢; y W el pull-back homotopi-
co del diagrama

Y saf
X ——=SQ Xy~ —8QX,

Por (3.2.) de [3] se sigue que la composicion

(1

[/]
W——SQX,- X,
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es una (n + q — 2)-equivalencia, entonces si dim X; <n+q- 3
(61 0)* lxl’ W_I e [Xlr xl .I

es una biyeccion y por tanto existird un Gnico t € [ X;, W] tal que €, 0 t=1. Sea
Y1 =0typu, =(e; ve)o; v, la comultiplicacion sobre X; asociada a 73, como

f=f€l'yl=f€10t=(:'2'yek'/t=l,’/l
se sigue que
Sy =6CQNOt = yt="7f

y en consecuencia, f es (i, u, )-primitiva.

1.6. Corolario. Si (X,, ts) es un co-H-grupo homotodpicamente conmutativo, en
las condiciones de (1.5.) se sigue que (X, 41) también lo es.

Demostracion. Si X; # X; # X; denota la fibra homotopica de la inclusion
X; vX; vXC X, x X; x X, se tiene una sucesion exacta de lazos algebraicos.

0- [Xy, X; #X, #XI]L[XI, X; vX, le]i[Xl, X1 xX;xX,]1-0
ydejD (1 viey) e, (g v1) 2, )=0, se sigue que existe un elemento
a(u)elX, X, #X#X,],
univocamente determinado por

ka(u)=D(1vu)py, @ v)u)

que mide la obstruccion a que u; sca homotopicamente asociativa. Como f es
(I“l 1> M2 )‘Primitiva,

O=(vfvDka@)=k({E#M#)a@,)
y como k, inycctiva, sc sigue

(F %% a(u)=0



Co-H-Grupos: Obstiuccion a la conmutatividad 241

Pero las condiciones de conectividad implican que { #f #fesuna(n+q 2}
equivalencia y como dim X, <n-+q - 3, se siguc que

E#E#0,: 01X, X #X #X, ] - [X1L, Xe #Xe #X, 1

es una biyeccion. En consecuencia a (u; ) = 0. Por un argumento similar se sigue

¢(u)=0.

2. DI:SCOMPOSICION HOMOLOGICA DE CO-H-GRUPOS Y APLICACIONES.

Sea X un CW-complejo (q—1)-conexo y supongamos que Tig(Xj e 2l primer
grupo de homologia no nulo de X. Una descomposicion homoldgica de X es una
de espacios y aplicaciones

iq
#>Xg — —Xqe1 > ... X= U X,

tales que

i) Xpes(q—1)-conexoydim X, < n+ 1,-para todo n.

ii) Existen elementos ky: M (Hyp 4+ (X), n) > X,, tales que i, es equivalen-
te a la cofibracion inducida X, - Xy Uy, €M (Ihy 4 (X). n) con cofibra’
MMy, X),n41).

iiif) Fxisten aplicaciones [}, : X, - X tales que f =i +q in, ¥

H, (X), m<n
0O, m>n

l'll'l'l (XI'I) =

Aqui M (G, n) denota ¢] espacio de Moore de tipo (G, n), es bien conocido que
M (G, n + 1) SM (G, n) y por tanto M (G, n) es un co-H-grupo, el cual admite
una Unica comultiplicacion sin 2 3 (sin = 2 y G libre).

Como f; ¢s una n-equivalencia y X (q@  1)-conexo, si q 2 3 entonces
dim X, <n +q—1ysi(X, u)es un co-H-grupo, se sigue de (1.5) y (1.6) que
Xy, admite una comultiplicacion uy,, univocamente determinada, tal que I} es
(1p, p)-primitiva y por tanto (Xy, n) ¢s un co-ll-grupo para todo n.

Nota. Lste Gltimo resultado es debido, por olro método a C.R. Curjel ([2]) y en
una forma mds general, para cspacios de LS-cat <k, a I. Berstein y P. Hilton.
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Consideremos la sucesion cofibrada inducida por k-

:] .
Kn-1 In-y dn

M (Hp (X), n - 1) Xn-1 Xn M (Hp (X), n)

vamos a probar que todas estas aplicaciones son nrimitivas.

2.1. Proposicion. La aplicacion qn es (uy, gM)-primitiva y central, para todo
n=3.

Demostracion. La inclusion M v M C M x M es una (2 n -~ |)-cquivalencia, ya
que M (H;, (X), n) es (n — 1)-conexo. Paran 2 3,dimX,; <n+1<2n- 1y
por tanto | Xp, M # M] =0 luego w (qn; #n, M) = 0. De manera andloga, como
Xn es (@ 1)-conexo, la inclusion X, vM C X, x M serd una (n + q - 1)-equi-
valencia y dim X,, < n+ 1 <n+ q—1siq=3,entonces [X,, Xp #M]=0 y
(1 #4n) < (un) € [Xn, Xp # M] implican que gy es central.

2.2. Proposicion. La inclusion in. @ Xp-; = Xp es (-1, Mn )-primitiva.

Demostracion. En electo, como fy, es (up, ()-primitiva para todo n, de (3.1.) de

[41
0= (fn-1: #n-1, #) = @ (Fn in-1 5 6n-1, @) = (fn #fn) @ (in-y 3 M-t Mn)

pero f; ¢s una n-equivalencia y por tanto f # f, esuna (n + q - 1)-equivalen-
c¢ia. Paraq 2 3, dim X, <n+q- 1, luego

(fa = th)%: [Xn-1, Xn #Xn] > [Xp-;, X #X]

es una biyeccion. Se sigue que « (in-g ; Mp-1, 4n) = 0.

2.3. Corolario. La aplicacion ki.; : M (Hy, (X), n 1) > X es (uy, Y- )-pri-
mitiva.

Demostracion. Como in.y ki, =0, de (2.2.) y de (3.1.) de [4]
(in-1 #in-y) w (kp-y)=0

pero in-; esuna (n 1)-equivalenciay X, es (q - 1)-conexo luego in.; #ip-; s
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una (n + q — 2)-cquivalencia. Como dim M <n<n + q— 2, para q 2 3, la apli-
cacion inducida

[M (Hy (X), = 1), Xy #Xp] S0 F00)e v ap ), 002 1), X #Xa)

¢s una biyeccion y en consecuencia w (Kp-y ; MM» Mn-1) = 0.

Por ¢l Teorcma de Coeficientes Universales el n-simo grupo de homotopia
de Y con coeficientes en G, m, (G; Y) = [M (G, n), Y] estd determinado por G,
n (YYh w4y (Y), y es abeliano para n > 3.

2.4. Teorema. Sea (X, i) un co-H-grupo (q - 1)-conexo,q=3, y
{ Xn, fn, K }

una descomposicion homologica de X, entonces para todo espacio Y y todo n

%

T (Hn 00;Y) —2 .+ [Xq, Y]

2%

knty
[Xn-15 Y] ——— -y, (Hp (X); Y)

A
In-g

es una sucesion de grupos v homomorfismos exacta en los términos centrales y
tal que q aplica m, (Hy (X); Y) en el centro de [ Xy, Y.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de los resultados anteriores.

2.5. Corolario. Si X es finito y m,.; (Hp (X);Y) , i=0, 1 esun grupo abelia-
no finitamente engendrado para todo n, entonces [X, Y] es un grupo nilpotente
finitamente engendrado.

Demostracion. En cfecto, si dim X = N, entonces X = Xx;, pero por (2.4.), para
todoYyn

0 —» imqgf = [Xp Y] » imif., - O

s una extension central de grupos y homomorfismos y el corolario se sigue por
induccion.
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