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Abstract. Tet (S, 2, ) be a finite measure space, X a Banach
space and @ a Young’s function 79] with complementary function ¥.
We denote by L?(X, p, X) = L?(X) the usual Orlicz space
of strongly mecasurable X-valued functions (see, I.1i.[8]). For each
ge L¥(X'), Holder’s inequality proves that the scalar function
{f, &) is integrable, for every f € L?(X). The map (f, g) 1--> [{f, &> du
defines then a duality between L?(X) and L¥(X’). In this paper,
we study some propertics of this duality. In particular, we charac-

terize the weakly scquential compact sets and the weak sequential
completeness.

INTRODTCCION.

En cste trabajo sc estudian algunas propiedades del par dual
(L?(X), L¥(X")), donde X es un espacio de Banach, (S, X, u)
un espacio de medida finito, @ y ¥ funciones conjugadas de Young
y LX), L¥(X') los cspacios de Orlicz correspondientes (vdéase,
por ¢j., [8]). En particular, se caracterizan los subconjuntos débil-
mente sccuenciales compactos cuando X tiene la Propiedad de Radon-
Nikodym y, como consccucncia, se caracteriza también cuando
L?(X) es o(L®(X), L¥(X'))-sccuencialmente completo, extendiendo
algunos resullados previos de Batt [2] y Bombal [3].

§ 1. Preliminares y notaciones.

Sea @:10, 0] ~—» [0, c0; una funcién no decreciente, continua
a la izquicrda, verificando ¢(0) = 0 y no idénticamente nula. La

- et
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inversa  continua a la izquicrda de ¢ puede expresarse por las [Or-
mulas p(0) = 0 y p(v) = Sup {#: (1) < v}. Si lim d(x) = a es finito,

n—>00
entonces ¢(v) = oo para todo v > a. Las funciones definidas por las
férmulas

v

ow— o0 s , Yo = I w(o) dt

J0 Jo

se llaman funciones conjugadas de Young. Se sigue que @ y ¥ son
convexas, crecientes, no idénticamente nulas y continuas, exeepto
a lo mds en un punto, a partir del cual la funcién debe ser igual a co.
Ademds, verifican la desigualdad de Young:

uy < O(u) 4- P(v) , #,v >0

(para éstas u otras cuestiones relacionadas con el tema, puede verse
91, pig. 77 ¥ sgs.).

T lo que sigue, @ y ¥ designardn un par de [unciones conjugadas
de Young, (S, 2, u) un espacio de medida finito, que por comodidad
supondremos completo, X un espacio de Banach y X’ su dual topo-
16gico. Designaremos por §(X, X) ¢l espacio de las funciones X-sim-
ples de S en X, Para cada funcién f:S.--- » X medible Bochner,
escribiremos

My(f) = "@(ifl) dn

Se define L?(Z, p, X) (= L®(X)) como el espacio vectorial de
todas las (clascs de) funciones f:S -~ » X medibles Bochuner tales
que M,(Rf) < oo para algin & > 0. Cuando X sca el cuerpo base
K, escribiremos L?(K) == L?. Con la norma

Nfhe=1if{1fh:k >0y Mukf) <1}

L?(X) es un cspacio de Banach, que coincide precisamente con el
conjunto de funciones medibles Bochner de S en X tales que

liflle=Sup {ilif thdu:hel¥y Myh) <1} < oo.

Tista dltima expresion define una nueva norma en L?{X) que resulta
ser cquivalente a la anterior, verificando 'j|f i, < |If] < 2] f ||l
para toda f de L?(X). Siempre cs L?(X) ¢ LY{X) y todos los espa-
cios LP(X) (1 <p < ) estdn comprendidos cntre los L?(X).
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Si fel?(X) y gc LY(X"), la desigualdad de Holder gencralizada
prucha que {f, g) ¢s una funcién integrable ¥ que [ {{/f, g)|dp <

< i fite 'gle. 1in consccuencia, todo elemento g e LY (X') define

un funcional lineal continuo T, sobre L?(X), por la férmula T,(f) —

., PO
— 1 {/[,g) du. Ademis, s e <

17! < lghiw (791, pdg. 138) ().

Por tanto, la aplicacion g -» 1, es un isomorfismo topolégico de
L¥(X') sobre un s.v. cerrado de L?(X') que distingue puntos, y
L2 (X), LY(X")y forman un par dual, aunque en general la apli-
cacién g i—-> T, no es suprayectiva, ni siquiera cuando X -+ K (véase
61). 1in este ultimo caso, si w posce un conjunto de medida positivs
sin dtomos, la condicién necesaria y suficiente para que g |-—-» 7', sca
sobre es que @ satisfaga la condicidn

(A2): lim & Q2u) [P (1) <
U—ro0
Finalmente, recordemos que X tiene la propiedad de Radon-
Nikodym (PRN) si para todo espacio de medida finito (S, 2, u) v
toda medida m : 2 -—> X numerablemente aditiva, p-continua y de
rariacion acotada, existe fe L1(Z, u, X) tal que m(4) = 4 fdp para
cada 4 de X (véase, p. ej., [4]).

§ 2. Compacidad en la topologia o(L?(X), L¥Y(X')).

Para cada A eX, las aplicaciones lineales p,: L?(X) —> X,
I,:X —»> L?(X), definidas por

palf) = 1fau, I,(x) = g4 %

son claramente continuas. 19 siguiente lema, andlogo al lema [ de
“3], es facil de demostrar v queda al cuidado del lector:

Lrama 1. Se verifican las siguientes afivinaciones:

L1, I,y p,y son continnas para las topologias débiles asociadas a
tas dualidades (X, X'y y (L*(X), L¥(X")). Ademds, si p(4) > 0,
I, es un morfismo estricto para estas topologias.

(1) Vdase también ¢l lema 2 del presente trabajo.
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1.2, I,(X) es o(I.2(X), LY¥(X'))-cerrado.

Como dijimos en la introduccion, si fe L*(X) v ge L¥(X'), 1a
funcién (f, g> cs integrable. Sc tience entonces

Lrma 2. Se verifican las siguientes afirmaciones:

2.1, Para cada g c L¥(X'), la aplicacion LP(X) 5 fr - > (f, gy e L,
es lineal y continua para las lopologias o(L®(X), L¥(X')) w»
o(L1, L=),

2.2, Para cada f de L®(X) se tiene

Wilo—Sup §{(f.g)dul:geS(Z X) y Mylg) S 1y

2.3. Una funcion fde S en X perienece a L2(X) si v sdlo si es
tntegrable y

Sup {{{{f. &) dul:gecSZ, X)) y Mylg) <1} < oo.

Demostracion. 2.1 cs inmediato. 2.2 se prucba procediendo como
en 47, IV. 1 en donde sc trata ¢l caso L?(X) = L?(X). Finalmente,
si f es integrable y (4,) s una sucesién creciente de elementos de
2 tal que U4, =S y f esté acotada en cada A4, resulta que f, —:
= fyq, € L?(X), luego por 2.2

e =Sup {1 (/- g>dpl 1 geS(Z X") y Mylg) <1} <
Sup {|7<f,g)dpul:geS(Z X") y Mylg) <1} =M < o0.

Por tanto, si helL¥, A >0 v M,(h) <, se tiecne | fl|A 4+ f1VA
v i|llfullhdp < M,V n. 1 teorema de la convergencia mondtona
prueba entonces que [l filhduy < M, luego fc L®(X).

TEOREMA 3. S¢ Kc L®(X) es o(L?(X), LY(X'))-relativamente
secuencialmente compaclo, se verifica:

3.1. K es acotado en morma.

3.2. Para cada A ek, e conjunio K(A) = {i,fdu:[fe K} es
débilmente relativamente compacto en X.

3.3. Para cada g e LY(X"),
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lim Sup {1, {(f,gddu:fcKy —=0

7(A)—0

Ademnds, de X tiene la P.R.N., el reciproco escierto.

Demostracion. Supongamos que K cs o(L*(X), LY(X'))-relati-
ramente secuencialmente compacto. Cada fe L2(X) ¢ L2(X") define
una forma lincal continua 17 sobre LY(X"), y 1] [1jp < 217151 Para
cada g LY(X"), {T)(g):fe K} es acotado. Tl principio de acota-
ciéon  uniforme prucba entonces que || fljy <271 < MH < oo,
V fe K. Del lema 1.1 v el teorema de Eberlein se deduce inmediata-
mente 3.2. En cuanto a 3.3, resulta del lema 2.1 y el conocido cri-
terio de compacidad débil en L1 (Véase, p. ¢j., {57, IV. 8.11).

Reciprocamente, supongamos que K verifica 3.1, 3.2 v 3.3, ¥ sca
(f,) una sucesion cn K. Yor 3.1, podemos suponer que || fil, <1,
¥V f= K. Como consceuencia de 3.2, existe un dlgebra contable 2y ¢ 2
v una subsucesién de (f,), que seguiremos denotando igual, tal que

(*) m(4) =lim 7, f,du

existe en (X, X') para cada A de .

St my(A) = 4 fidp, las funciones x” -, (¥ ¢ X', b ¢ N) son uni-
formemente mimerablemente aditivas como consecuencia de 3.3 y
para cada ' € X', &" - my(4) converge a %' - m(4d) (4 € Zy). Por 5]
IV.8.8, cxiste entomces ¢l limite de «' - m,(4) para todo 4 de la
o-dlgebra X engendrada por X De 3.2 resulta entonces que el 1i-
mite (*) existe para todo A de 2| en la topologia déhil de X, ¥ por
rs: II1.7.4, m cs débilmente numerablemente aditiva. 13 feorema
de Orlicz-Pettis prucba entonces que m es numerablemente aditiva
v claramente g-continua.

Como @ c¢s convexa, existe Ky > 0 tal que ¢ < Ko@) + K,,
Vitz=0.

Por tanto, si 4 ¢ 2, u(4) > 0,

M (A) ] ) i Mm(A) Kl
) < Koo (_-( ._),,,,(A) L Ko u(A)

u(dy
Por la semicontinuidad inferior de la norma respecto de la topo-
logia débil, se tiene [[m(A)1l <lim,inf 'Y, f,dui’, luego

lm(d)", ==

. . )
rp(_”-’”ﬂ ) < lim,, inf rp(::rf* Ju el ) <timginf- ot (L) du,
pe{d) o) p(d)
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por la desigualdad integral de Jensen (véase 61, pdags. 133-134)(1).
Por tanto, si x ¢s una particién finita de § en conjuntos de 2 de

. 1
medida positiva:

b (A

Y ohm(Ad)i < 3K, q)( ),u(./l) 1 Ko p(A) <

Jfex Aca u(A)
SHmind Ko ¥ iy (1 fy 1) du = 1 (S) — liminf Ky M ,(/)
Adex
- Kou(S) <Ko (1 i u(S),

va que al ser |1 f," < 1, ge tiene M, (f,) < L. ({97, pig. 80).
Asi pues, m cs de variacion acotada, lucgo como X tiene la P.R.N.
por hipétesis, existe fge L1(Z1, u, X) tal que

" (A) == .I-__’ fo (l.l,l , VAe 2:| .

SigeS@), X'), g= 3 ra, %, con My(g) = ¥ w(4,) V(v <
i—1 i1
< 1, se¢ tiene
v | n
gy dpi < ¥ Hm(d), 5y <
o i=1

El lema 2.3 prucha entonees que fy € L2(X). Ademds, si s ¢ §(Z, X)
lime "¢ f,,sydu=-1fy, s dp.

Sca entonces g LY(X), X') v (s,) una sucesion en S(25, X')
que converge a g en cast todo punto. Dado & > 0, sea 4 = 0 tal que
n(A) < b, A4 =2, implique

Sup {1, 'S, &> du: k>0 < e

(1) XEn j6. se prueba csta desigualdad en la hipdtesis de ser @ continna.
Una sencilla adaptacion prucha que ol resultado cs {ambién cierto en nuestro
Caso.
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Por el teorema de Egoroll, existe 4 ¢ 2y con u(d) < § tal que (s,)
converge a g uniformemente en ¢l complementario 1¢ de A. Sca s,
tal que |'(g --8,) zaclly > e

Timtonces

| <fo=foo g du<| [Kf—Jo, &> du-i- ] fo—forg) dp <
. i ) ac .

(oo fog sy ldp | — oSyl <

-

- 1

<26 |
v Hode

{ec

<2 1 2Me |- | {fa o Jos S
I

ap < (34 2M) ¢

si 7 cs suficientemente grande, siendo '|f, 11, < I (# > 0). Esto
prucha que

tim (f, gydu= (fogydu . Vgol¥(E, X)),

#—->00
Sigcl¥(2, X') vy E cs el operador esperanza condicional respecto
a la g-dlgebra Xy, sc tiene entonces E(g) e LY (X, X') ((8]) v

im 1 {f, —fo.&)du — lim “{f, —fo, E(g)) du = O,

B->00

lo que termina la demostracién.

OBSERVACION 4.

a) TPara cl caso en que X sea cl cuerpo de escalares, cl resultado
anterior ¢s bien conocido. Véase por ej. [1] y “7.. Naturalmente, la
condicién 3.2 ¢s superflua en este caso. El caso LP(X) - L1(X)
(v por tanto L¥(X') = L>=(X")), ha sido tratado por Batt en 2],
en donde se obtiene una caracterizacion andloga a la del teorema
3, sustituyendo 3.3 por la condicién mdas fuerte de que K sea unifor-
memente integrable. T caso L?(X) .= LP(X) (1 << p < ) ha sido
estudiado en 31, Xn esta situacion, 3.1 implica ya que KX es unifor-
mernente integrable, siendo pues superflua 3.3.

b) Si g contienc un conjunto de medida positiva sin dtomos y
@ satisface la condicién (4,), puede probarse, procediendo como en
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4], IV.L.1, que L?(X)" = L¥(X') si y s6lo si X' verifica la P.R.N.
Por tanto, si X y X' verifican la P.R.N,, las condiciones 3.1, 3.2 ¥
3.3 caracterizan los conjuntos débilmente compactos (== débilmente
secuencialmente compactos, por ¢l teorema de Iiberlein) de L2(X).

Cororario 5. Sea X un espacio de Banach. Las siguientes afir-
maciones son eqiivalenies:

5.1. Para toda medida finila p y todo par @, Y de funciones
conjugadas de Young, un conjunto K ¢ L*(2, u, X) es a(L*(Z, p, X),
LY, p, X'))-relativamente secuencialinente compacto st y solo si veri-
fica 3.1 3.2 y 3.3.

5.2. S¢ B es la o-digedra de Bovel v 2 la medida de Lebesgue en
[0, 1], existen un par de funciones conjugadas de Young, @ y V', tales
que K ¢ L*(B, 2, X) es o(L®(B, 2, X), LY (B, A, X"))-relativamentc se-
cuencialmentc compacto si v sdlo si verifica 3.1, 3.2 y 3.3.

5.3. X tene la propicdad de Radon-Nikodym.

Demostracion. Trivialmente 5.1 implica 5.2, y dcl teorema 3
se deduce que 5.3 implica 5.1. Para ver que 5.2 implica 5.3, sca #m :
B--—> X una medida tal que |im(4d)|l < 2{4) para A cB. Sea
{z,} una sucesion creciente de particiones finitas de 10,17 en inter-
valos, de modo que ¢l miximo de las longitudes de los intervales
de a, tienda a 0 cuando # - o, ¥y definamos

Como '[f, |l <1 para todo #, resulta que K — {f,:# € N} ¢ L?(X)
estd acotado, v verifica 3.3. Como en 4] TV.2.3, se prucha que K
verifica también 3.2. Si ge L?(X) cs un punto de aglomeracidn de
K para o(L?(X), L¥(X")), entonces para cada ' e X’ v Acl «,
se tiene

Hm (f,, 4%y = (m(A), %') = {4 gd2, %",

B—>CO

es decir

m(d) =[,gdk , VAelJx,.
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Como {J z, engendra la ¢-dlgebra de Borel B, resulta entonees que
g os una luneion de densidad para s Por 40 V.3.8, resulla que X
ticne la PRIN. =

11 resultado anterior permite oblener ura caracterizacion de la
completitind  secuencial para la topologia o(L2(X), L*(X"), conto
muestra ¢l signiente teorema:

Troreasa 6. Si X es wn espacio de Banach y &,V un par de
Junciones conjugadas de Young, las siguienles afirinaciones son eqii-
valentes:

6.1. DPava loda wmedida finila p, LP(2, u, X) es o{LP(2, p, X},
LYY, u. X)) -secuencialmente compleln.

6.2. Si R oes la g-dlgedra de Bovel v i la medida de Lebesgue en
0,1, 128, 2, Xves o(17(B, 72, X), L7(B, 2, X'W-secuencialmente con-
plelo.

6.3. X es débilmente secuencialmente completo y tiene la PRN.

Demnstracion.  “Privialinente, 6.1 implica 6.2.

6.2 = 6.3 Por 1.1 v 1.2, resulla que X debe ser débilmente
seccuencialmente completo. Para probar que X tiene la PR, bastard
demostrar, en virtud del corolario 5, que si (f,) ¢ L*(B, 4, X) os
wna steesion que verifica 3.1, 3.2 ¥ 3.3, posce una subsucesion con-
vergente para la topologta o(L? (B. 2, X), L7(B, 7, X')) La c-dlgebra
B estd generada por una familia contable de subconjuntos, luego
procediendo cono en ¢l teorema 3, resulta que cexiste una sub-
sucesion (f,,)) de (f,) tal que {7f., g:di} converge para cada
g = LY(B, 2, X'). Por hipétesis, resulta entonces que (f,,) converge
para la topologia o(L7(B, 2, X), L¥(B, 2, X")).

6.3 .= 6.1: Sca (f,) una sucesion de Canchy para o (L2(X), L¥(X")).
Bastard demostrar que (/) ¢s o(L2(X), L¥(X')}-relativamente sc-
cuencialmente compacto, esto es, que satisface las coudiciones del
teorema 3. Por ¢l lema 11, { [, duy cs débilmente de Cauchy para
cada A de X, Tuego converge. Por tanto ([,) satisface 3.2, Que satis-

face 3.1 se prucha como cn el teorema 3. Tinalmente, por ¢l lema
2.1, para cada g LY(X"), {{/,, £} ¢s ddébilmente de Cauchy en

¢l espacio débilmente secuencialmente completo L1(X, u, K), luego
por "5, IV.8.1L, resulta que satisface 3.3,
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