ESTRUCTURA COMPLEJA EN LA TEORIA
CLASICA DE CAMPOS (*)

por

Pepro I,. GARcCiA

INTRODUCCION

En este trabajo nos proponemos hacer un anilisis estructural
de la Teorfa cldsica de los campos complejos a partir de los métodos
generales desarrollados en nuestra tesis doctoral (1).

El principal resultado que se consigue es demostrar que el funda-
mento de todas las propiedades de este tipo de campos se encuentra
en el hecho de dar sobre el fibrado B _7, V (o espacio de configuracién
del campo) un automorfismo J de fibrado vectorial, con las propie-
dades siguientes:

a) J(E,)CE, paratodo xeV
b) J*(P) = — P para todo PeB

En otras palabras: dar sobre el fibrado B una estructura de fibrado
vectorial complejo.

A partir de este dato previo pueden, en efecto, introducirse con
gran amplitud y naturalidad todas las nociones de los campos com-
plejos (invariante de NorTHER de carga-corriente, conjugacién de
la carga, etc.), seglin veremos.

La marcha seguida en el trabajo puede ser esquematizada como
sigue.

(+) Este trabajo ha sido subvencionado por una beca del P.I.0. y realizado
en el Seminario de Fisica Matemdtica que dirige el Profesor J. Sancho en la
Facultad de Ciencias de la Universidad de Barcelona.
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En la seccién 1 se introduce el automorfismo fundamental J, al
cual llamamos estructura compleja sobre el campo clasico dado, y se
ve céomo éste puede prolongarse de un modo natural a un automor-
fismo J del fibrado B (o espacio de los estados del campo) con las
mismas propiedades a) y b) que J. El resto de la seccién lo dedicamos
a justificar, en términos de los automorfismos J y J, el uso de los sis-
temas de coordenadas locales complejas (%; 2 7; pi; pij) tan generali-
zado en los tratamientos usuales de esta teoria.

En la seccién 2 se define a partir del automorfismo J un campo
vectorial vertical D; sobre el fibrado B por la condicién D; f= ] f
para toda funcién f de B lineal sobre las fibras, y se supone que el
campo fisico que se considera es invariante (en el sentido de la teoria
variacional) por el grupo uniparamétrico de automorfismos de B
globalmente asociado a D;. El invariante de E. NOETHER correspon-
diente ¥ es la (m — 1)-forma de carga-corriente que desde este punto
de vista tiene una clara definicién intrinseca y global.

En la seccién 3 definimos una conjugacién de la carga como un
automotfismo C del fibrado B con las propiedades siguientes:

a) C(E,) CE, para todo x ¢V
b) C*(P)=P para todo P ¢ B
¢) (C-JP= —(J-C)P para todo Pe¢B

y ademas, tal que: la prolongacién natural C de C a B deje invariante
la lagrangiana L del campo. Las condiciones @), b) y ¢) son las na-
turales que debe verificar una conjugacién respecto de la estructura
compleja J, y al afiadir la cuarta, se consigue que la transformacién
C transforme  en — J, hecho éste que justifica la denominacién
que se da a este tipo particular de transformaciones.

En el caso de las teorias de campos usuales sobre el espacio-tiempo
de MINKOWSKI (que es, por otra parte, el tnico caso en que se suele
estudiar la conjugacién de la carga), si se impone ademds a C la con-
dicién de dejar invariantes todos los elementos del 4lgebra de LIy
del grupo de POINCARE entonces: C deja fijos todos los snvariantes
cinemdticos del campo (impulso-energia, momento angular, etc.),
y llegamos, de este modo, al tipo particular de transformacién por
la que se interesa la fisica. Naturalmente, el problema fundamental
que se plantea ahora es el de la existencia y unicidad de este tipo de
transformacién para cada campo concreto. Analizamos con detalle,
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en este sentido, los campos escalar, mesénico wvectorial y de Dirac
libres. Para los dos primeros se demuestra que, salvo un factor de la
forma ¢, existe una tnica conjugacién de la carga, en cambio,
para el campo de Dirac ocurre: que las condiciones @), b), ¢), y la
quinta determinan ya univocamente (salvo un factor ¢?) una trans-
formacién C cuya prolongacién natural C no verifica la condicién
cuarta pues se tiene C (L) = — L.

En la seccién 4 analizamos, formalmente, la relacién que existe
entre las estructuras compleja y simpléctica asociadas a un campo
clasico. El resultado mds importante en este sentido es el siguiente:

El campo vectorial D y la funcién Q (la carga) definidos de un
modo natural por la estructura compleja J y la (m — 1)-forma de
carga-corriente ¥, respectivamente, sobre el espacio de BanacH E
(en donde estin inicialmente definidas las ecuaciones de HAMILTON
del campo), son compatibles con las ligaduras primarias (o gauge) y
secundarias del campo, y ademas, sobre la variedad 7 de los estados
dindmicos, el grupo uniparamétrico asociado a D es de isometrias
simplécticas con funcién generatriz Q.

Terminamos el trabajo haciendo observar que la transformacién
inducida sobre la variedad 7 por una conjugacién de la carga es una
isometria simpléctica que deja invariante la hamiltoniana H y trans-
forma la carga Q en — Q.

1. ESTRUCTURA COMPLEJA SOBRE UN CAMPO CLASICO

Sea V una variedad diferenciable dotada de un elemento de vo-
lumen o y (B, L) un campo clasico sobre ¥V de espacio de configu-
racién B y de lagrangiana £ ((1), Seccién 2, Def. 1).

DEFINICION 1

Una estructura compleja sobre (B, L) es un automorfismo dife-
renciable J: B > B tal que a) J(E,) € E, para todo xeV, y
b) J2(P)= — P para todo P ¢ B.

El automorfismo J, al operar sobre el médulo M de las seccio-
nes transversales de B, deja invariante el submédulo I i M, del
A,-médulo M, de los gérmenes de las secciones de M en cada punto
% ¢ V. De este modo J induce en cada espacio vectorial E, = M, /I 2 M,
una transformacién J, que es lineal y verifica la condicién ji = — 1.
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La transformacién J: B — B tal que: J (E,) CE,, J5, = J, es un
automorfismo diferenciable de B que verifica las mismas propiedades
a) v b) que J.

Este proceso para prolongar J de B a B es obviamente genera-
lizable a todo automorfismo v: B — B tal que 7 (E,) € E, para todo
x € V. Al automorfismo 7: B — B que de este modo se obtiene lo
llamaremos en lo que sigue prolongacion natural de v a B.

Los automorfismos ] y J definen sobre B y B sendas estructuras
de fibrado vectorial complejo. Estas estructuras serdan, como veremos,
el fundamento de todas las propiedades de los campos que estamos
considerando.

Sea Aj el dlgebra de las funciones diferenciables reales sobre B y
Mz el Ag-médulo de las aplicaciones diferenciables F, de B en B,
tales que = - F = 7. El automorfismo J define sobre Mg una estruc-
tura compleja por la férmula: (JF) P = J - F (P). Si ahora A esel
algebra de las funciones diferenciables complejas sobre B, podemos
dotar a Mgz de una estructura de A%-médulo sin més que dar la
siguiente definicién de producto:

(fHeg) F=fF+ gl

Procediendo por analogia con los espacios vectoriales, sea M+
la complejizacién de M3, esto es, el médulo dual del 44-médulo
Hom,y (M3, A%). Si consideramos ahora la teoria de tensores sobre
A con valores en My, entonces todas las nociones reales que te-
nemos ya definidas (l-forma canénica 0, ti.c.g., etc.), pueden ser
extendidas de modo obvio a esta nueva estructura. Esta observacién,
si bien no es esencial para el desarrollo intrinseco de la teoria, si que
es tecnicamente importante por justificar, entre otras cosas, el uso
de los sistemas de coordenadas locales complejas (¥; z; % pi i),
tan generalizado en los tratamientos usuales de esta teorfa. Vamos
a ver a continuacién cémo, en efecto, pueden ser introducidas este
tipo de coordenadas a partir de las ideas anteriores.

LEMA 1

Para todo x ¢ V existe un entorno U de x con coordenadas locales
(%), 2 n funciones (u;, #;') sobre m=1 (U), 2 n m funciones (v, 7';)
sobre z~1 (U) y 2 n aplicaciones (¢;, ¢;') de M = (M 3)7—14,, tales que:

a) (¥ u; w';) es un sistema de coordenadas locales de B sobre
n=! (U), siendo las (u;, u;') lineales sobre las fibras y donde u;’ = Ju;.
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b) (x; wj u/ 7; 7';;) es un sistema de coordenadas locales de B
sobre 7z~! (U), siendo las (u; u;" 7;; #';;) lineales sobre las fibras y donde
’ T ’ T
uj' = Jwi, v’ = J 7.

¢) (¢, ¢) es una base de M tal que ¢/ = J ¢;.

d) Respecto de (x; u; u;' 7;; ¥';;) ¥ (¢;, ¢;') la 1-forma candnica
0 toma la expresién:

0=20; ¢; + 0/ ¢
17

donde 0; = du; — Xvy; dx;, 0/ = du/ — Zr';; dx,.

DEMOSTRACION

Basta repetir la demostracién del Teorema 2 ((1), Seccién 1) to-
mando como punto de partida 2 # secciones transversales (¢;, ¢,’)
tales que ¢, = J¢;, y luego tomar como ¢;, ¢;') la base inducida

J

en M por el sistema de coordenadas locales candnicas (x; o; u'; 7;; 7).

c.q.d.

Respecto de un sistema de coordenadas locales (x; u; u;" 7;; 7';)

toda funcién de (4z)z-i, puede expresarse univocamente en la
forma

o) +1g8 (%u..)

donde fy g son funciones diferenciables reales de las variables (x; #; .. ),
y reciprocamente. En este sentido diremos que (x; w; w; 7, 7'5),
es un sistema de coordenadas reales de 45 adaptado a la estructura
compleja. Analogas consideraciones podemos hacer respecto de (g;, @;').

Para pasar ahora de estas coordenadas reales a las complejas
(*: % 2 pij i) ¥ (fi, i), basta hacer la transformacién:

1 .
bfz\/T—z—(“f—i‘mf)

bj = L (aj — i a))

(S]]

donde a; y b; recorren (u; 7;; ;) ¥ (2; pi; f;), respectivamente.
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Para ilustrar el uso de este tipo de coordenadas vamos a ver las
expresiones que toman respecto de éstas la 1-forma candnica 6 y las
ti.c.g.

Por un sencillo célculo se obtiene:
Ao=§@ﬁ+@ﬁ
donde 0, = dz; — 21_715,-,» ax;, 5,- =dz; — Zﬁ, ax;,
El caso mas interesante de t.i.c.g. es el de las subidas canénicas

a B de los campos vectoriales reales de B que son proyectables por 7
sobre V. Si D es uno de éstos:

0
D =
+‘u78 +|ula_

(donde las 4; son funciones reales de las x; y las u; y u; son funciones
complejas de las (x; z; z;) conjugadas entre si) entonces, por un
sencillo célculo local, la subida canénica D de D a B toma la expresién:

— ]
D=D + ¥ i
Viaj)” +770P“
donde:
oA 0
yi = — 5 g oin g iy Z pu O 4 3, O
.k (9 6x a 2n 62’1,

siendo ¥, la funcién conjugada de y;;.

2. (m-1-FORMA 3 DE CARGA-CORRIENTE SOBRE
EI, FIBRADO B

El automorfismo fundamental ] define sobre el fibrado B un
campo vectorial vertical D; por la condicién D; f = J f para toda
funcién f de B lineal sobre las fibras, y andlogamente, la prolongacién
natural J de J a B define sobre el fibrado B un campo vectorial ver-
tical Dj por la condicién Dj f = J f para toda funcién f de B lineal
sobre las fibras.
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TEOREMA 1

La subida canénica de D; a B coincide con Dj.

DEMOSTRACION

Basta comprobar la afirmacién localmente. La expresién de D; res-
pecto de un sistema de coordenadas locales canénicas (¥; z; 2; pi; pi;) es:

7 2 aZ]'

Entonces, la subida canénica de D; a B serd por la férmula de
la seccién I:

. , ¢ — ¢
—1 (DJ + 2 pij— —PiiT:)
i 0Py 0 pij
vy este campo vectorial coincide evidentemente con D7y .
c.q.d.

El grupo uniparamétrico {r;} globalmente asociado al campo
vectorial D; de B opera sobre B por automorfismos de fibrado vec-
torial. Si se supone (como es el caso en las teorias de campos usuales)
que el campo fisico considerado es invariante por {r;} en el sentido
de la teoria variacional, esto es, si:

LD ]—L w=0

entonces tendremos un correspondiente invariante de NOETHER:
3=0(D; Q2

que llamaremos (m-1)-forma de carga-corriente.

Como ya hemos hecho observar otras veces, en esta formulacién

el invariante es una (m-1)-forma sobre el fibrado B de los estados del
campo que, por restriccién a una seccién transversal estacionaria,
da una (m-1)-forma w,,_, sobre la variedad base ¥ dependiendo de
dicha seccién. En particular, si ¥ es el espacio-tiempo de la teoria
de la relatividad y (¥, #, x, x,) es un sistema de coordenadas locales

0 0 o .
de V, entonces la coordenada m; (— — - ) de m; se denomina

0x, 0x, Ox,
carga, y las otras tres vector corriemte. Naturalmente, esta separa-
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cién entre carga y corriente es no intrinseca, y por tanto, despro-
vista de sentido fisico.

Vamos a terminar esta seccién obteniendo la expresién del inva-
riante de carga-corriente en un sistema de coordenadas locales cané-
nicas complejas.

Si (%; 2 Zj Py pi;) es un tal sistema de coordenadas y (f;, f;) es
la base local que induce en el A[%-médulo M ;7’ entonces, se obtiene
facilmente la siguiente expresién de £:

Q=Z0f*+ Qf
7
donde (f*, f*) es la base dual de (f;, f}) y donde:

Q= g(——l)"%'f—'dx,/\.../\zfx,-/\.../\ dx",,§,=§(—1)i§7f N
je=1 . i=1 .

i : 1

De aqui se sigue:

=0 (D7) Q=26;(D7) 2;+0; (D7) 2=i Z(-1)"
]

hj

_ oL oL »
Zji———2— |dx, A ... Adxp A\ ... Adx,
( Jaj’hf 76]5,,7-) '

3. CONJUGACION DE LA CARGA

DrriNiCION 2

Una conjugacion de la carga respecto de una estructura compleja
J sobre un campo clésico (B, L) es un automorfismo diferenciable
C: B —~Btalque a) C(E,) CE, para todo x€eV, b) C2=1,
¢) C-J= —]J-Cy d) la prolongacién natural C de C a B deja
invariante la lagrangiana £ del campo.

B E_s evidente, a partir de las definiciones, que el automorfismo
C: B — B tiene, respecto de J, las mismas propiedades @), b) y ¢)
de C respecto de J. Por otra parte, se verifica el siguiente importante
lema:

LeMA 2

Rl

(D) = — Dy
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DEMOSTRACION

Puesto que C (Dj) es un campo vectorial vertical de B sélo hara
falta comprobar la igualdad sobre las funciones f de B lineales sobre
las fibras. Se tiene en efecto:

CDj)f=CD;Cf=CJC ' f=—JCCf=—]f=—Djf
c.q.d.

I.a denominacién dada a este tipo particular de transformaciones
estd justificada después del siguiente importante teorema:

TEOREMA 2

Si C es una conjugacién de la carga y ¥ es la (m-1)-forma de
carga-corriente, se verifica:

donde C es la prolongacién natural de C al fibrado B.

DEMOSTRACION

Por ser C la prolongacién natural al fibrado B de un automor-
fismo C de B tal que C (E,) € E, para todo x ¢ V, entonces se veri-
fica: CO = A6, donde 4 € Hom,z (M5, Mg) es constante sobre las
fibras de B. Aplicando C a laigualdad b) del Teorema 1 ((1), seccién 2),
teniendo en cuenta que C (£) = L, se obtiene:

iC(X)d(A6) +dL=C(F)A0
Aplicando esta igualdad a los campos vectoriales D de B tales

que p (D) = 0 (p es la proyeccién canénica de B sobre B), entonces
se verifica sobre estos campos:

iAC(X)d0+dL=0
Esto implica que:

AC@) =iAC(X)ow =20
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De donde entonces:

CB=COoD)R=A6(—Dj)C(Q)=—3
c.q.d.

Hasta aqui nuestro tratamiento ha sido completamente general.

Vamos a estudiar ahora con algo méis de detalle la conjugacién
de la carga en el caso particular de la teoria relativista de campos
sobre el espacio-tiempo de MINkOwsKI. Como es bien sabido, en este
caso se supone que el grupo de POINCARE G (o su recubridor umni-
versal G) opera sobre el fibrado B por automorfismos de fibrado
vectorial, y deja invariante (en el sentido de la teoria variacional)
al campo fisico considerado. Los invariantes de NOETHER corres-
pondientes son los tan llamados invariantes cinemdticos del campo
(impulso-energia, momento cinético, etc.). Pues bien, vamos a pro-
bar en estas condiciones el siguiente importante Teorema:

TEOREMA 3

Si una conjugacién de la carga C deja fijos todos los elementos
del 4lgebra de L1e A¢ del grupo de PoiNcARE G (o de su recubridor
universal G), entonces su prolongacién natural C al fibrado B deja
fijos todos los invariantes cinemdticos del campo.

DEMOSTRACION

Ante todo, C deja fijas las subidas canénicas a B de todos los
elementos del élggbra de L1e A¢. En efecto, sea D € Ag y D la subida
canénica de D a B. Por definicién se verificara:

L0 =460
Aplicando C a esta igualdad tendremos:
Lep)(A0) =C(D)A 6+ ALz 0 =C (¢) A 6
De donde:
Lep) = ¢'0

Entonces ;CT (D) es una t.i.c.g. Por otra parte, por la hipétesis del
Teorema, C (D) se proyecta por p (proyeccién canénica de B sobre B)
en D. De aqui se sigue que C (D) = D.
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Para concluir ahora la prueba basta seguir el mismo razonamiento
de la demostracién del Teorema 2.

c.q.d.

En lo que sigue de esta seccién supondremos que la conjugacién
de la carga C verifica la hipétesis del Teorema 3. Entonces su prolon-
gacién natural C al fibrado B dejara fijos todos los invariantes cine-
mdticos del campo, y transformari el invariante § de carga-corriente
en — §. A una transformacién con este efecto es a lo que en la teoria
relativista de campos se llama conjugacién de la carga. Naturalmente,
lo que procede ahora es analizar para cada campo concreto el pro-
blema de existencia y unicidad de este tipo de transformacién. Como
ejemplo vamos a tratar este problema en los casos elementales de
los campos escalar, mesonico vectorial y de Dirac libres. A este objeto
el siguiente Lema serd de mucha utilidad.

LEMA 3

Sea E,, un espacio vectorial real de dimensién 2 » dotado de una
estructura compleja J, #? una conjugacién respecto de J (esto es, una
transformacién lineal de E,, tal que #2 =1y %+ J = — J - %)y E°,
el espacio vectorial complejo definido por el grupo aditivo de E,,
y la multiplicacién por escalares 7e = Je. Entonces, cualquier otra
conjugacién C es de la forma C = 7 - *, donde 7 es una transformacién
lineal de E°, con la condicién 7 * -7 = 1.

DEMOSTRACION

Sea 7= C - *—1. Bastard probar que 7 es lineal sobre E¢, y que
7* - ¢ = 1. Para lo primero s6lo hace falta probar que 7 (i¢) = 7 7 (e).
Se tiene, en efecto:

t(ie) = (C-*~"Je=(C-J - J'-*71-Jle=(J - C-*71-J71 J)e=
—(JCorYe=(J De=i(o)
En cuanto a lo segundo, de #2= C2= 1, se sigue:

-;*-—;:(*,1;,*—1)-;=*,C,*—1,*-1.C ¥—1 —1

c.q.d.
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A. Campo escalar libre

Elfibrado B_7, V a partir del que se define este campo es el fibrado
producto directo V' x C del espacio-tiempo de MINKOWSKI V' por el
cuerpo de los niimeros complejos C. Entonces, el A-médulo de las
secciones transversales de B coincide en este caso con el 4-médulo
de las funciones diferenciables sobre V' con valores complejos.

El producto escalar de MINKOWSKI que tenemos definido en cada
espacio tangente V, a V en x puede extenderse del modo bien cono-
cido a la complejizacién V¢, de V,. Esto nos permite definir intrin-
secamente la lagrangiana L de este campo por la férmula:

L(p) = % @f.-@n. — %me(x)f (x)

donde P ¢ B, x = = (P), f es un representante cualquiera de P, f es
la funcién conjugada de f y el - indica producto escalar de MINKOWSKI.

Respecto de un sistema de coordenadas locales canénicas com-
plejas (x; z z p; p;) L toma la expresién bien conocida:

1 — 1 -
L==2gup:ipi ——m2z2z
2 i 8is P 2

ILa estructura compleja J de este campo viene definida por la
férmula:

J (%, 2) = (x,14)

El grupo uniparamétrico globalmente asociado al campo vecto-
rial D; de B opera sobre B por automorfismos de fibrado vectorial
y deja invariante al campo fisico en cuestién. Por otra parte, el grupo
de PoiNcARE G deja también invariante a dicho campo al operar
sobre B por la regla:

g, 2) = (gx), 4)

Bajo estas condiciones tenemos el siguiente teorema:

TEOREMA 4

Salvo un factor arbitrario de la forma e? existe, para el campo
escalar libre, una y sélo una conjugacién de la carga.
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DEMOSTRACION

El automorfismo C: B — B definido por la férmula:

C(x,4) =(x,«A) dondex eV, 1eC y x 1 es el complejo conju-
gado de 1, satisface todas las condiciones de una conjugacién de la
carga. Por el Lema 3 cualquier otra C’ vendré definida por la férmula:

C'(x, ) =(x,7-*4)

donde 7 es una transformacién lineal del espacio vectorial complejo
1-dimensional C tal que t* - 7 = 1. Entonces v = €.

c.q.d.

B. Campo mesonico vectorial libre

El fibrado B =,V a partir del que se define este campo es el
Hom (Ty, V x C), donde Ty es el fibrado tangente del espacio-tiempo
de MINKOWSKI V' y V' X C es el fibrado producto directo de V' por el
cuerpo de los numeros complejos C. Entonces, el A-médulo de las
secciones transversales de B coincide en este caso con el A-mddulo
de las 1-formas sobre V' con valores complejos.

La lagrangiana £ del campo es la funcién sobre el fibrado B defi-
nida por la férmula:

L(P) == (o) @a)+ m 0,5,

donde P ¢ B, x = % (P), w es un representante cualquiera de P, &
es la 1-forma conjugada de w y el - indica producto escalar de MiIN-
KOWSKI.

Respecto de un sistema de coordenadas locales canénicas com-
plejas (%; z; Z; pij pij) L toma la expresién bien conocida:

1 - — 1 _
L=— Zf gi & (P — Pi) (b — Pi) + §m2§gfi % %

La estructura compleja J de este campo viene definida por la
férmula:

J(x, 0) = (x, to,)

El grupo uniparamétrico globalmente asociado al campo vectorial
D; de B opera sobre B por automorfismos de fibrado vectorial y deja

12 — Collectanea Mathematica
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invariante el campo fisico en cuestién. Por otra parte, el grupo de
PoOINCARE G deja también invariante dicho campo al operar sobre B
por la regla:

g o) = (g ), " (dg),™")

Bajo estas condiciones tenemos el siguiente teorema:

TEOREMA 5

Salvo un factor arbitrario de la forma ¢ existe, para el campo
mesénico vectorial libre, una y solo una conjugacién de la carga.

DEMOSTRACION

Dado un sistema de coordenadas inercial (x, %, x; x,) de V, po-
demos identificar los fibrados By V x C* por el isomorfismo:

(*, w,) eB<—(x, z) eV x C*
donde:
0, = T2 (d5),
7

Por otra parte, respecto de (x, x, %, #,) toda transformacién del
grupo de POINCARE G tiene por ecuaciones: ¥; = a; + X by, x; (donde
h

las a; son ntimeros reales arbitrarios y (b;) es una matriz del gru-
po de LorENTz homogéneo propio L1), v opera sobre el fibrado
B =7V x C* por la regla:

g z) = (), & bin )

donde (b;;) es la matriz inversa y transpuesta de la matriz (b;,).

El automorfismo C: B — B definido por la férmula:

C(x, 2)) = (x, * 2;), donde x ¢ V, 2z; € C*+ y * z; es el complejo con-
jugado de z;, satisface todas las condiciones de una conjugacién de
la carga. Por el Lema 3 cualquier otra C’ vendr4 definida por la f6r-
mula: C' (x, z) = (¥, 7+ * z), donde 7 es una transformacién lineal
del espacio vectorial complejo C+ que verifica las condiciones si-
guientes: a) conmuta con el dlgebra de LiE de la representacién
lineal (b;) e L] — (3 ->IZ'_b,»,, z;) del grupo L} en el espacio vectorial

complejo C4; y b) t-7% = 1. Por a) 7 tiene que ser un multiplo 21
del operador identidad; y por 4) 2 tiene que ser de la forma e®.
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C. Campo de Dirac libre

Antes de plantear este caso vamos a recordar algunas notaciones
y conceptos de la teoria algebraica de spinores. Para mayores detalles
pueden consultarse (2), (3) y (4).

Sea E, el espacio vectorial de MiNkOwsKI, C el dlgebra de CLIF-
FORD sobre E,;, C* la subalgebra de C de los elementos pares y
I, I'* y I'y* los grupos de CLIFFORD, especial de CLIFFORD y redu-
cido de CLIFFORD, respectivamente. I;™ es el recubridor universal
del grupo de LorENTZ homogeneo propio L] . Denotaremos por % el
homomorfismo canénico de I'y* sobre L}.

El algebra C admite, salvo equivalencias, una sola representacién
lineal irreducible sobre espacios vectoriales complejos de dimensién
finita. El substrato S de una tal representacién, que es un espacio
vectorial de dimensién 4, se denomina espacio de spinores. Un mé-
todo para seleccionar una de estas representaciones es como sigue:
sean E4 y C la complejizacién de E4 y C respectivamente, N un sub-
espacio isotropo méximal de E, (si (¢; ¢2 ¢; ¢4) es una base ortonormal
de E,, la pareja de vectores e, + 7 ¢, y €3 + e4 generan, por ejemplo,
un tal subespacio) y # la forma de 4drea contravariante (Gnica salvo
constantes) del subespacio N. Entonces se verifica: que el ideal por
la izquierda S generado en C por u es simple, y, por tanto, define una
representacién irreducible de C que sigue siéndolo de C. La represen-
tacién asi construida se denomina spimorial. Esta representacién
induce sobre los grupos de CrLirrorD I', I't y I'y* sendas representa-
ciones que también se llaman spinoriales. La de I sigue siendo irre-
ducible, en cambio, respecto de I'* y I')* el espacio S se descompone
en dos subespacios de dimensién 2 irreducibles S; y S, (los espacios
de semiespinores).

Si (e, e, e, ¢,) es una base ortonormal de E4 y u es la forma de
adrea contravariante del subespacio N = <<e; + 13, €3 + €4 > los
spinores Sy = #, S» = €10 %, S3 = €3 0 U, S4 = € o €3 o u constituyen
una base del espacio S de spinores respecto de la cual los vectores (e;)
se representan, por la representacién spinorial, en las matrices de
DIrAC (y;). Por esta razén a (s; s2 s3 S4) la llamaremos base DIRAC
inducida en S por la base ortanormal (e e; €3 ¢4).

Finalmente, sobre los spinores S podemos definir canénicamente
una métrica < , > hermitica, no degenerada e invariante por la
representacién spinorial del grupo Iy* (véase (4)). La poloridad indu-
cida por esta métrica es la tan llamada adjuncién Dirac.
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Tras estas consideraciones previas vamos a plantear ya la teoria
lagrangiana del campo de Dirac libre.

Elfibrado B _=, V a partir del que se define este campo es el fibrado
producto directo V' X S del espacio vectorial de MiNkROWSKI V = E,
y el espacio S de spinores. En este caso el 4-médulo de las secciones
transversales de B coincide con el A-médulo de las funciones dife-
renciables sobre V' con valores en S (los campos spinoriales).

Si (%1 %2 %3 x4) es un sistema de coordenadas inercialde V (¢, ¢, ¢, ¢,)
una base ortonormal de E4 y (S1 S2 S3 S4) la base DIrAc inducida en S,
podemos definir la lagrangiana de este campo por la fé6rmula:

L@%=12<¢@xa(wy>—<ﬂﬁ)m@wr>—m<ww@m>
2 n Bx,, x .axn x

donde P ¢ B, x =n (P), p es un representante cualquiera de P y la
métrica < , > es la mencionada anteriormente (*).

La estructura compleja J de este campo viene definida por la
férmula:

Jbos) = (is)

El grupo uniparamétrico globalmente asociado al campo vectorial
D; de B opera sobre B por automorfismos de fibrado vectorial y deja
invariante al campo fisico que estamos considerando. El invariante
de NoETHER de carga-corriente § correspondiente toma la expresién:

FP)=iZ(— 1) <o @), ey (£) >dxs A ... A dxy A ... \ dxa
h

donde P, x,p y < , > son los definidos més arriba a propésito de L.

Por otra parte, el grupo GoX I'y", producto semidirecto del grupo
Go de las translaciones de E4 por el grupo reducido de CrirrorD o+,
deja también invariante (en el sentido de la teoria variacional) al
campo de Dirac libre al operar sobre B por la regla:

(@, &) (x, 5) = ((a, &) » , g5)

donde a € Go,ge vt vy g =h(g) e L1. Los invariantes de E. NoE-
THER correspondientes son los invariantes cineméticos del campo de
Dirac libre (impulso-energia, momento cinético, spin, etc.).

(*) La teoria lagrangiana del campo de Dirac puede formularse de un
modo totalmente intrinseco pero esto nos hubiera llevado aqui demasiado
lejos respecto del fin que nos proponemos.
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Planteada en estos términos la teorfa lagrangiana del campo
de Dirac libre vamos a tratar ahora el problema de la conjugacién
de la carga para este caso.

Por las definiciones dadas todo el problema queda reducido, evi-
dentemente, a encontrar una transformacién antilineal e involutiva
C del espacio S de spinores tal que:

a) C deje invariantes todos los elementos de la representacién
spinorial del algebra de Lir del grupo reducido de CrirrorDp Iot.

b) la prolongacién natural C al fibrado B del automorfismo
C: B — B definido por la férmula C (x, s) = (x, Cs) deje invariante
la lagrangiana L del campo.

Pues bien, en este sentido tenemos el siguiente importante teo-
rema:

TEOREMA 6

La transformacién C queda univocamente determinada por la
condicién a) salvo un factor de la forma ¢®.

DEMOSTRACION

Sea (e, ¢, e, ¢,) una base ortonormal de E4 y (s, s, s; s,) la base
DrIrac que induce sobre S en el sentido apuntado més arriba. El al-
gebra de Lie de I'g* estd generada por los elementos

€ 0 €, €106 € 06, €086, €086, €306

Denotemos por * la conjugacién sobre S definida por la férmula:
* (X Ahs) =2 2 s;, donde los 4; son los conjugados de los 4;. Por
el Lema 3 cualquier otra conjugacién C serd de la forma C =17 - *,
donde 7 es una transformacién lineal de S tal que 7 -7* = 1. Para
que C verifique la condicién a) es necesario y suficiente que 7= veri-

fique las condiciones:

T(e,0e)T l=—¢ 08¢,

1‘[(61063)1'_1:61063
1

Tl o) Tt =e 06

Una solucién inmediata de estas ecuaciones es T = ¢,, la cual,
por verificar también e,-e,* = 1, nos proporciona la conjugacién
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C = e, *. Vamos a ver que, salvo un factor de la forma e, esta
conjugacién es tinica. En efecto, por el Lema 3 de nuevo, cualquier
otra C’ serd de la forma C' = A4 - (¢, - *), donde 4 es una transfor-
macién lineal de S tal que: a’) conmuta con los elementos e; o e,
e,oe3ye oe,yb)A-(e2-*) A (e2-*)"1= 1. Por a’) A tiene que
ser un elemento del centralizador de la subédlgebra C~ de los elementos
pares, o sea, debe ser de la forma A =a-1-4+ 0 ¢ 06, 0 ¢; 0 ¢4
siendo a y b ntimeros reales. Entonces, como ¢, o ¢, o ¢3 o ¢, opera
sobre S, por la representacién spinorial, como el nimero ¢, A tiene
que ser un multiplo complejo AI del operador identidad. Aplicando
ahora la condicién &’) A debera ser de la forma e?.

c.q.d.

Seguin esto, para que en la teoria del campo de Dirac libre ten-
gamos una conjugacién de la carga ha de ocurrir que la prolongacién
natural C al fibrado B del automorfismo C: B — B definido por la
formula C (x, s) = (x, Cs), donde C es la transformacién determinada
por el Teorema 7, deje invariante la lagrangiana L del campo. Pero
es el caso que esto no es asi pues se verifica C (£) = — L. Entonces
en este caso particular no existe ninguna conjugacién de la carga en el
sentido del formalismo general que hemos desarrollado.

Sin embargo, este automorfismo C : B — B asi obtenido si que
llega a satisfacer todas las condiciones de una conjugacién de la carga
al pasar a la teoria cuantizada. Esta es a nuestro juicio la razén de
porqué se considera la conjugacién de la carga, para el campo de DIRAC
libre, solamente en el formalismo cudntico.

4. RELACION ENTRE LAS ESTRUCTURAS COMPLEJA
Y SIMPLECTICA DE UN CAMPO CLASICO

Siguiendo la teoria general de (1) (seccién 3.2), a la base del es-
tudio simpléctico de un campo clésico (B, L) dotado de una estruc-
tura compleja J nos encontramos con dos campos vectoriales funda-
mentales: los campos D, y D7, en correspondencia respectiva con las
densidades hamiltoniana H y de carga-corriente ¥ de dicho campo.
D, y D7 verifican las importantes relaciones:

LT); Qm =0 LD‘]‘ @m =0

La primera ya la tenemos demostrada en (1) y para probar la
segunda basta repetir exactamente el mismo razonamiento. En toda



Iistructura compleja en la Teoria cldsica de campos 173

esta seccién haremos la hipétesis (que desde luego se verifica en to-
dos los casos interesantes) de que el paréntesis de L1y [D,, Dj] sea
nulo. Entonces tendremos la relacién:

Lz)j H=0

Tras estas observaciones preliminares vamos ya a analizar, desde
un punto de vista formal, la conexién que existe entre las estructras
compleja y simpléctica del campo fisico considerado. La rigorizacién
analitica de las consideraciones que aqui hagamos es, naturalmente,
cuestién a tratar para cada campo concreto.

El campo vectorial Dj del fibrado B define, via el Lema 3 de (1)
(seccién 3.2), un campo vectorial sobre el especio de BANACH E (en
donde tenemos inicialmente definidas las ecuaciones de HAMILTON
del campo) que seguiremos denotando por D7 por simplificar la nota-
cién. Por otra parte, la densidad de carga-corriente ¥ define sobre
£ una funcién Q por la férmula:

Q) =J%
e
a la que llamaremos funcién carga.

En estas condiciones tenemos ahora el siguiente importante teo-
rema:

TroREMA 7 (de conexién entre las estructuras compleja y simpléc-
tica).

El campo vectorial D es restringible a la subvariedad ¥ de E
definida por las ligaduras secundarias del campo. Las restricciones
a V de D7 y de la funcién carga Q son proyectables sobre la variedad 7
definida por las ligaduras primarias (o gauge) del campo. $i D7 y Q
son las correspondientes proyecciones se verifica: que el grupo uni-
paramétrico asociado a D7 es de isometrias simplécticas con () como
funcién generatriz.

DEMOSTRACION (formal)

Sean H y w> = dw, la hamiltoniana y la métrica simpléctica del
campo sobre el espacio de Baxacu E. Las condiciones L,,j H=0y
Lp; 0,,=0 implican se verifiquen las relaciones D7 H =0, LD; ;=0
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y LD-] w2 = 0. En efecto, siguiendo las definiciones y métodos for-
males de (1) tendremos:

(Dj H), = (@ H), fLDJ =0
(LDJ 6‘)l ‘({ LI)] m e=0
LDI- w2 = ij L’Z(')] = dLDj wp = 0

Segiin esto, el grupo uniparamétrico {r;} asociado a Dj dejard
invariantes las ecuaciones de HamirroN del campo sobre E y, por
tanto, también dejari invariante la cadena de subvariedades:

Esto implica que Dj sea restringible a la subvariedad V.
Si ahora D es un elemento cualquiera de rad (w2)v, tendremos:

0= Lp;4 D (03), =i [D7, D] (w2), + i D Ly (w2), =1 [D7, D] (w2),

o sea [Df, D] e rad (w2),, lo cual implica que Dj sea proyectable
sobre la variedad 7.

Por otra parte, de la relacién Lp; w; = 0 se sigue:
0=Lpjwi=1tDjw:+diDjw, =1Dj w2+ dQ
de donde:
t1Djw,= —dQ
Esto implica que para todo D € rad (w2), se tenga:
DQ=1DdQ=—iDiDjw,=1DjtDw,=0

lo cual demuestra que la funcién Q es también proyectable sobre
la variedad 7.

Finalmente, proyectando a 7 las ecuaciones:
Lujwz =0,tD7mw,=—4dQ

resulta, por definicién, que el grupo uniparamétrico asociado a la
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proyecciéon D del campo vectorial Dj es de isometrias simplécticas
con funcién generatriz la proyeccién @ de la funcién carga Q.
c.q.d.

Por razonamientos formales andlogos a los anteriores es fécil
comprobar que toda conjugacién de carga C induce de un modo
natural una isometria simpléctica que deja invariante la hamilto-
niana H y transforma la carga Q en — (. Este resultado constituye
la interpretacién dindmica de este importante tipo de transforma-
ciones.
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