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] — INTRODUZIONI

In un recente lavoro {1} C. I'RONSDAL osserva che l'assenza di
un gruppo di movimenti in sé stessi, nei pitt generali spazi di Riemann,
costituisce un formidabile ostacolo alla estensione dei modelli fisici.
Infatti, nello studio delle particelle elementari, la costruzione di una
teoria fisica ¢ la sua interpretazione é basata, piuttosto che sul con-
cetto di campo, sui concetti di energia, momento e spin, la cui esistenza
é assicurata da un principio di invarianza rispetto ad un gruppo, grup-
po che nel caso della relativita ristretta é quello di LoreN1z non
omogeneo a 10 parametri (gruppo di POINCARE).

Egli quindi sostiene la opportunita di generalizzare la relativita
ristretta, passando ad uno spazio-tempo a curvatura costante (Uni-
verso di D¥ S1rTER) il quale possiede, come é noto [2' un gruppo di
movinlenti in sé ancora a 10 parametri. In tale spazio si possono
allora definire I’energia, il momento, la massa e lo spin ¢ si potranno
studiare le rappresentazioni lineari irriducibili del gruppo, le particelle
elementari e le loro interazioni. Inoltre si potranno eliminare, nel
- modo pilt semplice ¢ naturale, gli integrali divergenti.

Ora € ben noto che sin dal 1952. I.. FANTAPPIfi aveva proposto
una sua «teoria dei modelli di Universo» non pitt basata sulla rela-
tivita generale, ma sulla teoria dei gruppi. Se immaginiamo 1'Universo
come un sistema non caotico, ma ordinato, e quindi retto da leggi, é
su tale concetto che bisogna fondare una teoria matematica dei possi-
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bili modelli di Universo. Egli osserva che «una caratteristica essenziale
della nostra scienza fisica, come si € venuta costituendo da GALILEO in
poi, consiste in questo: che essa non ci da soltanto una descrizione
pitt o meno perfetta dei fatti osservati, ma ci da soprattutto le leggs
che governano tali fatti, cioé delle regolarita generalissime che si
verificano, non gia per un fenomeno contingente,.ma per tutta una
classe di fenomeni, che quindi, per qualche riguardo, possono consi-
derarsi wuguali, superando cosi la contingenza di ciascun fenomeno
singolo della stessa classe.... Con la scoperta delle leggi, che non
sono pill fafti naturali, rilevati direttamente od indirettamente dai
sensi, ma relaziont tra tali fatti, che possono essere rilevate, non gia
dai sensi, ma soltanto dall'intelletto, la scienza fisica é passata da un
primitivo stadio descrittivo dei fatti, allo stadio attuale che potremo
dire esplicativo e pitt veramente scientifico, in quanto la conoscenza
delle leggi, cioé delle relazioni tra i fatti, ci porta finalmente alla
comprensione di piit strette connessioni, che sussistono tra i fatti
stessi» [3].

Se riflettiamo allora sul significato piit profondo del concetto di leg-
ge, vediamo che una legge, dovendo valere per tutta una categoria di
fenomeni uguali, risulta strettamente collegata al concetto di ugua-
glianza. Ma il concetto di uguaglianza é esprimibile mediante un
insieme di operazioni geometriche, le quali formano un gruppo,
rispetto al quale le leggi debbono risultare invarianti. E poiche ci
sono infiniti gruppi di trasformazioni, ne seque che ci sarrano infiniti
modelli di Universo, le cui leggi possono essere determinate per via
matematica, a partire dal relativo gruppo, il quale esprime il criterio
di uguaglianza tra due enti o fenomeni fisici.

Nello studio della fisica hanno poi particolare importanza i gruppi
delle rotazioni negli spazi ad » dimensioni SO,: essi infatti godono
della proprietd che ognuno di essi contiene i precedenti ed é contenuto
nei successivi. In conseguenza, ai vari gruppi delle rotazioni corri-
sponde tutta una serie di modelli di Universo, ognuno dei quali perfe-
zioma 1 precedentt ed é perfezionabile nev successivi: tali modelli pos-
sono quindi essere considerati come delle successive approssimazioni
del nostro Universo reale.

Da questo punto di vista, il gruppo di POINCARE (a 10 parametri)
della fisica relativistica, risulta un perfezionamento del gruppo di
di Garirro della fisica classica, e ci si presenta come caso-limite
del gruppo di DE SITTER-FANTAPPIE, ancora a 10 parametri. A tale
gruppo, isomorfo a quello delle rotazioni SOs nello spazio a cinque
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dimensioni, corrisponde una nuova «relativitd proiettiva» che é stata
da me sviluppata in questi ultimi anni, e confrontata con le pin
recenti ricerche in campo cosmologico.

Un successivo ampliamento della fisica porta al «gruppo conformes
a 15 parametri, che risulta isomorfo al gruppo delle rotazioni SOgq
nello spazio a sei dimensioni, a cosi via [4].

T poi interessante osservare che nel passaggio dal gruppo SO; ai
successivi, appare ogni volta una costante universale, e quindi nel
gruppo SO, dovranno intervenire n-3 costanti universali: infatti
nella relativita ristretta (SO,) interviene la velocita ¢ della luce, nella
relativita proiettiva (SO,) appaiono le due costanti ¢ ed » (raggio
dell'universo) ed infine nella relativita conforme (SOg) intervengono
le tre costanti c¢,» ed & (costante di PLANCK).

In questo lavoro mi propongo di far vedere come il gruppo di DE
SITTER-FANTAPPIE, oltre a fornirci una nuova cosmologia proiettiva,
si sta rivelando di particolare interesse nello studio delle particelle
elementari. Si ottiene cosi una prima convergenza tra i risultati della
cosmologia e quelli della microfisica. Dopo una rapida rassegna di
alcune delle pit1 recenti ricerche sull’'universo di De SITTER, fatte dal
punto di vista gruppale, esaminero il legame tra la relativita proiet-
tiva e quella conforme.

2 — RELATIVITA PROIETIIVA E COSMOLOGIA

Lo studio della cosmologia, fatto in base ai pilt recenti risultati
della fisica e dell’astronomia, dovrebbe permetterci di risalire alla
origine ed evoluzione dell’'universo, e dovrebbe rivelarci il legame tra
le leggi del microcosmo e quelle del macrocosmo. Se infatti I'universo
é un tutto armonico ed organicamente collegato, la conoscenza di una
sua piccola parte ci dara la spiegazione delle sue proprieta su grande
scala, come del resto ci fanno intravedere le semplici relazioni tra le
costanti universali della fisica atomica e della cosmologia.

Nella cosmologia troviamo invece le teorie piit disparate, ed esiste
il pitt completo disaccordo anche su punti fondamentali, come per
esempio a proposito della eta finita od infinita dell’universo, la validita
o meno del principio cosmologico perfetto e la legge di conserva-
zione della massa-energia. Il motivo di tale disaccordo é da ricer-
carsi nel fatto che la relativita generale di EINSTEIN é compati-
bile con un numero infinito di modelli di Universo, ed il problema
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cosmologico, cosl come viene impostato, risulta largamente inde-
terminato.

Occorre quindi una teoria che sia compatibile con un solo modello
di Universo, e di questo parere sono vari cosmologi, come BoxDI,
GoLDp e Sciama. I1 Milne aveva cercato di costruire una siffatta teo-
ria, partendo da principi generali posti a priori, come il principio
cosmologico e I'espansione con velocita di fuga proporzionale alla di-
stanza, ma la sua «relativitad cinematica» non é risultata convincente,
sia dal punto di vista fisico che matematico. I,a cosmologia moderna
si trova quindi in presenza di tutta una serie di teorie tra loro in-
compatibili, e che non si sanno conciliare in una teoria unica.

Per superare le varie difficolta in cui si dibattono le varie teorie
cosmologiche, sarebbe pilt opportuno, invece di costruire delle teorie
pitt o meno arbitrarie, vedere se si puod perfezionare la relativita ri-
stretta in modo da renderla adatta allo studio dei fenomeni su scala
cosmologica.

Ora, come ha dimostrato I,. FaxTaprif: nel 1954, la relativita ri-
stretta risulta caso-limite di una nuova teoria basata sul gruppo dei
movimenti in sé del cronotopo di DE SITTER a curvatura costante 31,
Per sviluppare questa nuova teoria con la tecnica dei gruppi, e cioé
senza ricorrere alla geometria differenziale, ho osservato che uno
spazio curvo, dovra apparire ai suoi osservatori come se fosse piatto,
e quindi occorre utilizzare la rapprensentazione geodetica di BrL-
1RAMI di uno spazio a curvatura costante su di uno spazio piatto [5].
% noto infatti che la geometria riemanniana degli spazi a curvatura
costante, viene subordinata alla geometria proiettiva, ed il K1.EIx ha
mostrato che questo puo farsi al modo di CavrEy, e cioé assumendo
una quadrica, la quale viene considerata nello spazio proiettivo come
«assoluto» di una geometria metrica. Si ottiene cosi una versione
«proiettivan della nuova relativita, che per tale motivo ho chiamato
«elativita proiettivan (il termine «relativita finaley, introdotto del
T'ANTAPPIE, si pud prestare ad equivoci).

11 «gruppo di D1: SrrrER» che rappresenta i movimenti in sé dello
spazio-tempo a curvatura costante, corrisponde nella versione proiet-
tiva al «gruppo di Faxraprprfy le cui trasformazioni mutano in sé
I'assoluto di Cavrirev-Krrix della geometria non euclidea. Questa
impostazione mi ha permesso di sviluppare la nuova teoria con i
metodi della geometria proiettiva, e quindi con un formalismo ma-
tematico perfettamente analogo a quello utilizzato nella relativita
ristretta.
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Una volta calcolate le trasformazioni finite del gruppo di FANTAP-
PIf:, si trova che nella relativitd proiettiva vale una legge di addizione
delle durate, analoga a quella di addizione delle velocita, e quindi ap-
pare una durata limite r/c che si pud interpretare come eta (apparente)
dell’universo. Inoltre viene ritrovata a partire dal gruppo la legge di
fuga con velocita proporzionale alla distanza, e la costante di Hubble
assume il valore c/r (sullo spazio di contemporaneita ¢ = 0). Suc-
cessivamente ho fatto vedere che si ha una variazione della massa
non solo con la velocitd, ma anche con la distanza spazio-temporale
dall’osservatore, ed in conseguenza nella relativita proiettiva, ogni
corpo di massa m possiede non soltanto una energia intrinseca
L == myg 2, ma anche un momento di inerzia polare intrinseco, dato
da I = mgyr2, dove 7 é il raggio del cronotopo. ’

Per tale via si possono ritrovare in modo rigoroso alcuni dei prin-
cipali risultati della relativita cinematica di MirxE e delle teorie evo-
luzionarie e stazionarie dell’'universo, teorie che sembravano tra loro
incompatibili. Si introduce in tal modo una doppia scala sia spaziale
che temporale, ed il legame tra le due scale é espresso mediante I'in-
variante proiettivo della geometria non euclidea (logaritmo di un
birapporto). La nuova relativitd porta poi ad una unificazione della
idrodinamica relativistica e dello elettromagnetismo, cosa che del
resto é suggerita dalla moderna magnetoidrodinamica relativista,
sviluppata proprio in questi ultimi anni.

Lo studio dell’Universo di De Sitter, fatto mediante la teoria dei
gruppi ci consente quindi di sviluppare una nuova teoria cosmologica,
e si rivela molto utile nello studio delle particelle elementari, come
vedremo mnei successivi paragrafi.

3 — I/UNIVERSO DI DE SITTER ED II, GRUPPO DI I'ANTAPPIL

Nel 1956 ho calcolato le trasformazioni finite del gruppo proiettivo
di FaxTAPPIf, in alcuni casi notevoli e successivamente ne ho esami-
nato alcune conseguenze fisiche. Adesso completerd quei risultati,
calcolando le trasformazioni di tale gruppo, nel caso in cui interven-
gono i quattro parametri della traslazione 7; (¢ = 1,2, 3,4) cioé
Ty(x=1,2,3) e Ty

A questo scopo osserviamo che nella relativitd ristretta, per pas-
sare dalle trasformazioni di LorRENTz nel caso in cui il parametro
V é parallelo all’asse delle x
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, x—Vi , , t—V x/c2
= sV =4,2 =2t =

YR =

al caso generale, G. Hercrorz [6] ha scomposto il vettore x, di
componenti (¥, v, 2) in una parte a, lungo la direzione delle velocita

V, ed in una componente &, ad essa perpendicolare. Dalle (1) segue
che

(3.1)

— — 2
(3,2) . Ay Vat, bla — ba; t, 2 Va aa/c

e ViR

ora si ha
Ay =%g Vg Vo|V2; by =%, — @y = %, — 25 Vg V2
x’oc = alu + b’a; Voz Ay = Va (aa + bcx) = Vu Xq

e quindi dalle (2) seguono le trasformazioni cercate

U O S S __Vat
(3,3)
, bt —x, V,]c2 _
(t _ﬁ— con [32—— Va Va/cz

In modo del tutto analogo, dalle trasformazioni del gruppo di Fan-
TAPPIE nel caso in cui la traslazione é parallela all’asse delle ¢
t+ T,

— 2
(3.4) y, =TV TV ‘/lc oy = c
1+ —yt 1+ -yt

oo

scomponendo il vettore x; di componenti (x, vy, 2, cf) in due parti 4; e
b;, la prima parallela alla traslazione cronotopica T; e la seconda ad
essa ortogonale, e ponendo «, o, = a2 — 2, avremo

(35) b/s=bs\/l+ai“i_u1_ as+Ts

TFagopfr 5 1+ oy agfr (s=1.234)

Ora si ha
o oty = & (a; + by); a;=x T; T,/T?
bs =X — X Ti TS/TZ; x's = als + b,s
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addizionando tra di loro le (5) avremo allora la trasformazione

V’ _£T1 TS/TZ + Ts + (xs _ xm Tm TT/TZ) JW
Vs T l + Ly xnl/” .

e semplificando

xr zxs Jl + s Oy + Ts [1 + (xm va/Tz) (1 - \/1 + oy o(k)
* I + m?ﬂ xﬂl/r

la quale si puo scrivere nel seguente modo

4.6 | v BVTTZ =P+ [ 45 Tl T 2= 77)
s 1 + o xk/7

che é la traslazione proiettiva di parametri T;.
Se si vuole che nella (6) non figurino radicali, sostituiamo al para-
metro 7T; il nuovo parametro 7;, cosi definito

(3,7) T,— 25

=1 " con 2 = 7, T,
— T

Ne segue allora che Y1 + o, @, = (1 + 72)/(1 — 72) e sostituendo tali
valori nella (6) otteniamo la trasformazione

. 14 72
(3,8) %' (xs+rs)————l_tz_2 s + 7

che non contiene radicali, e nella quale si é posto 7 ¥ = 7, ..

4 — 1,0 SPAZIO-TEMPO QUANTIZZATO DI SNVYDER

I/idea di introdurre in fisica una lunghezza elementare per su-
perare alcune difficolta della teoria quantistica dei campi, risale
ad HEISENBERG (1938). Pill recentemente essa é stata ripresa da
H.S. SNYDER [7], nel 1947, con la introduzione di uno «spazio dei
momenti» di DE SITTER a curvatura costante: in tal modo 1’ordinario
spazio piatto dei momenti viene modificato in grande, e cioé per grandi
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valori dei momenti. Si trova allora che gli operatori di traslazione
sono dati da

) 7\2 o 2 A% a
41) v’ =1kl —- 2 apm____texd—=h| — — [ — Ap7—
R Pl En R st ey

e non sono pitt permutabili. Come osserva G. Crcocya, le X' non
sono pill osservabili simultanee, e si puo allora ricavare una relazione
di incertezza approssimata

(4,2) AxtAxk ~1/r2

La introduzione di un raggio di curvatura nello spazio dei momenti,
non solo modifica su grande scala le sue proprieta ma conduce pure
ad una modifica microscopica, e cioé apprezzabile su distanze dell’or-
dine di 1/r.

Pili recentemente (1960-63) Gor’FAxD [8] e KADYSHEVSKY [9]
considerano lo spazio dei momenti di DE SITTER, nella sua versione
proiettiva, ed osservano che tale spazio risulta discreto, mentre é
continuo solo su larga scala. Scelte le unitd di misura in modo che
¢ = h =1 ed introdotta una metrica proiettiva al modo di KLrINX,
I’assoluto di tale metrica é la ipersuperficie

(4,3) p2=1 con p2=pip

ed il gruppo dei movimenti nello p-spazio é dato dalle trasformazioni
che lasciano invariante la (3). Tale gruppo dei movimenti contiene
quello di I,oriNtz, formato dalle trasformazioni che lasciano inva-
riante $2 e mutano in sé il punto p = O. Oltre a quello di I,0RENTZ,
tale gruppo contiene le «traslazioni di vettore k», che trasformano il
punto p = O nel punto k. Esse vengono indicate col simbolo p (+) &,
e sono date da

_ VI =R R+ pR/(1+ YT R
- 1+pk

(44) gq=p(+)k

Si ha cosi una legge di addizione dei vettori nel p-spazio, che non é
pilt commutativa, perché p(+)k = k(--)p, tranne il caso in cui i vet-
tori sono colineari, perché allora

_p+Ek_
(4.5) p(H) k= Lk k(+)p
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I.a (4) non é altro che la traslazione del gruppo di IFANTAPPIE, che
abbiamo calcolato al numero precedente, salvo che adesso é riferita
ai momenti, invece che alle coordinate.

Applicando questa nuova legge di addizione dei momenti,
Gor’Fanp sviluppa la tecnica dei diagrammi di FEYNNANN, in modo
da tener conto che nello spazio dei momenti di Dr S1r1ER non vale
pilt la legge di conservazione del momento-energia. Allo scopo di
semplificare i calcoli, egli introduce una /-parametrizzazione, ed
allora la (4) assume una forma pitt semplice

- 12

1 ‘ B o
(46) g=do()p=1+ TTE 20 (0 -+ p) con k= 21/(1 —12)

nella quale non intervengono pitt i radicali, e che soddisfa ancora alle
condizioni di invarianza proiettiva.

Per tale via si possono eliminare le espressioni divergenti (cata-
strofe dell’ultravioletto) e le anomalie nella interazione particella-
antiparticella risultano una conseguenza delle proprietd dello spazio
a curvatura costante. Viene poi stabilito il notevole risultato che
mentre in generale la legge di conservazione della massa-energia é
solo approssimata, essa vale rigorosamente negli urti elastici. Ia in-
troduzione dello p-spazio a curvatura costante ci permette di basare
la teoria delle particelle elementari solo su una interazione debole
universale e sulla interazione elettromagnetica. In questa teoria in-
fatti, le interazioni forti sarebbero degli effetti secondari associati
alla formazione dei mesoni nelle particelle composte. In tal modo
si potrd trovare una spiegazione delle strane proprietd geometriche
dei processi deboli, come la non conservazione della parita spaziale
e la non invarianza per forti inversioni del tempo.

T.a introduzione di una lunghezza fondamentale dovrebbe quindi
permettere una corretta descrizione dei processi fisici che avvengono
alle alte energie e corrispondentemente su piccola scala. Questo si-
gnifica che la struttura geometrica dello x-spazio in piccolo e dello
p-spazio in grande sono strettamente connesse alle interazioni deboli.

5 — MopELLI DI UNIVERSO E GRUPPI TOPOILOGICI

Nella sua «teoria dei modelli di Universo» (1952) basata sui gruppi,
il Faxrappif faceva corrispondere ad un gruppo di Lie G ad 7
parametri, un modello di Universo UG’. Tale gruppo definisce, come
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si é detto, un criterio di uguaglianza tra due enti o fenomeni fisici, e
ad esso corrisponde un ben determinato sistema di leggi, che possono
essere determinate per via matematica, una volta noto il gruppo.

Secondo il FANTAPPIE, in un Universo quantico UG’, definito
su di un gruppo base, il campo naturale di definizione delle funzioni di
stato @ (x) é proprio il gruppo topologico G” stesso [10], e cioé I'insieme
dei punti ¥ immagini di tutte le trasformazioni T, del gruppo G”. In
questo spazio G” dei punti #, il «gruppo base» con cui si passa da una
entita fisica ad un’altra entitd uguale, subordina allora il gruppo
parametrico destro

(6,1) ¥=2x.a

mentre il «gruppo obbiettivo» che descrive gli apparenti cambiamenti
dei fenomeni, dovuti ai cambiamenti di posizione dell’osservatore,
subordina il gruppo parametrico sinistro

(6,2) ¥ =oa.x

E poiché ogni operatore fisico K dovra risultare «nvariante» per questi
due gruppi, K si pud determinare per via matematica a partire dalla
sola struttura del gruppo base.

Ii noto che nello stato rappresentato dalla funzione ¢ (x), la gran-
dezza corrispondente all’operatore K ha il valore esatto 4, che é un
autovalore dell’operatore K, mentre ¢ (x) é una autofunzione. Si ha
quindi

(6,3) Ko(x) =g

Ma non tutti gli operatori funzionali lineari possono rappresen-
tare delle grandezze fisiche, perché ogni grandezza che abbia senso
fisico deve soddisfare alle due condizioni:

a) deve essere osservabile, cioé rilevabile sperimentalmente, me-
diante operazioni esattamente definite (definizione operativa);

b) deve avere carattere obbiettivo, e cioé deve risultare indipen-
dente dagli osservatori.

Queste due esigenze si traducono per I'operatore K nelle due con-
dizioni necessarie e sufficienti, espresse dalle relazioni

(6,4) Kog(x) =F, [T:' ¢ (#®)]
(6,5) T‘IKT(})zK(p
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La (4) traduce la esigenza della osservabilita, e ci dice che 'opera-
tore K si ottiene applicando un funzionale lineare puro F, alla fun-
zione cioé alla ¢ (x) nella quale si sia effettuato un generico cambia-
mento di coordinate T} ', in quanto tale funzione dipende dai parame-
tri o di questa trasformazione e non dalle coordinate x del punto, che
si considera costante.

La (5) traduce invece la esigenza che la grandezza abbia signifi-
cato obbieftivo, e ci dice che I'operatore K deve essere invariante (e
quindi permutabile) rispetto a tutte le trasformazioni T del gruppo
base G’, che definisce I'uguaglianza nell’'universo.

Tali condizions somo cosi restrittive da permettere la effettiva costru-
zione di questi operatori. Infatti, 1'operatore K puod sempre essere
caratterizzato da una indicatrice proiettiva P (¢), e tale indicatrice
deve essere un invaviante del gruppo duale del gruppo aggiunto: questa
condizione risulta non solo necessaria, ma anche sufficiente.

Ora, la determinazione degli invarianti del duale dell’aggiunto,
come integrali del sistema alle derivate parziali di L1, nel caso gene-
rale é tutt’altro che facile. Essa risulta pressoché immediata, nel
caso abbastanza generale che il gruppo base G’ sia semplice, come per
esempio il gruppo di FANTAPPIE.

Infatti, ’equazione caratteristica del gruppo

(6,6) (—1)d(e)=0" —v1 () "+p, (¢) 0> +...+(—=1)" y,_, (¢) 0=0

ha come coefficienti y; (¢) dei polinomi omogenei di grado s, nei para-
metri canonici, che si determinano con calcoli algebrici a partire dalle
costanti di struttura del gruppo, e risultano invarianti del gruppo
aggiunto di G.

Se poi si adoperano parametri canomnici «ortogonali», tutti gli
invarianti del gruppo aggiunto ed in particolare tutti i coefficienti
della equazione caratteristica, risultano pure invarianti del gruppo
duale.

Il numero degli invarianti indipendenti é dato dal rango ! del
gruppo (se esso é semplice) e quindi un sistema completo di tali in-
varianti é gia dato da [ coefficienti y, (f) della equazione caratteri-
stica, mentre tutti gli altri invarianti sono delle funzioni arbitrarie
di tali polinomi.

Il FANTAPPIE perveniva cosi alla interessante conclusione che in
un Universo quantico UG” si avranno in corrispondenza a questi /
polinomi y; (f) invarianti, altrettanti operatori lineari, e cioé I gran-
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dezze quantiche fondamentali e non piny, date dagli / operatori diffe-
renziali

(617) D; Y=Y (t) 4 ¢ (t ;V)

dove a secondo membro interviene il prodotto funzionale proiettivo
della indicatrice proiettiva ¢ (¢) che caratterizza il funzionale, per la
funzione della variabile /.

Applicando questi risultati al gruppo di D1 STrrER-FANTAPPIE, in
cui [ = 2, st trovano due tnvarianty fondamentali del gruppo aggiunto o
del suio duale, il primo dato da una forma di secondo grado nei para-
metri canonici, il quale porta ad una generalizzazione della equazione
di Schrodinger della fisica quantica [11], mentre il secondo invariante
risulta una forma di 4.° grado nei parametri, cui corrisponde un
nuovo operatore, il cui significato fisico si vedra al n.° successivo.

Nel 1956 il FANTAPPIE proponeva poi un nuovo metodo generale,
il quale permette, nel caso in cui il gruppo G" é compatto, il calcolo
effettivo di tutti gli autovalori 4 e di tutte le corrispondenti autofun-
zioni ¢ di un operatore K osservabile sul gruppo, e quindi in parti-
colare di un operatore fisico (cioé osservabile ed obbiettivo), sul gruppo
G” ad » parametri.

Tale determinazione, nel caso regolare, si riduce a sole operaziont
algebriche, perché viene ricondotta ad un problema classico del tipo
della equazione secolare delle piccole vibrazioni di un sistema ad un
numero finito di gradi di liberta [12].

6 — MASSA, SPIN, GRUPPI TOPOLOGICI

La teoria dei modelli di Universo di Fantappié, basata sui gruppi
topologici (1952) é rimasta incompiuta, a causa della scomparsa del
suo autore, avvenuta nel 1956. Solo recentemente, nel 1964 tale idea
é stata ripresa da I'. I,urgar [13], il quale é giunto indipendente-
mente ad analoghe conclusioni (sia pure limitate al solo gruppo di
Porxcare della fisica relativistica), partendo da considerazioni di na-
tura fisica. K perd da osservare che nel 1954 E.P. WieNER [14]
aveva accennato alla possibilita di usare le variabili extra, che appaio-
no nella formulazione gruppale, per descrivere lo spin delle particelle.

Il LurgaT osserva che nella fisica delle particelle elementari, lo
spin ha un ruolo secondario, perché la invarianza per le rotazioni
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appare meno importante della invarianza per le traslazioni, la po-
larizzazione appare meno importante dei momenti, e cosl via.

In effetti non esiste alcuna proprieta nota delle particelle, dalla
quale risulti che lo spin sia meno importante della massa. La intro-
duzione dello spin porta a delle complicazioni, solo perché noi suppo-
niamo che le funzioni di campo siano definite nello spazio-tempo di
MINKOWSKI.

Ora noi sappiamo che una particella, potendosi considerare come
un solido molto piccolo, non ha tre, ma sei gradi di liberta, e quindi
occorre prendere come spazio delle configurazioni una varieta a sei
dimensioni, varieta che ¢ isomorfa al gruppo delle rototraslazioni
nello spazio euclideo S; a tre dimensioni. In modo analogo, nella
fisica relativistica occorre utilizzare una varieta V', isomorfa al gruppo
di POINCARE: solo cosi si pud descrivere in modo completo sia la mas-
sa che lo spin della particella. In caso contrario noi permettiamo
solo alla massa, ma non allo spin, di giuocare un ruolo dinamico.

Per tali motivi il LURGAT propone di sostituire lo spazio-tempo
di MiNkowsKI con il gruppo topologico di Poixcarit (o meglio con
il suo gruppo di ricoprimento P’). ILa teoria dei campi che cosi si
ottiene dovra risultare invariante rispetto alle trasformazioni di
PoixcArf dello spazio di MINKOWSKI (trasformazioni affive), ed anche
rispetto ai cambiamenti di riferimento (trasformazioni passive). La
distinzione tra invarianza attiva e passiva é adesso molto impor-
tante, e corrisponde alla invarianza rispetto ai due gruppi base ed
obbicttivo, introdotta dal FANTAPPIE nelle sue ricerche (1952-56).

I campi fisici saranno quindi definiti sul gruppo I”’, una volta
scelto un riferimento standard, e si ottiene per tale via una semplice
caratterizzazione gruppale dei campi di Bosy e di Frrumi. Se poi
indichiamo con U(k) una rappresentazione unitaria del gruppo P’,
essa definisce pure una rappresentazione degli operatori «momento»
e «momento angolarey P; ed 3, (i, k = 1, 2..4), che sono le trasfor-
mazioni infinitesime del gruppo I°’. Tali trasformazioni possono es-
sere rappresentate mediante operatori di differenziazione destra agenti
sul gruppo topologico. Se indichiamo tali operatori allo stesso modo
P;, M, le equazioni d’onda di una particella di massa m e di spin s
saranno semplicemente:

7,1 PPio=m2, WWeo=—m2s(s+ 1
@ 4 '




64 Giuseppe Arcidiacono

dove ¢ é la funzione d’onda, e si é posto
.1
(7’2> Wi = 5 Stklm I)k Mlm

Il tal modo viene eliminata ogni ambiguita delle equazioni d’onda:
per ogni tipo di particella vi é una coppia di equazioni d’onda univo-
camente definita.

La prima delle (7,1) non é altro che il caso limite della equazione
si SCHRODINGER generalizzata di FANTAPPIf, mentre nella seconda
equazione interviene l'operatore del 4.° ordine, del quale si vede
adesso il significato fisico: mentre il primo operatore corrisponde alla
massa, il secondo corrisponde allo spin della particella.

7 — I’UNIVERSO DI DE SITTER E LE PARTICELLE EILEMENTARI

Le trasformazioni infinitesime del gruppo di DE SIrTER-FANTAP-
PIE sono

(7.1) Lyy=2%403 —%39, (A,B=12...5)

le quali soddisfano alle seguenti regole di commutazione

(7,2)  [Lap, Len] = gse Lap + gap Luc — gsp Lac — 8ac Lsp
con gy =gn=24g3= —gu=4¢gss=1; gas =0 (4 # B).
Se allora introduciamo le seguenti notazioni («, 8, y = 1,2,3)

(7,3) L,; = R, (rotazioni spaziali); L,4 = cV, (trascinamenti)
' L, =T, (traslazioni spaziali) ; L’,; = 7Ty/c (trasl. temporali)

I due operatori invarianti di CASIMIR risultano

T, = (TZ — l TOZ) 4+ l (Rz — 2 VZ)
c2 72
(7.4)

I,— R ><T)2+12(T0R+czTAV)2+”—2(R><V)2
c 4

dove T, é l'operatore energia, T il momento, R il momento angolare e
V Uenergia del centro di wmassa.
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Nel 1965 BAruT £ BorM [15] hanno utilizzato il gruppo di DE
SITTER per ritrovare teoricamente la «formula della massay di
GELL-MANN OKUBO

(15) m=m@+24 ] (J+1) -2 (I (I+1) — Y24

dove my é la massa, J é lo spin, I é l'isospin ed Y é la ipercarica
della particella.

Fssi osservano che my2 é il valore dell'operatore di massa
T2 — Ty 2/c2, e quindi la (5) suggerisce un accoppiamento di tale
operatore con altri. La formula della massa puo quindi essere ottenu-
ta a partire dall’operatore di Casimir del 2.° ordine di un gruppo. Se
si utilizza il gruppo di DE SITTER, si possono allora spiegare i
primi due termini della (5).

Nel 1966 P. RoMAN ed J.J. AcHASSI [16] hanno esteso la teoria
dei campi all’Universo di DE S1TTER ed hanno proposto di prendere
le equazioni dei campi sotto la forma

(7,6) Lp=m2¢

dove I, é l'operatore di CAsIMIR del 2.° ordine del gruppo di DE
S1TTER ed m?2 € il suo autovalore. Al limite per 7 tendente all’infinito,
la precedente equazione si riduce alla

(7.7) 0O p=m2g

Ne segue che l'operatore I, puod interpretarsi come operatore di
massa. Invece I’operatore di CASIMIR del 4.° ordine I, per 7 tendente
ell’'infinito, si riduce a

(7,8) I, ~V:Vi con V= yum On Om

e oy € la matrice di spin. In un sistema locale in quiete, il suo autova-
lore si riduce a

(7,9) Iy ~m2s (s+ 1)

e quindi /, puo interpretarsi come operatore di spin. Tali risultati
sono quindi analoghi a quelli di FANTAPPIE: di LURGAT e di GURSEY
[25].

Si perviene poi alla interessante conclusione che nell’universo

5 — Collectanea Mathematica
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di DE S111ER la massa di una particella non pud essere nulla, ma
risulta dell’ordine di

(7,10) hirc ~ 10755 gr

1 campi la cui inassa é di tale ordine di grandezza, si possono chiamare
campt a massa minima, e si riducono al limite relativistico (» tendente
all’infinito) ai campi a massa nulla della relativita ristretta.

Ricordiamo infine che in questi ultimi anni (1966) H. BACRY
ed altri [17], hanno utilizzato il gruppo di DE S1TTER nello studio
dell’atomo di idrogeno, sfruttando per esempio gli invarianti di
Casmvir di tale gruppo.

8 — II. GRUPPO CONFORME E LE PARTICELLE ELEMENTARI

Se si rimane con 10 parametri, il gruppo di DE SITTER-
FANTAPPIE rappresenta 1'unico possibile perfezionamento del gruppo
di POINCARE, e contiene le due costanti universali ¢ ed 7.

Un successivo perfezionamento della fisica pud ottenersi passando
al gruppo «conforme» con 15 parametri, il quale risulta isomorfo al
gruppo SO, , delle rotazioni nello spazio pseudoeuclideo a sei dimen-
sioni. Si ottiene cosi un successivo modello di Universo, il quale é
stato studiato per primo da E. PAGE [18] nel 1936 e ripreso successi-
vamente da MURAI [19] nel 1954,

Nel 1954 R.I,. INGRAHAM [20] ha sviluppato una «relativita
conforme» adoperando lo spazio M, di tutte le sfere dello spazio S,
di MixkowskI: ad una sfera di centro x™ (m =1, 2..4) e raggio
%% = R possono essere assegnate sei coordinate omogenee, le quali
vengono interpretate come coordinate proiettive omogenee di un
punto in un ordinario spazio proiettivo P a cinque dimensioni. In-
graham sviluppa la sua teoria in coordinate non omogenee, e cosi
introduce lo spazio delle posizioni (q-spazio), di coordinate

(8,1) B=x;,x2=y;, ¥ =2z; x4=ct; ¥ = ho/c

dove % é la costante di Pranck (divisa per 2 z) ed w é la «mass-gauge».

I1 gruppo conforme é formato dalle roto-traslazioni di S, (gruppo
di POINCARE a 10 parametri), le dilatazions uniforms (1 parametro) e
le accelerazioni spazio-temporali (4 parametri). A tali trasformazioni
occorre aggiungere la «nversione fondamentale» per mezzo della
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quale si puo introdurre nella teoria una reciprocitd automatica tra lo
spazio delle posizioni (q-spazio) e lo spazio dei momenti (p-spazio):

(8,2) Pr=10s; PP =1y P =p:; p*=Ec; pP=cm

dove m é la massa di quiete. A partire dal gruppo conforme si possono
allora ricavare la reciprocita di BorN ed il principio di indetermina-
zione di HEISENBERG, caratteristici della fisica quantistica. Si ottiene
per tale via una nuova relativita nella quale intervengono le due costan-
ti universali ¢ ed 4, e che quindi risulta particolarmente utile nello
studio della microfisica.

Nel 1958 suggerivo I'idea che il gruppo studiato da INGRAHAM do-
veva essere considerato caso-limite di un gruppo ancora a 15 para-
metri, nel quale figurano le tre costanti universali (c,7,%), in modo che
esso contenga come sttogruppo quello di D SiTTER-FANTAPPIE [5].
Si potrebbe cosi ottenere una teoria che sia simultaneamente relati-
vistica, cosmologica e quantistica, nella quale interviene un sistema
di unita «naturali», e cioé legate alla struttura geometrica e gruppale
del modello di Universo:

(8,3) L=vr;,T=vrlc, M=hlrc

Si avrebbe allora una «massa minima» hfrc = 1075 gr, alla quale
corrisponderebbe una particella con lunghezza d’onda di Compton
A = hfmc = r pari al raggio dell'universo e frequenza v = c/r uguale
alla costante di espansione di HUBBLE.

Lo studio del gruppo conforme, nel senso da me indicato, é stato re-
centemente ripreso da vari autori, i quali ne hanno messo in evidenza la
importanza nello studio e nella classificazione delle particelle elementari.

Nel 1965 H. BACRY [21] ha approfondito il legame tra i vari gruppi,
conforme, di DE SITTER, di PoINCARE, di LORENTZ e delle rotazioni
spaziali. Indicando con L (m, n) il gruppo delle matrici unimodulari di
ordine (m -+ #) che conservano la forma x2 (con % segni positivi ed #
negativi), e con P (m, n) il gruppo non omogeneo x’ = Rx + T, dove
R indica la rotazione e T la traslazione, otteniamo lo schema

1o De Sitter

/ L(3,2) L21)

gr. Conforme | 5 Poincaré Lorentz p—> P(2,0)

L(+2) \ P (3,1) 1.(3,1)

20 De Sitter Ruclide p—> Rotazioni
L1 P(3,0) L (3,0) = 80,




68 Giuseppe Arcidiacono

il quale mette in evidenza il legame tra questi vari gruppi ed il
gruppo di FaAnTaPPIf. che ¢ isomorfo ad I, (4, 1).

Nel 1966 R. PrasAD [22] ha mostrato che se il processo di contra-
zione di WIcNER-INONT é applicato simultaneamente ai due gruppi di
DE S1TTER S04, ed SOs,,, unificati nell’ambito del gruppo conforme,
viene ricoperta 1’algebra della meccanica quantistica. Il PRASAD pro-
pone di adottare SOy,; (isomorfo al gruppo di FANTAPPIE) e cioé D+
come spazio degli eventi esterni, ed il gruppo SO,,, (e cioé D) come
spazio della struttura interna, e questo perché, secondo la teoria di
DirAc dell’elettrone radiante, la velocitda di propagazione della luce
all’interno della particella é maggiore di ¢, mentre nello spazio esterno
é minore di ¢. Ia questione della frontiera tra lo spazio interno e
quello esterno € molto complessa: si puo ritenere che essa é una regione
invariante per i due gruppi interno ed esterno, e definirebbe un nuovo
gruppo, quello conforme, che unifica le simmetrie interne e quelle
esterne.

In un recente lavoro (1966) L. CastTELL [23] riprendendo lo studio
del gruppo conforme, analizza i vari gruppi di GALILEO, POINCARE,
Dr S111ER-FANTAPPIE e conforme, dal punto di vista della geome-
trie proiettiva. Introducendo coordinate omogenee

(8,4) Vi = X% V4 = Xa[%s (oc =1,2,3)

ogni evento é descritto da 5 coordinate (x,, %,, %) che sono determi-
nate a meno di un fattore.

Si puo verificare allora che il gruppo proiettivo su 5 variabili che
lascia invariante 1'assoluto di Cavirv-KLEIN

(8,5) 22) + 22+ 223 =0; x2,=0; x2,=0

(quadrica degenere) contiene il gruppo di GALILEO-NEWZTON e le due
trasformazioni di similitudine vy, = a v,; y', = by,.

Invece il gruppo proiettivo che lascia invariante 1’assoluto
(8,6) %2 + 22 + %23 —c2x2, =0; 22, =0

contiene il gruppo di POINCARE e la scala di trasformazione y’; = ky;
(dove 2 =1, 2..4). Si passa cosi da due scale ad una scala di dila-
tazione.
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Infine il gruppo di FaNTAPPIE che lascia invariante la quadrica
(8,7) X2 + 22 4 423 — c2x2, + 222, =0

non ammette scala di dilatazione. Si conclude che la introduzione
della velocita ¢ della luce riduce il numero delle dilatazioni da 2 ad 1,
e la introduzione del raggio dell’universo 7, riduce a zero il numero
delle dilatazioni.

11 CastTELL propone allora di generalizzare il continuo spazio-tem-
porale mediante la ipersfera di equazione

(8,8) 22y %2 4 223 — 242 4 242, — k2a2g = + L

dove L é la costante di scala e k* una costante universale. Interpre-
tando la (8) non come geome tria sferica, ma ellittica, 1’assoluto di
questa geometria é dato dalla quadrica non degenere

(8,9) x2) + x25 4 223 — 242, + 222, — k2426 =0

Il gruppo di movimenti di questa geometria é il gruppo ortogonale
S0,, ed ¢ realizzato in uno spazio a 5 dimensioni con grande curva-
tura 1/L2

Nel 1967 infine F. HALBwWACHS [24] ha messo in evidenza la im-
portanza del gruppo conforme SO,, ~ SU,, nel campo della fisica
delle particelle elementari, perché esso contiene come sottogruppi il
gruppo di Dg SrrrEr SO,,, ed il gruppo SU,;. Il gruppo di DE
SrrTER SO,,, ci rende conto delle caratteristiche dinamiche, perché
contiene come limite di contrazione il gruppo di Porncarg. Il gruppo
SU,,; invece é una forma non compatta di SU; e quindi ci per-
mette di classificare le particelle secondo lo isospin e la ipercarica.

Da questa rapida rassegna — mnecessariamente frammentaria ed
incompletadelle pitt recenti ricerche sui gruppi SOs ed SOg si vede
come le idee espresse nel 1952-56 da L. FANTAPPIE nella sua «teo-
ria dei modelli di Universo» basata sui gruppi, si stanno rivelando di
particolare interesse ed attualita nei campi pitt avanzati della fisica
e cioé nelle ricerche cosmologiche e nello studio delle particelle ele-
mentari [26].
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