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INICIALES Y A ESTRUCTURAS FINALES
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INTRODUCCION

Este trabajo complementa otro nuestro anterior (*) publicado en
COLLECTANEA MATHEMATICA (VOL. XVII- Fasc. 3.° Afio
1965), y en el mismo se establecen ciertos criterios notables relativos
a estructuras iniciales o a estructuras finales sobre un conjunto E,
para una familia (4,, .5, f.).1, de conjuntos (4,),e; dotados cada uno
de una estructura & de la misma especie, y una familia de aplicacio-
nes (f)er de E en 4, (1 € I) o de 4, en E (v € I), respectivamente,

Se adoptan en este trabajo las mismas notaciones, nomenclatura y
definiciones que figuran en el Chap. IV del Livre I de N. BOURBAKI
[2], por lo que en el transcurso del mismo nos referimos con frecuencia,
a la citada obra de N. BOURBAKI, razén por la cual, para abreviar
siempre que aludimos a la misma anteponemos las iniciales N.B.

Finalmente, suponemos a lo largo de todo el trabajo que nos de-
senvolvemos en una teoria £ mas fuerte que la teorfa de conjuntos, en
la cual hay definida una especie de estructura X, (N.B., Livre I, Chap,
IV, § 1, n.° 4 [2]) habiéndose definido ademds, para la especie X una
nocién de ¢ — morfismo (N.B., Livre I, Chap. IV, § 2, n.o 1, [2]).

(*)«Sobre una generalizacién de los criterios de tramsitividad relativos a
estructuras iniciales y de los criterios de transitividad relativos a estructuras
finales» [1], (pAgs. 263-280). Véase la Nota Bibliogrifica al final de la pre-
sente Memoria.

Es deber por parte nuestra, mencionar aqui expresamente que ambos
trabajos se han realizado en el Seminario Matematico adscrito a la Catedra
de «Anilisis Matemaético 2.2 y 3.9 de la Facultad de Ciencias de la Universidad
de La Laguna, la cual es beneficiaria de una Ayuda para el Fomento de la In-
vestigacién Universitaria.
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PARTE PRIMERA

CRITERIOS NOTABLES RELATIVOS A ESTRUCTURAS
INICIALES

CSTIN — 1. «Sean E un conjunto, (4,),; una familia de con-
juntos, dotado cada A4, de una estructura &7 de especie 2. Sean ade-
mas (4.*)er ¥ (B)wr, respectivamente, otra familia de conjuntos y
una familia de aplicaciones, teniendo asimismo ambas I como con-
junto de indices, y tales que para todo ¢ € I, sea &, una biyeccién de 4,
sobre 4,*. Para cada ¢ € I, designemos por .&*, la estructura sobre 4 *,
obtenida transportando la estructura . sobre A, al conjunto A*,
mediante la aplicacién biyectiva %, Consideremos finalmente, para
cada ¢ € I una aplicacién f, de E en A4,, y pongamos f,* = h, , f,. Las
proposiciones siguientes son equivalentes:

a) Existe una estructura inicial J sobre E de especie X para la familia
(A“ 9:7: f:)zd-

b) Existe una estructura inicial 7 sobre E de especie X' para la familia
(Al*) Lg/f*: fz*):eI .

Ademas, estas proposiciones entrafian J = T».

En efecto supuesto verificado a) si g es una aplicacién de un con-
junto E’ dotado de una estructura .5’ de especie X, en E, dotado dela
estructura J, se obtienene en virtud de la condicién (IN) que carac-
teriza a las estructuras iniciales (N.B., Livre I, Chap. IV, § 2, n.° 3,
[2]), la relacién:

geo E'E, &' 7 i<=>(VY.) (tel=f, ogea E' A, . & (1)

Por otra parte, en virtud de la condicién (MOy,;), (N.B. Livre I,
Chap. 1V, § 2, n.0 1, [2]), se verifica:

-1
(V) (cel=hecid, A*, %, A*iyheo A* A, % F) (2)
Combinando (1) con la relacién (2), y teniendo en cuenta la con-

dicién (MOy;), (N.B., Livre I, Cahp. IV, § 2, n.o 1, [2]), se obtiene
para todo ¢ € I, la relacién:
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fioged EL A, S SFi<=>ho(fiol) =Wof)og=
f*ogeo E,AX, &7, % A3)

A partir de (3) y en virtud de (1), se verifica asimismo la relacién:
gGO'EE" E, yl’ 7 <=> (Vl) (£€I ”f;*og€0'%El, AXx, ._C//,, C,/*é)

Por consiguiente, la estructura J sobre E por verificar la condicién
(IN) que caracteriza a las estructuras iniciales, es una estructura ini-
cial sobre E para la familia (4.*, .5*, f*)., quedando, por tanto,
establecida la relacién a) = b).

Reciprocamente, supuesto verificado b), y siendo g como antes,
una aplicacién de un conjunto E’ dotado de una estructura "’ de es-

pecie X, en E dotado de la estructura 5, se obtiene en virtud de la
referida condicién (IN), la relacién:

geo EVE, ST <=> (V) (cel = f*ogea E\AX, &', %))
Teniendo en cuenta (3), se deduce finalmente la relacién:
geciEE, &' Ji<=>(¥) (el >f o, geciE' A, ' )

la cual es precisamente, la condicién (IN) que caracteriza la estruc-

tura inicial J sobre E para la familia (4,, .5 f.).- Se obtiene pues
b) = a) que junto con el anterior resultado establecen a) <=»> b).
Ia ultima parte del criterio se obtiene inmediatamente, teniendo
en cuenta la propiedad de unicidad de la estructura inicial.
Este resultado combinado con el que establece el Lema Preliminar
relativo a estructuras iniciales (PARTE PRIMERA, n.° 1, [1]), per-
mite demostrar sin dificultad el siguiente criterio:

CSTIN — 2. «Sea (A4)), una familia de conjuntos dotado cada
A, de una estructura ,57 de especie 2. Sean ademis (4,%),es ¥ (A.)uer,
respectivamente, otra familia de conjuntos y una familia de aplica-
ciones, teniendo asimismo ambas I como conjunto de indices, y tales
que para todo ¢ € I, sea &, una biyeccién de 4, sobre A,*. Para cada
¢ € I, designemos por .5 *, la estructura sobre A,* obtenida transpor-
tando la estructura & sobre 4, al conjunto 4,* mediante la aplica-
cién biyectiva %,. Sean E, E* y h respectivamente, dos conjuntos y
una aplicacién, tales que % sea una biyeccién de E* sobre E. Con-
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sideremos finalmente, para cada ¢ € I una aplicacién f, de E en 4,, y
pongamos f* = &, , f, o k. Las proposiciones siguientes son equiva-
lentes:

a) Existe una estructura inicial 7 sobre E de especie X para la familia

(Ao S fer -

b) Existe una estructura inicial 7* sobre E* de especie 2 para la fa-
milia (4%, 5%, f.%) e

Ademis, estas proposiciones entrafian que % sea un isomorfismo
de E* dotado de la estructura J* sobre E dotado de la estructura J».

En efecto, en virtud del referido Iema Preliminar relativo a es-
tructuras iniciales (PARTE PRIMERA, n.° 1, [1]), la existencia de
estructura inicial J sobre E para la familia (4,, ., f.).c1, es equivalente
a la existencia de estructura inicial J* sobre E* para la familia
(A4,, 5% fi o B)wer, ¥ 1a estructura J* sobre E*, se obtiene transpor-

tando la estructura J sobre E (supuesta existente), al conjunto E*
—1

mediante la aplicacién biyectiva 4, es decir, 4 es un isomorfismo de
E* dotado de la estructura J*, sobre E dotado de la estructura 7.

Ademis, en virtud de CSTIN-1, la existencia de estructura inicial
J* sobre E* para la familia (4,, .9, fi o #).e1, €s equivalente a la exis-

tencia de estructura inicial 5* sobre E* para la familia (4,*, S7*, h,,
(fo o B))ier = (A*, 5%, £.¥)wer, ¥ supuesto existente una de las dos es-

tructuras iniciales se verifica, 7% = J*, lo que concluye la demostra-
cién del criterio.

APLICACION. — Sea (A4 )),; una familia de conjuntos, y para cada

te I, sea & una estructura de especie X'sobre 4,;sea E = IT 4,, el con-
wel
junto producto de la familia (4,),¢;, y sea p7,, la proyeccién de E en 4,.

Consideremos, por otra parte, una familia de conjuntos (4,*),; y una
familia de aplicaciones (%,),;, teniendo asimismo ambas I, como con-
junto de indices, y tales que para todo ¢ € I, sea %, una biyeccién de
A * sobre A,, y denotemos para cada ¢ € I, por 57 * la estructura sobre

A *, obtenida transportando la estructura S/ sobre 4, al conjunto
—1
A * mediante la aplicacién biyectiva #,; finalmente, sea E* = IT A *,
el
el conjunto producto de la familia (4,*),;, y sea pz*, la proyeccién

de E* en A*. Aplicando el criterio anterior, se obtiene el siguiente
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«criterio de extensién de la familia de isomorfismos (), a los
productosy:

«En las condiciones anteriores, para que la familia de estructuras
(.%).er admita una estructura producto ,%7, es necesario y suficiente
que la familia de estructuras (.5 *),;; admita una estructura producto
&%, y la extensién candnica 4 de la familia de aplicaciones (4,),r a los
productos (N.B., Livre I, Chap. II, § 5, n.° 7, [3]), es un isomorfismo
de E* dotado de la estructura .&”* sobre E dotado de la estructura .&*».

Este criterio es caso particular del anterior, adoptando para 4
la extensién de la familia de biyecciones (%,),; a los productos; % serd
asimismo una biyeccién (Véase ref. acabada de citar), y teniendo en
cuenta, que la estructura producto & de la familia de estructuras
(.9 )es €s la estructura inicial (si existe) sobre E para la familia
(4., .7, p7.) s, asi como la estructura producto .&* de la familia de
estructuras (.2 *).ez, es la estructura inicial (si existe) sobre E* para
la familia (4%, .97%, p7.*)er -

Por otra parte, teniendo en cuenta que la extensién candmica 4
de la familia de aplicaciones (). a los productos, se define como
sigue (N.B., Livre I, Chap. II, § 5, n.0 7, [3]):

G¥*eE*=1II A* > h (G*) = Fgue E =114,
194 €l
siendo Fg, el grafo de la aplicacién:
vel = h (G*()) e A, c U 4, (1), grafo Fg, que es un elemento de
€l

E = II A,, se obtiene, p:lra todo tel, como imagen pr, (b (G¥*)),

con G"‘e‘le E*, la siguiente:

pr. (B (G*)) = pr, (F*) = Fg+ (1) (Véase N.B., Livre I, Chap. II.
§ 5, n.0 3, [3]), y como F¢* es el grafo de la aplicacién (1), se tiene:
Fe* () = h, (G* (1)), porlo que: p7, (M(G*)) = h, (G* (1)), ¥ teniefldo pre-

sente que en el caso que nos ocupa para todo tel, es f*=h, o p7, o
h, resulta como consecuencia:

— -1

[*(G*) = (b o pr o h) (G¥) ~h (b7 (B (G¥))) = b (W (G* (1)) =

—1

= (b o 1) (G* (1)) = Lyy (G* (1)) = G* (1) = pr.* (G¥)

Asi pues, como G* ¢ E* = IT A * es arbitrario, se puede escribir para
€l
todo te I, la relacién:

(VG*) (G* € E* = f* (G*) = pr* (G*)), la cual a su vez establece
la relacién: (y,) (cel = f* = pr*).
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Como las condiciones requeridas en CSTIN-2 son verificadas, se
concluye, por aplicacién del mismo, que la existencia de estructura
inicial & sobre E = IT A, parala familia (4,, .57, $7.).c1, €s decir, de

€l
estructura .&” producto de la familia (.5/).es, es equivalente a la exis-

tencia de estructura inicial &% sobre E* = IT A * para la familia
o €l .
(A*, .97%, pr.*) e, es decir, de estructura .&* producto de la familia

(.S7*),e1, ¥ la extension canénica 4 de la familia de biyecciones (A,),r
a los productos, de E* = IT A* dotado de .5/*, sobre E = IT 4, do-

el €l
tado de &7, es un isomorfismo.

Resulta asi demostrado el criterio.

PARTE SEGUNDA

CRITERIOS NOTABLES RELATIVOS
A ESTRUCTURAS FINALES:

CSTFI-1. «Sean E un conjunto, (4,), una familia de conjuntos,
dotado cada 4, de una estructura ./ de especie X. Sean ademads
(A*)wer ¥ (B)wer, respectivamente, otra familia de conjuntos y una
familia de aplicaciones, teniendo asimismo ambas I, como con-
junto de indices, y tales que para todo tel, sea /s, una biyeccién
de A.* sobre A,. Para cada t eI, designemos por .9/ *, la estructura

sobre A/*, obtenida transportando la estructura &, sobre 4,, al
-1
conjunto 4,* mediante la aplicacién biyectiva %,. Consideremos final-

mente para cada tel una aplicacién g, de A, en E, y pongamos
&% = g, o M. Las proposiciones siguientes son equivalentes:

a) Existe una estructura final F sobre E de especie X' para la familia
(An % g:)zel-

b) Existe una estructura final F sobre E de especie X' para la familia
(A:*x -.,(/“tﬁ*; gt*)tel-

Ademis, estas proposiciones entrafian F = F».

En efecto, supuesto verificado a), si f es una aplicacién de E do-
tado de la estructura F en un conjunto E’ dotado de una estruc-
tura &7’ de especie X, se obtiene, en virtud de la condicién (FI) que
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caracteriza a las estructuras finales (N.B., Livre I, Chap. IV, § 2,
n.° 5, [2]), la relacidn:

feo EJEVF, & <=>(V.) (tel = foge0 A, E, 5% ") (1)

Por otra parte, en virtud de la condicién (MO,;;), (N.B., Livre I,
Chap. IV, § 2, n.o 1, [2]), se verifica:

-1
(V) el =»hea  A* A, F* Sy heo A, A¥, 5 5% ) (2)

Combinando (1) con la relacién (2), y teniendo en cuenta la con-
dicién (MOy), (N.B., Livre I, Chap IV, § 2, n.° 1, [2]), se obtiene
para todo te I, la relacién:

fog: €0 Au El: //:;» ,(_ ! <=> (fogz) Oh’z :fo (gzo ]1‘) = fogz* €
| colAXE, S (3)
A partir de (3), y en virtud de (1), se verifica asimismo la relacién:

feo EJE\F, & <=>(Y)(tel=> fog*eca! A* E, 5% &)

Por consiguiente, la estructura F sobre E por verificar la condi-
cién (FI) que carateriza a las estructuras finales, es una estructura

final sobre E para la familia (4*, 7%, g*),, quedando por tanto
establecida la relacién a) = b).

Reciprocamente, supuesto verificado b), y siendo f como antes,

una aplicacién de E dotado de la estructura F en un conjunto E’

dotado de una estructura &’ de especie X, se obtiene, en virtud de
la referida condicién (FI), la relacién:

feolEEVF, i <=> (V) (el ~ fogteal AN E, 5% 5)
Teniendo en cuenta (3), se deduce finalmente la relacién:

fCGEE,E”,az, ¢7’<=* (VI) (LEI—=> fogtea‘éAl)Ell !C/” '»,'/‘;’é)

la cual es precisamente la condicién (FI) que caracteriza la estructura

final F sobre E , para la familia (4,, .5/, g.).cr- Se obtiene pues, b) = a)
que junto con el anterior resultado establecen a) <=»> b).

La tltima parte del criterio, se obtiene inmediatamente, teniendo
en cuenta la propiedad de unicidad de la estructura final.

2 — Collectanea Mathematica
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Este resultado combinado con el que establece el Lema Preliminar
relativo a estructuras finales (PARTE SEGUNDA, n.° 1, [1]), permite
demostrar sin dificultad el siguiente criterio:

CSTFI-2. «Sea (A,),; una familia de conjuntos dotado cada A4,
de una estructura & de especie X. Sean ademis (4,*).; Vv (A).1,
respectivamente, otra familia de conjuntos y una familia de aplica-
ciones, teniendo asimismo ambas, I como conjunto de indices, y tales
que para todo tel, sea A, una biyecciéon de A,* sobre A,. Para
cada e/, designemos por &%, la estructura sobre A4,*, obtenida
transportando la estructura 9 sobre A, al conjunto A4,* mediante

la aplicacién biyectiva h]L. Sean E, E* y h respectivamente, dos con-
juntos y una aplicacién, tales que % sea una biyeccién de E sobre
E*. Consideremos finalmente, para cada ¢¢I, una aplicacién g, de
A, en E, y pongamos g* = h,g, oh,. Las proposiciones siguientes
son equivalentes:

a) Existe una estructura final F sobre E de especie X para la familia
(An {2/); gl)zLI-

b) Existe una estructura final F* sobre E* de especie X' para la fa-
milia (4%, 7%, g*).1.

Ademis, estas proposiciones entrafian que % sea un isomorfismo
de E dotado de la estructura F sobre E* dotado de la estructura
Fy.

En efecto, en virtud del referido I,ema Preliminar relativo a es-
tructuras finales (PARTE SEGUNDA, n.° 1, [1]), la existencia de
estructura final F sobre E para la familia (4,, .5, g.).1, €s equiva-
lente a la existencia de estructura final F* sobre E* para la familia
(A,, S hog)r, ¥ 1a estructura F* sobre E*, se obtiene transpor-
tando la estructura F sobre E (supuesta existente) al conjunto E*
mediante la aplicacién biyectiva 4, o lo que es lo mismo, 4 es un iso-
morfismo de E dotado de la estructura F sobre E* dotado de la
estructura F*.

Ademsds, en virtud de CSTFI-1, la existencia de estructura final
F* sobre E* para la familia (4,, %, % o &), €S equivalente a la

existencia de estructura final F* sobre E* para la familia (4%, 57%,
(hog)oh)er = (A%, 7% 8*)c1, y supuesto existente una de las dos

estructuras finales, se verifica F* = F*, lo que concluye la demostra-
cién del criterio.
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APLICACION. Sea (X,),, una familia de conjuntos, y para cada

vel, sea &7 una estructura de especie X sobre X, ; pongamos 4 =U X,.
1€l
Consideremos, para cada te/ la aplicacién biyectiva 7, de X, en A x I,

definida como sigue: ¥, X, — 7, (¥*) = (x,¢) € A x I; designemos, para
cada tel por X/, la imagen j, (X,) mediante la biyeccién j,, y para
cada el, sea &/’ la estructura sobre X, obtenida transportando la
estructura %/ sobre X, al conjunto X," mediante la aplicacién biyec-
tiva j,. Pongamos S = U X,'c A x I; como se sabe, (N.B., Livre I,

Chap. II, § 4, n.° 8, [3%, S es la «suma de la familia de conjuntos
(X)wr? v la estructura final & sobre S (si existe), para la familia
(X., 5, 7)1, la denominaremos «estructura suma de la familia de es-
tructuras ( 57),er ». Por aplicacién de CSTFI-1, suponiendo E =S, y que

—1
(Vl) (L€I=>A,_—‘ Xzy Az* = Xz, y :%/* = %I yh, :jz y 8. :jt))
teniendo en cuenta, ademds, que para todo 1el, es g ok =
-1

= 74,0, =1 (i, inyeccién candnica de X, en S), resulta el cri-
terio siguiente:

«Condicién necesaria y suficiente para que la familia de estruc-
turas (.57),; admita estructura suma &7 es que exista estructura final

& sobre el conjunto suma S = U X/’ de la familia de conjuntos (X.),.;,
X €l 5
relativa ala familia (X', 57", 4,).s, (¢, inyeccién canénica de X, en S),

y supuesta existente una de tales estructuras, se verifica %= ,%""».
Por otra parte, si (X)), es una familia de conjuntos mutuamente

disjuntos, y se pone como antes, 4 = U X,, S es la imagen % (4)
el

de A mediante la biyeccién 2: A — S, definida como sigue: (V¥,)
(cel =h x,=7), (N.B, Livre I, Chap. II, § 4, n.° 8, [3]; /1| v, denotala
restriccién de % a X,), y designando para todo ¢ ¢ I, por 7, la inyec-
cién candnica de X, en A, se verifica para cada te!:
-1
(1’L0].!) (Xll) =jl (XL’) = Xl
¥ como consecuencia:
—1 —1 —
hotiofi=h\x.0j,=17J.0J.=Ix, (para todo tel).
Se verifica, por tanto, para cada ¢cI, la relacién:

(') " e X = (ho 7, o Jt) (') = Ix, (x") =2/ (¥') € S), es decir,
-1
(v) (tel = hoi,0j, =1/). Aplicando CSTFI-2, suponiendo como
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' -1
antes, que: (v,) (tel =4, = X, yA* =Xy S *= ' yh =1),
asi como, que E = A; E* = S,y (v,) (tel = g = 1,), se obtiene la
equivalencia de las siguientes proposiciones:

o) Existe una estructura & sobre S, suma de la familia de estructuras

('-(/‘/l.)wl"

~

p) Existe una estructura fina) & sobre A = U X,, para la familia
(134

(X., 5% t)er, (i, inyeccién canénica de X, en A).

Ademsds, estas proposiciones entrafian que la reunién A de la

familia de conjuntos (X)), dotada de la estructura 9? sea isomorfa
de la suma S de la referida familia de conjuntos, dotada de la estruc-
tura &/ suma de la familia de estructuras (.%),;, mediante la aplica-
cién biyectiva % de A sobre S, que para cada ¢ ¢ I prolonga la biyec-
cién 7,: X, -~ X/, a 4 = U[XL.
€
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