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INTRODUCCION

Este trabajo es en gran parte una aplicacién de los métodos
espectrales de GELFAND al estudio de Algebras localmente convexas
conmutativas con unidad sobre el cuerpo complejo. Las primeras
memorias en este sentido son las de E. MICHAEL y R. ARENS en
1952.

El problema tratado por ARENS es mds bien marginal a nuestros
propésitos: él da una caracterizacién del Algebra de todas las fun-
ciones continuas en un espacio localmente compacto paracompacto.

Por el contrario, MICHAEL busca generalizar en lo posible los
resultados fundamentales de la teorfa de Algebras de BANACH, con-
mutativas o no. De él tomamos el teorema de representacion espectral
y los teoremas 15 y 16 del capitulo III.

En el capitulo I y los dos primeros apartados del capitulo II
nos ha guiado el propésito de extender los métodos y resultados
generales de la teoria de Algebras de Banach. En el apartado tercero
del capitulo II abordamos el estudio de la compactizacién del espectro
del Algebra que estd asociada de modo natural a dicha Algebra.
El capitulo IIT trata fundamentalmente un problema no planteable
en el caso BANACH.

Hacemos una breve glosa por capitulos. El capitulo I estd de-
dicado esencialmente al teorema de representacién espectral; la pre-
sentacién difiere (aunque no esencialmente) de la de MicHAEL. Hemos
creido servir al lector haciendo una exposicién completa sin desviarnos
del caso conmutativo, tinico que tratamos.

El capitulo II estd dedicado a estudiar la conexién entre pro-
piedades del 4lgebra y propiedades topolégicas del espectro, El apar-



128 Jestis Mufioz y Joaquin M.z Ortega

tado I son generalidades sobre la comparacién de las topologias de
Zarisk1l y de GELFAND (topologia débil) en el espectro de ideales
maximales cerrados (espectro de puntos). En el apartado 2 se trata
esencialmente de la normalidad del espectro y cuestiones con ella
relacionadas. El teorema fundamental de este apartado expresa
que en un 4lgebra cuyos cocientes por ideales cerrados sean 4lgebras
completas (por ejemplo, en un algebra de FRECHET) la suma de dos
ideales cerrados no puede ser densa sin ser todo el 4lgebra. Dicho
de otro modo: si los cerrados del espectro asociados a dos ideales
cerrados I, J, son disjuntos, existen a ¢ I, b € J, tales que a + b= 1.
A partir de aqui no hay obstrucciones a la generalizacién de lo esen-
cial de la «teoria local» de GELFAND para 4lgebras de BANACH.

El apartado 3 del capitulo II se dedica al estudio de la compac-
tizacién del espectro asociada a cierto tipo de &lgebras.

El teorema fundamental es el 13 : si 4 es una *-dlgebra simétrica,
completa y semisimple, B la subdlgebra de A consistente en los ele-
mentos acotados (de radio espectral finito) y B es regular, entonces 4
es regular y su espectro de ideales maximales es homeomorfo al es-
pectro de B, que resulta ser asi una compactizacién del espectro
de A canénicamente asociada a A. De aqui se deduce facilmente
el teorema 14: en las mismas condiciones que antes, la condicién
necesaria y suficiente para que el espectro de 4 sea localmente com-
pacto es que entre todos los ideales densos de 4 haya uno minimo
Este ideal resulta ser el de las funciones a soporte compacto y es el
encargado de separar en el espectro maximo de A los «buenos pun-
tos» y los «puntos imaginarios» afiadidos en la compactizacién,
«enviando estos dltimos al infinito».

En el capitulo III tratamos esencialmente el problema de la loca-
lizacién de un algebra de funciones en un abierto del espectro, pro-
blema no planteable en términos de 4dlgebras de BANACH, pues al
localizar, la condicién de ser BANAcH desaparece. El proceso de la
localizacién en abiertos sélo parece viable cuando el 4lgebra tiene
la propiedad de que toda funcién en el espectro que localmente
coincide con funciones del 4lgebra pertenece al &lgebra. En otros
términos: si las secciones globales del haz de gérmenes de elementos
de A son justamente los elementos de 4 y no hay otros. Damos en el
teorema 17 una condicién suficiente para que esto ocurra. Luego
pasamos al teorema 18, que es la razén de ser del capitulo. En él
suponemos que el algebra de funciones A es de FRECHET, simétrica,
regular y satisface la condicién de las secciones que antes decfamos.
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El abierto U se supone que es reunién numerable de abiertos cuyos
complementarios contienen en su interior al complementario de U
(condicién siempre realizada si A es separable). Entonces la condicién
necesaria y suficiente para que una funcién en U coincida localmente
con funciones de A es que sea cociente de dos funciones de 4. Es
decir, el anillo de secciones sobre U es la localizacién algebraica de 4
en el abierto U.

Por ejemplo, toda funcién infinitamente diferenciable (o # veces
diferenciable, o continua) en el segmento abierto es cociente de dos
funciones del mismo tipo en el segmento cerrado o en la circunfe-
rencia.

Es interesante observar que el dlgebra localizada en U es otra
vez del mismo tipo que A (de FRECHE?T, simétrica, etc.).

Algunos resultados que son simple transcripcién de los andlogos
para édlgebras de BANACH estdn dados sin demostracién. Es claro que
los temas abordados no estan tratados en forma exhaustiva. Hemos
procurado no dar resultados laterales al desarrollo general.

Agradecemos al profesor J. SANcHO GUIMERA sus valiosas orien-
taciones y su constante estimulo, sin los cuales este trabajo no se
habria realizado.
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I. TEOREMA DE REPRESENTACION ESPECTRAL

Todas las dlgebras que consideremos serin sobre el cuerpo com-
plejo, conmutativas y con unidad. Al decir «ilgebra» sobreentende-
remos estas condiciones.

DeFINICION. Una édlgebra A se llamard 4algebra localmente
convexa (brevemente a.l.c.) cuando esté dotada de una topologia
localmente convexa separada definida por una familia fundamental
de seminormas {p} = {psscs tal que para toda p, € {p} y todo par
de elementos a, b e A sea p;(a*d) < p,(a):pi(b) (1)

Si p; pu, son seminormas satisfaciendo la condicién (1), también
sup {ps p.} satisface esta condicién. Por consiguiente, podemos
suponer que la familia de seminormas {p} es filtrante creciente.
Ordenamos la familia de indices 4 poniendo A > u cada vez que p,
sea mas fina que p,. :

Sea N, el anulador de la seminorma p,; desde luego N, es un
ideal cerrado en A; sea 4, = A/y,; llamemos x; a la proyeccién
canénica 4 —~ A; y dotemos a A, de la norma |m; a| = pl( ).

SiA>u ex1ste un eplmorﬁsmo contmuo canénico 7 : A, -> 4,
y se tiene nﬂ oy = T, W on‘, = 7 cada vez que A >u >v. En
estas condiciones podemos considerar el élgebra lim 4, dotada de

a
su topologia limite proyectivo natural y definir un morfismo
w: A —lim A, que asigna a cada a € A el punto cuya coordenada 2
es m; a; 7 es un morfismo inyectivo (por ser 4 separada) y 4 ~ n 4,
isomorfismo algebraico y topoldgico.

Si denotamos con A la compleccién de 4, el morfismo n,L c4;—~> 4,
se extiende de modo tnico a un morfismo continuo =, : 4, - 4,
(que en general ya no serd epimorfismo). Puede asimismo formarse

A =1m 4,; 11rn A, es denso en 4 = hm A;, que es su complec-

A vy 7
T, ﬂ‘u T,

cién; a su vez, A es denso en lim A, luego A es denso en A.

2
ﬂ/l

En particular, si 4 es completa, 4 = A = lim A;. Hemos demostrado :

7
T,
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TreOREMA 1. Un al.c. completa es limite proyectivo estricto
de algebras normadas y también limite proyectivo (en general no
estricto) de dlgebras de BANACH.

LEMA. En un algebra normada A todo ideal que no sea denso
por doquier esti contenido en un ideal maximal cerrado. Todo ideal
maximal cerrado es un hiperplano.

DEMOSTRACION. Si A es de BANACH, sabemos que el lema es
cierto. Supongamos que 4 no es de BANACH, y sea A su completada.
Sea I un ideal no denso en 4 ; es facil ver que entonces la unidad
de A no es adherente a I, luego la clausura I de I en 4 no contiene
la unidad; ademas, I es un ideal: Si a ¢ 4, a transforma por multi-
plicacién I en I, luego I en I ; por tanto, para cada a € A y cada b e I
a-bel entonces b transforma por multiplicacién 4 en I, luego A
en I. Esto prueba que I es un ideal. Por tanto estd contenido en un
ideal maximal M de A, que en virtud del teorema de GELFAND-
MAZzUR serd un hiperplano; entonces M = M n A es un ideal ce-
rrado en 4 y es un hiperplano de A (luego es un ideal maximal).
Esto demuestra las dos partes del lema.

TreoREMA 2. En un al.c. un ideal que no es denso por doquier
estd contenido en un ideal maximal cerrado. Todo ideal maximal
cerrado es un hiperplano.

DEMOSTRACION. Sea J un ideal no denso en 4. La imagen J,
de J en cada A; es un ideal de A;. Como J no es denso en 4, para
algtin indice 4, J, no serd denso en A, (por las propiedades de la
topologia limite proyectivo en que A estd sumergida); existird en-
tonces un ideal maximal cerrado M; en A4, conteniendo a J,. El mor-
fismo continuo de A sobre el cuerpo complejo C dado por la apli-
cacién A; > A;/u, ~ C define entonces, por composicién con ;,
un morfismo continuo de A sobre C cuyo ntcleo es un ideal maximal
M cerrado en A y conteniendo a J. Esto prueba simultineamente
las dos partes del teorema.

TroreEMA 3. En un alc. completa no existen ideales princi-
pales densos.

DEMOSTRACION. Sea a € A tal que a- 4 sea denso en 4 ; entonces
7y (@A) = a,- A, es denso en A, (para cada 1) y por tanto a;+A4;

es denso en A, ; pero como A; es un 4lgebra de BANACH, esto sélo es
posible si a,- A4, = A;; es decir, existird b, € 4, tal que a;:b, = 1,!
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este b, es necesariamente tnico, luego 7 b, = b, y por tanto el punto
b = (b,) del dlgebra producto = A, pertenece a lim A, = A. Enton-
rea <

2
T

ces a*b=1,a-4=A4A.

CororarIO 1. La condicién necesaria y suficiente para que un

elemento a ¢ 4 sea inversible, es que no esté contenido en ningtn
ideal maximal cerrado.

DEMOSTRACION. Inmediata a partir de los teoremas 2 y 3.

Cororario 2. El radical de JacoBsoN de A coincide con la
interseccién de los ideales maximales cerrados de A.

DEMOSTRACION. Sea a ¢ A perteneciente a todos los ideales
maximales cerrados de 4 y sea M, un ideal maximal cualquiera en 4.
Si a¢ M,, por ser My maximal existirian m ¢ My, b ¢ A, tales que
ab 4+ m=1; como m no es inversible, existird un ideal maximal
cerrado M conteniendo a m ; como por hipétesis a € M, seria 1 ¢ M,
contradiccién.

Traduzcamos los enunciados anteriores a lenguaje geométrico.
Llamemos puntos a los ideales maximales cerrados de A y denoté-
mosles con x, y, etc. Al conjunto de todos los puntos de A4 le llama-
remos espectro y lo denotaremos E (4) o sencillamente E si no hay
peligro de confusién. El teorema 2 se traduce diciendo que cada
punto x ¢ E define un morfismo continuo de A sobre el cuerpo com-
plejo C. Al ntimero que corresponda al elemento a € 4 en este mor-
fismo le denotaremos a (x). Con ello A se representa como 4lgebra de
funciones en su espectro E; el nticleo de esta representacién es el
radical de JacossoN de A (corolario 2 del teorema 3); un elemento
a € A es inversible en 4 si y sélo si la funcién a (x) es inversible, es
decir, si no tiene ceros (corolario 1 del teorema 3).

Como E (A) estd sumergido en el dual topoldgico A’ de 4, podemos
dotar a E (4) de la estructura uniforme débil inducida por la estruc-
tura uniforme débil de A’. La topologia que asi resulta en E (4)
se llamard topologia de GELFAND de E (4). Por la propia definicién
de topologia débil, las funciones a (x), a ¢ A son continuas en E (4)
para la topologia de GELFAND. Si denotamos con C (E) el dlgebra de
todas las funciones continuas en E, lo que hemos obtenido es una
representacion 4 - C (E) que llamaremos representacién espectral.
Cuando la representacién espectral es fiel (es decir, cuando el radical
de A es cero), A se llama semisimple.
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Con las notaciones de antes, observemos que siendo A, un &l-
gebra de Baxaci, su espectro E; es un espacio compacto; hay una
inyeccién candnica E; — E que permite considerar £ (4) como reunién

de los compactos I£;. Tenemos max |a (x)| < im;a! = p; (a)
Y€ Ly

por lo que si dotamos a C (E) de la topologia de la convergencia uni-
forme sobre los compactos E;, la representacién espectral 4 — C (E)
es continua. Si 4 cs un espacio vectorial tonelado, toda parte débil-
mente compacta de A’ (en particular de E) es equicontinua y en-
tonces la representacién espectral 4 -+ C (E) es continua si se dota
a C (E) de la topologia de la convergencia uniforme sobre las partes
compactas de E.

TrorrMA 4. Para toda a.l.c. completa A existe un espacio com-
pletamente regular E (el espectro de 4) y una representacién 4 — C (E)
(representacién espectral) cuyo nticleo es el radical de Jacossox de 4.
I.a condicién necesaria suficiente para que a € 4 sea inversible es
que la funcién imagen de ¢ no tenga ceros en E. Si A es tonelada
y C(E) estd dotada de la topologia compacta-abierta, la represen-
tacién espectral es continua.

II. PROPIEDADIS TOPOLOGICAS DEI, ESPECTRO

1. ALGEBRAS REGULARLS

Sea A un anillo con unidad, P el conjunto de sus ideales primos.
Para cada ideal I de A pondremos 2 (I) ={peP:I c p}
Se tiene

BRI 0 J)y=nh(I) u k(]
}1(2 L) = n k(1))

€.

=

para cualquier familia de indices A.

Para cada parte 4 de P escribiremos % (4) = Nyp; k(A) es un
pea

ideal; escribamos A = &k (A).

Se verifica facilmente que la aplicacién 4 — A es una clausura de
Kurarowskr en P. I.a topologia asi definida se llamard topologia
de ZARISKI en P.

Si en vez del conjunto P counsideramos un subconjunto Q de P,
puede definirse en () una topologia de ZARISKI por el mismo procedi-

10 — Collectanea Mathematica
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miento y se verifica facilmente que esta topologia coincide con la
inducida por P en Q.

Consideraremos en particular los casos en que Q sea la familia M
de todos los ideales maximales de A4 o E, espectro de 4 en el caso
de un alec.

En todo anillo con unidad P y M son compactos para la topologia
de ZARISKI (aunque en general no son HAUSDORFF).

Siw: B— A esun morfismo de anillos (transformando la unidad
en la unidad), podemos asociar a cada ideal primo p,; de 4 su anti-
imagen en B, que también es un ideal primo; tendremos entonces
una aplicacién #* : P (A) - P (B), que es continua para las topolo-
gias de ZARISKI.

Si A es un al.c., su espectro de puntos puede dotarse de dos topo-
logias, la de ZARISKI E; y la de GuLvAND E; ; E; es mis fina que E,
pues todo cerrado de I es de la forma 4 (I), conjunto de los puntos
x€E en que se anulan todas las funciones de I (que por definicién
de E; son continuas en Eg).

DrrinNiciON. Un a.l.c. 4 se llama regular cuando E¢ (4) v E2(4)
son homeomorfos.

Esto significa que todo cerrado de E; es interseccién de ceros de
funciones de A4.

TrorEMA 5. La condicién necesaria y suficiente para que . sea
regular es que para cada punto xp € E; y cada cerrado F c E; no
conteniendo a xg exista a € A que tome valor 1 en xyy 0 en F.

DrMOSTRACION. La condicién anterior equivale a la existencia
de a¢x, ack(F) y esto equivale a que xg b & (F), o sea, que
%0 ¢ hk (I') y por tanto a que 2k (F) = F, luego a que F sea cerrado
en E,.

Noras 1) Si A es un algebra de Baxach, E —= M y la regula-
ridad de 4 es equivalente a la condicién de que M sea HAUSDORIF.

2) El teorema 5 permite computar en los casos habituales de al-
gebras de funciones la regularidad; para cada punto %y ¢ E; y cada
vecindad U de xy debe existir una funcién de A que valga 1 en xpy O
fuera de U. Ahora bien, una vecindad de xy en Eg estd definida por
una familia finita de condiciones |a; (x) — a; ()| << &, 0 equivalente-
mente, por condiciones de la forma |a; (¥)| << 1. Si existe nua funcién
f:C— C tal que f(0) =1y que f(2) =0 para |z| > 1 y tal que para
cada a € 4, la funcién compuesta foa pertenezca a 4, 4 es regular.
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TroREMA 6. Si A es regular, I un ideal cerrado en A, A/; es
regular.

DEMOSTRACION. Basta observar que E (A/;) = h(I) (en E (4))
y aplicar el teorema 5.

2. LeEMA DE URVSOHN PARA ALGEBRAS REGULARES

Se presenta el siguiente problema: dados dos cerrados disjuntos
del espectro de un 4lgebra regular, jexiste una funcién del 4lgebra
que tome valores 0 en uno y 1 en el otro? Sean F y G estos ce-
rrados v I, J, dos ideales tales que F = A (I), G = h(]), entonces
h(I + J) = ¢, lo cual significa que ningtn ideal maximal cerrado
contiene a I -+ J es decir: I -- J es denso; si A no tiene ideales
densos serd [ -~ | = A y existirdn a ¢ I, b ¢ J tales que a - b = I;
entonces a toma valor 0 en F y 1 en G.

Como se ve, la obstruccién al enunciado aparece en la existencia
de ideales densos, que son inevitables en la teoria general, como
muestra el siguiente teorema :

TrorREMA 7. Sea A un a.l.c. completa, tonelada y regular. Las
tres condiciones siguientes son equivalentes:

1) A no tiene ideales densos.
2) E(A) es compacto.

3) Existe un entorno de la unidad en A formado por elementos
inversibles.

DEMOSTRACION. 1) =» 2): puesto que todo ideal maximal debe
ser cerrado E (4) = M (A); como la coincidencia es topoldgica y M
es compacto, resulta 2); 2) =»> 3). Pongamos p (a) = méx |a (x)];

*CE

como 4 es tonelada, p es una seminorma continua en 4 ; es p (1) = 1
ysip(l —a) <1, a no tiene ceros en E, luego siendo A completa,
a es inversible.

3) =» 1) Trivial.

TEOREMA 8. Sea A un al.c. satisfaciendo las condiciones del
teorema 7. Si I y J son dos ideales tales que % (I) N 4 (J) = ¢, enton-
ces I + J = 4.

DrMOSTRACION. Inmediata a partir de la observacién inicial
de este apartado.



136 Jestis Muifioz y Joaquin M.* Ortega

CororARIO 1. Si I es un ideal de A y F un cerrado de E (4)
tal que % (I) N I' = ¢, entonces existe a € I que toma valor 1 sobre F.

CoroLArIO 2. Si I’ y G son cerrados disjuntos en E (4), existe
un a € 4 que toma valor 1en I y o en G.

Cororario 3. (Particién de la unidad). Si Iy, ..., F, son ce-
rrados en E (4) tales que F; n .. N F, = ¢, existen elementos
a, ..., a,, de 4 tales que a; esnuloen F;ya; + ... +a, = 1.

DEMOSTRACION. Sean ideales I;; tales que F, = A (I;) entonces
h(Iy+ ...,+1,)=¢, luego I + ... + [, = A.

CororarIO 4. Si A verifica las condiciones del teorema 7 y es
semisimple, toda funcién f en E (4) que localmente coincida con ele-
mentos de A, pertenece a 4.

DEMOSTRACION. Se deduce del corolario 3.

CororariO 5. En las condiciones del corolario 4, para cada
cerrado F en E (4) existe un minimo ideal N entre los que verifican

h(I) = I ; Ng consiste en todas las a ¢ A que se anulan en un en-
torno de F.

DEMOSTRACION. Andloga al caso normado.

Como se ve, las demostraciones de las propiedades anteriores se
basan mis que en la no existencia de ideales densos en el hecho de
que la suma de varios ideales no densos no puede ser densa sin coin-
cidir con A4.

Lema. Sea 4 un al.c. completa I, J, dos ideales cerrados en A
tales que I N J = {0}. Entonces o bien I + J no es denso o bien
I+ ]=A.

DEMOSTRACION.  Supongamos que I 4 J es denso en A; sea
A=4 [y A — Ala proyeccién candmnica, T =nI. Si demostramos
que Tes completo, como 4 es separado, T debe ser cerrado en 4 luego
n 1T =1+ J seré cerrado en A, luego igual a 4.

T es algebraicamente isomorfo a I y su topologia es menos fina
que la de I. Basta que demostremos que es mas fina.

Si p es una seminorma en 4, p define en A la seminorma
Z (Z) =wufp (a) = wfp (a +b) < p(a). Bastard demostrar que existe

beJ

a€a

una constante C (dependiendo de p) tal que para todo a el sea
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P <C Z (;). Si C no existiera, para cada ntimero natural # po-
~ o~ 1 . )
driamos encontrar a, €I tal que p (a,) < o p (a,), es decir, podria-

mos encontrar a, € I, b, € J tales que p(a,) =1, p(a, + b,) < 1—11

Para cada a ¢ I tendremos

j) (a-a,,) = p ((l' ((l" + bn)) SP (d)‘]') ((l,, + b") < ]iili)

Como I 4 J es denso en A, existen acJ, beJ tales que
p (1 — (@ + b)) <}; entonces

1 :p(“n) zj)(an —a,a + “na) =15(a,,(1 - (
<p@)p(l —(a+0b)+p(aa) <

[

+ b)) + a,a) <
? (a)

N —

y pasando al limite con # - oo llegamos a contradiccién.

TrEOREMA 9. Si A es un al.c. completa cuyos cocientes por
ideales cerrados son a.l.c. completas (por ejemplo, si 4 es de FRECHET),
entonces dados dos ideales cerrados I, J, tales que I + J es denso
en A, es J+1=A4.

DEMOSTRACION. Sea A = Altny, m: A > A, T=nl, f= w]:
ilN es completa, I y f son cerrados en A (inmediato), ademads
In ]~= {0} como I + J es denso en A4, ’f—}—jlo esen 4y por el
lema anterior es 1 + J = A, luego I + J = A.

Nétese que es esencial en el teorema anterior la estructura mul-
tiplicativa de 4 ; incluso en espacios de HiBERT la suma de dos
variedades lineales cerradas puede ser densa sin coincidir con el
espacio total.

En lo que sigue de este capitulo «ilgebra de cocientes completos»
significard 4lgebra localmente convexa cuyos cocientes por ideales
cerrados son 4lgebras completas.

TreoREMA 10. Sea A un éalgebra de cocientes completos I, J,
dos ideales cerrados tales que 2 (I) N % (J) = ¢. Entonces I + J = A.

DEMOSTRACION. Inmediata a partir del teorema 9.

Cororario 1. Sea A de cocientes completos regular. Sea I un
ideal cerrado en 4, F un cerrado en E (4) tal que 2(I) n F = ¢.
Entonces existe a € I que toma valor 1 sobre F,
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Cororario 2. En las condiciones del corolario 1, si F y G son
cerrados tales que F N G = ¢, existe a ¢ 4 que toma valor 1 en
F yoenG.

CorOLARIO 3. (Particiones finitas de la unidad). Sea 4 un al-

gebra en las condiciones del corolario 1. Si Fy, ..., F, son cerrados
en E (4) tales que Fy n ... N F, = ¢, existen elementos ay, ..., a,
tales que 4; es nulo en F; y que a; + ... +-a, = 1.

DEMOSTRACION. Obsérvese que no vale la demostraciéon del co-
rolario 3 del teorema 8, en la que se utilizaba la no existencia de
ideales densos. En el presente caso no podemos asegurar a priori
que la suma de 7 ideales cerrados sea no densa.

Hacemos la demostracién por recurrencia sobre #. Para n = 2
el teorema se reduce al corolario 2.

Sean, pues, cerrados Fy, ..., F,_{ FF,con Fy n .. N F, = ¢.

Como E es normal (corolario 2) y el cerrado Fyn ... N F,_q, es
disjunto del cerrado F,, existe un abierto U tal que F, ¢ U y que
(Fin ..n F,_;) n U= ¢. El dlgebra A/, es de cocientes com-
pletos y regular (teorema 6) y su espectroes U; F,n U ..., F,_yn U
son cerrados en E (A/x@)) con interseccién vacia. Por la hipétesis
de induccién existen elementos (171, . ;,,_1 € A/, @ tales que ;i, se
anulaen F; n U y que ;1 + ..., + ;,,_1 =1

Elijamos representantes a; ca; y tendremos # — 1 elementos
de A que se anulan respectivamente en F; N U y cuya suma toma
valor 1 en todo punto de U.

Ahora bien, I' = CU y F, son cerrados disjuntos en E (4), luego
existen b €2 (CU) =k (F) v b, ek (F,) tales que b + b, = 1.

Pongamos ¢;=a;b(t=1,...,. 20— 1), ¢,=1—¢; —... —co_g.
Tendremos ¢;(x) = a;(x)*b(x) =0, en F,i=1,..,.n—1) vy,
n—1 n—1
si xeF, Y@ =0 Xa =0k =1
i=1 i=1

(pues b, (x) = 0 en F,), luego ¢,(x) =0 en F,.
Esto acaba la demostracién.

TrEOREMA 11. Sea A un algebra de cocientes completos regular
y semisimple, F un cerrado en E (4). Existe un ideal Ny contenido
en todos los ideales cerrados I tales que % (I) = F ; Ny consta de todas
las funciones a ¢ 4 que se anulan en algin entorno de F. N se lla-
mara ideal de nulidades de F,
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DEMOSTRACION. Andloga a la del caso normado teniendo en
cuenta el corolario 1 del teorema 10.

TEOREMA 12. (generalizacién del teorema 9 para » ideales ce-
rrados). En un 4lgebra de cocientes completos regular semisimple
si la suma de % ideales cerrados es densa, coincide con A.

DeEMOSTRACION. Supongamos que J; + ... 4 J, es denso. Los
cerrados % (Jq) ... A(J,) son de interseccién vacia.

Por la normalidad de E estos cerrados % (J,) pueden sumergirse
en cerrados F; = U, donde U; es un abierto conteniendo a r(J) Y
tales que todavia F; n ... n I, = ¢.

Aplicando el corolario 3 del teorema 10, existen funciones

ay ek (Fy),...,a, ck(F,) tales que a; + ... +a,=1

Pero a; se anula en un entorno de % (J;), luego pertenece al ideal
de nulidades de % (J;) v, por tanto a J; (teorema 11).

Los corolarios 1, 2, 3, 5 del teorema 8 han sido generalizados en
lo esencial. El corolario 4 se apoyaba esencialmente en la compacidad
del espectro. Su generalizacién para algebras de FRECHEY serd dada
en el capitulo III.

3. COMPACTIZACION DEI, ESPECTRO. CARACTIERIZACION DE I1OS ES-
PECTROS LOCALMENTE COMPACTOS

Una #-dlgebra es un dlgebra sobre el cuerpo complejo dotada
de una involucién a — a* tal que (a + b)* = a* + b*, (A-a)* = A-a*,
(a-b)* = b*-a*.

DEFINICION. TUna =x-dlgebra localmente convexa completa se
llama simétrica cuando para todo a € A4, 1 4- a-a* es inversible.
Esta condicién equivale a los dos siguientes

1) Para cada punto x € £ (4) y cada a € 4 es a* (x) = a (x).

2) Todo punto x € E (4) es invariante por involucién.

En todo este apartado A serd un algebra simétrica, B la sub-
dlgebra de A consistente en los a € A acotados en E (A4), es decir, de
radio espectral finito. Un elemento a de B es inversible en B cuando
loesen 4 y |a(v)] estd acotado inferiormente en E (4) por un ¢ > 0.
En particular todo elemento de la forma 1 4 a-a*, a € B es inver-
sible en B,



140 Jestis Mufioz y Joaquin M.2 Ortega

Dotamos a B de la topologia reunién de la inducida por 4 y la
norma (o seminorma si 4 no es semisimple) |a| == sup |a (x)],
r€E (A

Con esta topologia B es completa: si I’ es un filtro de Caucay
en B lo es en 4, luego converge hacia un cierto elemento a ¢ 4 para
la topologia de A; I' como filtro de funciones acotadas en E (4)
converge uniformemente hacia una funcién continua y acotada
fen E (4). Claramente para cada puuto x, f(x) = a (x), luego a ¢ B
y trivialmente F — a para la topologia de B.

B sera, pues, una x-dlgebra simétrica.

FEn B hay un entorno de la unidad formado por elementos in-
versibles: los a tales que |1 —a! < 1; puessi |1 —ai=1 —«a, te-
nemos para todo x c E(4), |1 —a®)| <1 —o, 1 —la(x)| <1 —a,
luego |a (x)! > «, por lo que a es inversible en B. Se deduce que en B
no hay ideales densos. Ademds, toda funcional lineal multiplicativa
en B estd mayorada por la norma de la convergencia uniforme en
E (A): si no fuera asi, para una cierta funcional multiplicativa w
existiria a ¢ B tal que lal =1, w(a) = 1 4+ « con « > 0; entonces
para todo xeE(4) serfa {1+ —a(x)|>1+a—|a®)| >ay
por tanto 1 + « — a serfa inversible en B, cosa imposible siendo
1 4+ o — acker(w).

Por tanto E (B) esta contenido en la bola unidad en B’ de la semi-
norma | |, y como esta bola unidad es débilmente compacta y E (B)
es débilmente cerrado en B’, resulta que E (B) es compacto para la
topologia de GELFAND. Entonces la condicién necesaria y suficiente

para que B sea regular es que E (B) = M (B) sea separado para la
topologia de ZARISKI.

Lema 1. E (B) es una compactizacién de E (4) dotados ambos
espacios de sus topologias de GELFAND respectivas.

DrMOSTRACION. Basta ver que E (A) es un subespacio topolé-
gico denso en E (B).

Que E (A) estd sumergido en E (B) es claro, pues toda funcional
multiplicativa en 4 lo es en B y dos funcionales distintas en A4 son
funcionales distintas en B, claramente. Hay que ver ahora que la
topologia de E (A) estd inducida por E (B): si x € E (4), un entorno
de x en E (A) esta definido por condiciones |a; (x) — a; (y)| < 1, ...,
|a, (x) — a,(y)| < 1; sustituyendo a; por b; = a; — a; (x) las condicio-
nes anteriores son |b; (v)| < 1 que son equivalentes a las b;5; (y) < 1
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. . b; b} 1 .
y éstas a su vez son equivalentes a las 1505 (v) < 3 siendo los
elementos ¢; = _bibE de B
ERE TR s

Veamos, finalmente, que E (4) es denso en E (B) : sea x ¢ E (B);
una vecindad de x puede definirse por condiciones c¢;c; (2) < 1;
llamando ¢ = X¢; ¢}, la vecindad de x definida por c(z) < 1 estd
contenida en la anterior. Como ¢ (¥) = 0, ¢ no es inversible en B,
luego inf ¢ (v) —= 0, y, por tanto: algin v € E (4) verifica ¢ (y) < 1.

yEE(4)
Esto acaba la demostracién.

IrMma 2. Supongamos que B es regular y semisimple. Entonces
existe una retraccién continua de P (B) en M (B) (ambos espacios
con sus topologias de ZARISKI).

DrMosTRACION. ILa condicién de regularidad de B significa que
M (B) = E (B) es HAUSDORFF para la topologia de ZAriski. Esto
equivale a decir que dados dos puntos x;, ¥, en E (B) existen sendos
ideales Ji, J,, tales que %, ¢ A (J), x2¢ A (J,2) v que J; N J, = {0}.
A su vez equivale a la existencia de elementos a;, @,, de B tales que
ay ¢ x1, ar & %3, a;*a, = 0. De esta condicién se deduce que todo ideal
primo de B estd contenido en un solo maximal: si p (ideal primo) es-
tuviera contenido en dos puntos distintos %y, x5, tomando a;, a, como
antes y siendo a;+a, = 0 deberia ser a; ¢p 6 a, € p, cosa imposible
por ser p € %y, b € %, ¥y a1 €%, ar¢ %,

Podemos definir, pues una retraccién p: P (B) -~ M (B) aso-
ciando a cada ideal primo p el ideal méximo p (p) que lo contiene.
Veamos que p es continua.

Como B es regular, semisimple y no tiene ideales densos, para
cada cerrado I' ¢ E (B) su ideal de nulidades N est4d contenido en
todos los ideales I (cerrados o no) tales que %4 (I) = F. La condicién
Iy € F, equivale a Ny, D Ny, y en particular x ¢ F si y sblo si
Nx D Np.

Quedard demostrada la continuidad de $ si vemos que para cada
cerrado IF de M, p~! IF consiste en todos los ideales primos que con-
tienen a Ny (recuérdese que este conjunto de ideales primos es ce-
rrado en P (B)). Si p D Ny trivialmente p (») D N luego p (p) € F.

Reciprocamente, si p (p) ¢ IY, Ny D Np y como 7% (p) = p (p)
resulta que p D N,,(p), luego p D Np. Esto acaba la demostracién,
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TEOREMA 13. Sea A una x-dlgebra completa, semisimple y si-
métrica, B la subdlgebra de los elementos acotados de 4. Si B es
regular, 4 es regular y M (4) es homeomorfo a E (B) y por tanto,
una compactizacién de E (4).

DEMOSTRACION. En virtud del lema 1 es claro que lo tinico que
hay que demostrar es que M (4) es homeomorfo a E (B) = M (B).

I.a inyecciéon B — A da una aplicacién #: P (4) -~ P (B) con-
tinua para las topologias de Zarisk1. Entonces powu: P (4) - M (B)
es una aplicacién continua. La inyeccién 7 : M (A) — P (A) también
es continua, luego % = pouci: M(A) - M (B) es continua. Por otra
parte, & deja fijos los puntos de E (4) claramente; como E (4)
es denso en M (B) y nM(A) es compacto por serlo M (4) y como
M (B) es compacto HAUSDORFF, debe ser = M (4) = M (B).

Veamos que & es inyectiva: sean xj, %, ¢ M(4); sl nx; = znx,
entonces x; N B 'y x, N B estin contenidos en un ideal maximal
Z de B y por consiguiente (¥; N B) + (¥, N B) no contiene la unidad.
Ahora bien, si x| + x, existen a; € %1, a, € x5 tales que a; +a,=1;
se deduce que para ningtin ideal maximal cerrado x de A es simulta-
neamente a; (x) =0, a,(¥) = 0, luego a,ai + a,a3 no tiene ceros
en E (4) y por tanto, es inversible; por otra parte

/3] a; a a;
a ai + araz’  ayail + aza;

son elementos acotados de x;, x,, respectivamente, y su suma es la
unidad, luego siempre que es x; + x, es @wx| + 7%y,
Entonces M (4) es homeomorfo a M (B) = E (B).

TEOREMA 14. Bajo las condiciones del teorema 13 la condicién
necesaria y suficiente para que E (A) sea localmente compacto es
que entre los ideales densos de 4 haya uno minimo.

DEMOSTRACION. Supongamos que E (4) es localmente compacto
Sea Joo el ideal de las funciones de A con soporte compacto; por la
regularidad de A, Joo no estid contenido en ningtin punto, luego es
denso.

Veamos que Joo estd contenido en todo ideal maximal denso z;
si no fuera asi existirfan a € Jo, b €z tales que a + b = 1, luego
b (x) = 1 en todo punto x fuera del soporte U de a; ahora bien, para
cada punto y € U existe a, € z tal que a, (y) + 0, luego a,a} (y) > 0°
esto ocurriré en todos los puntos de un entorno de y; recubriendo U
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por un numero finito de estos entornos y sumando las funciones,
existird ¢ ez tal que c(x) >0 para todo x e E(4) y c(x) > 0 si
x € U; entonces tomando A suficientemente grande positivo, b + A¢
no tiene ceros en E (4), luego es inversible. Pero esto es imposible
por ser b 4+ Ac € z.

Si Namamos Foo = M(A) — E (A) y tomamos «hullsy en M (4)
tenemos 7% (Joo) = F oo, conjunto de los «puntos del infinito» de E (4).

Teniendo en cuenta que M (4) y E (B) son homeomorfos y con-
siderando Joo como ideal en B, es claro que Jo es el ideal de nuli-
dades de Fo.

Si I es un ideal denso en 4, I N B no estd contenido en ningdn
punto de E (4), luego 2(I N B) € Fo (tomamos %~ en M(B)) y
por tanto Jo € I N B c I.

Reciprocamente, si en A existe un ideal denso minimo J. es
claro que 4 (Joo) = M(A) — E (4), lo cual prueba que E (4) es abier-
to en M (A4), luego localmente compacto.

Nora. En las condiciones del teorema 13, la normalidad del
espectro expresada en el teorema 10 significa que dos ideales cerrados
que no tienen puntos comunes en E (4) tampoco tienen puntos
comunes en Fgo.

III. T,OCALIZACION EN ABIERTOS DEIL ESPECTRO

1. UNICIDAD DE LA TOPOLOGIA PARA ALGEBRAS DE FRECHET SIMIi-
TRICAS SEMISIMPLES

TEOREMA 15 (MicHAEL). Si A es un algebra de FRECHET simé-
trica, toda funcional lineal multiplicativa en A es continua.

DEMOSTRACION. Por comodidad del lector hacemos una ligera
adaptacién de la demostracién de MICHAEL.

Sea ® una funcional lineal multiplicativa en 4.

Denotemos con B la subalgebra de 4 de los elementos acotados,
con la topologia del capitulo II; w sobre B es continua, pues B no
tiene ideales densos.

Si w no fuera continua en 4, N % (a) seria vacio en E (4). Como
a € ker (o)

E (A) es reunién numerable de compactos por ser A de FRrECHET,
existiria una familia numerable {#,} € ker (w) tal que N 7% (a,) es
vacio en E (4).
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Podemos suponer que la familia de seminormas de A estd orde-
nada: p; < p, < ... Pongamos:

*
b, = Pl by

Tt anay T T paBa)

o0
Ia serie ) ¢, es absolutamente sumable en B y su suma ¢ per-
1

tenece a ker (w). Pero por otra parte ¢ no tiene ceros en E (). luego
es inversible en A, contradiccién.

TEOREMA 16 (MICHAEL). Si A es un dlgebra simétrica semi-
simple, dos topologias que hagan de A un 4lgebra de FRECHET son
idénticas.

DEMOSTRACION. Sean 7y, 7,, dos tales topologias, 4; el dlgebra 4
dotado de la topologia 7; (¢ = 1, 2). Para la topologia 7 = 7, U 17, 4
es metrizable. Utilizando el hecho de que E (4;) = E (4,), segin
demuestra el teorema anterior, vamos a ver que A con la topologia
es completa: si {a,} es una sucesién de CAGCHY en 4 para T, lo es para

Ty v Ty luego a,—a, a,—>b; para cada punto x € E tenemos
T1

T2
a(x) =1lim a,(x) = b(x), luego a = b; pero entonces a, - a para

n— 00
la topologia 7, lo cual prueba que A con topologia 7 es de FRECHET
En virtud del teorema de los homomorfismos, T equivale 7; y
también a 7,.

2. LOCALIZACION EN ABIERTOS DEL ESPECTRO

DEFINICION. Una seminorma p en un al.c. 4 se dice que estd
localizada en un compacto K € E (4) cuando para toda a ¢ 4 nula
en K es p(a) = 0. Un al.c. cuya topologia esté definida por una
familia fundamental de seminormas localizadas en compactos se
llamara 4lgebra de seminormas localizadas en compactos.

LeMA. Sea A un 4lgebra de FRECHET regular semisimple. La
condicién necesaria y suficiente para que A sea de seminormas loca-
lizadas en compactos es que sea limite proyectivo estricto de una
familia numerable de 4lgebras de FRECHET regulares semisimples de
espectro compacto.

DEMOSTRACION. Supongamos que A es de FRECHET regular
con una familia fundamental de seminormas {p,} localizadas en com-
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pactos {K,}. Podemos suponer p; < p, <..; K;c K,c .... Pon-
gamos J, = k(K,), A, = A/;,, n,: A - A, la proyeccién candnica.
A, es de FRECHET regular y su espectro es E (4,) = 4 (J,) = K,
por la regularidad de A. Ademads, A, es semisimple, trivialmente.

Si # > m existe un epimorfismo continuo =, : A, — A, tal que
T © W, = T, ; podemos formar lﬂ_n A, y definir un morfismo con-

n
T

tinuo w: A - lim A,.
El morfismo = es inyectivo, pues si wa = 0 es a(x) = 0 sobre
todo compacto K,, luego p, (¢) == 0 para todo » y a = 0.
Mostremos que x es epiyectivo: sea (;n) clim A, ; para cada »
T
existe un b, € A tal que =,b, = ;n ; consideremos la sucesién {b,};
esta sucesién es de Caucuy: sea $,, una seminorma de la familia fun-
damental, #n;, #n,, > m; entonces

na

ni ny 77 ny
T (b,,,, - bnz) = T © Ty, bnl — Ty © Ty, bnz == T Ay — T Ay, =

=, — a,, =0, luego by,,—b,, ¢k (K,) y por tanto, p,, (b,,—b,,)=0;

esto prueba que {b,} es de Caucuy. Como A es de FRECHET, existe
b = lim b, y por la continuidad de las proyecciones =, es

. . n . n . ~ ~
7w, 0 = lim =, b, = lim m,, o 7, b, = lim =n,, a, = lim a,, = a,,;
e OO n— 00 n— 00 n— 00
n=m n=m

por tanto, #b = (a,,) ; asi, = es un epimorfismo. En virtud del teorema
de los homomorfismos, 4 = lim 4, también topoldgicamente.
Reciprocamente, si 4 == 1im A,, donde las 4, son regulares semi-
n:‘"

simples y de espectro compacto, las seminormas de A estdn locali-
zadas en compactos (los E (A4,)).

TeorEMA 17. Si A es un dlgebra de FhicHET regular semisimple
con seminormas localizadas en compactos y f es una funcién en E (4)
que localmente pertenece a A, entonces fe A. (*)

DEMOSTRACION. Si E (4) es compacto, el teorema es el corolario 4
del teorema 8. Pasemos al caso general. Pongamos 4 = lim A4, como

n
TTon

(*) Ver al final del articulo.



146 Jestis Mufioz y Joaquin M. Ortega

en el lema anterior. Si f coincide en una vecindad de cada punto
de E(4) con un elemento de A, en la vecindad de cada punto
de K, coincide con un elemento de A,, luego f restringida a cada K,
pertenece a A,. Existe entonces una sucesién {a,} ¢ 4 tal que a,
restringida a K, coincide con f. La sucesién {a,} es de CaucHyY (el
mismo argumento que para el lema). Su limite a coincide con f en
todo punto de E (4).

Pasamos a considerar ahora un sugestivo problema en la teorfa
de funciones: una funcién continua (resp. diferenciable, C>) en el
segmento abierto jpuede expresarse como cociente de dos funciones
del mismo tipo en el segmento cerrado? El problema en general es el
siguiente: dada un algebra de funciones A y un abierto U c E (4),
¢bajo qué condiciones las funciones de U que localmente coinciden
con funciones de A son cocientes de dos funciones de 4°?

Diremos que un 4lgebra estd definida por condiciones locales
cuando verifica la tesis del teorema 17.

TEOREMA 18. Sea A una x-dlgebra de FricHBT simétrica, re-
gular, semisimple definida por condiciones locales. Sea F un cerrado
de E (4) tal, que su ideal de nulidades N ;. tenga una familia numerable
de generadores. Sea U == C I ; entonces la condicién necesaria y sufi-
ciente para que una funcién f definida en U coincida localmente con
elementos de A es que sea cociente de dos funciones de 4 (con deno-
minador sin ceros en U).

DEMOSTRACION. Observemos en primer lugar que si Ny estd
generado por la familia {a,} se tiene F = n % (a,) donde % (a,) es un
cerrado en cuyo interior estd contenido F.

Supongamos que f coincide localmente en U con elementos de 4.
Consideremos la funcién — que denotaremos a,a,f — igual a:

a, (x) ay (%) f(x) en U
{ Oen IF

Por la hipétesis hecha sobre f, la funcién que acabamos de definir
coincide en un entorno de dada punto de U con un elemento de 4,
y como A (a,) contiene a F en su interior, coincide también en un
entorno de cada punto de F con elementos de 4. Como A4 esta definida
por condiciones locales, resulta a,a, f e A.

Suponemos que las seminormas de 4 estdn ordenadas:

Pr<p2=<..
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Consideremos las series

18

A, anf

2" (1 + pn (61,, a; )) * (1 + j)n (an d;)) ’

*
a‘)l aﬂ

2" (1 4 /51» (@awanf)) (1 + pu (d,,a;‘,))

S
Il

(el
I
-8

Estas series son absolutamente sumables. I,uego a y b pertenecen
a A. Claramente, b solo es cero en los puntos de F y se tiene

a
f=zen u.

; . . a .
Reciprocamente, consideremos la funcién f = > donde b no tiene

b
ceros en Y. Cada punto x de U tiene un entorno cerrado W c U. En
el algebra cociente A/, la imagen de b no tiene ceros y por con-
. . . N S . —
siguiente es inversible, es decir, 5 coincide con la restriccién a W de

., a . . = .
una funcién de 4, luego - coincide en W con una funcién de 4.

b

Nora. Es claro que en el enunciado del teorema 18 puede sus-
tituirse la hipétesis sobre N por la siguiente (la que se usa en la de-
mostracién): existe una familia numerable de elementos {a,} tal que
N /2 (a,) = I' y que I sea interior al conjunto de los ceros de cada a,,
es decir, a cada 4 (a,).

CoROLARIO. Sea A una x-dlgebra de FECHET simétrica, regular
separable, semisimple y definida por condiciones locales. Sea F un
cerrado cualquiera de E (4) ; toda funcién en U = C F que localmente
coincida con elementos de A es cociente de dos funciones de 4.

DEMOSTRACION. N, contiene una familia numerable densa {a,};
claramente los a, estan en las condiciones de la nota anterior.

Nora. En el caso separable, todo cerrado de E (A) es cero de
una funcién de 4.

Ejemplo: Las funciones C*° sobre la recta se pueden representar
como cocientes de funciones C° sobre la circunferencia, con deno-
minador nulo a lo més en un punto (el punto cuyo complementario
es la recta).

Dada el 4lgebra 4 y un abierto U de E (4) en las condiciones del
teorema 18, denotaremos con A4, el algebra de todas las funciones
en U que localmente coinciden con elementos de 4.
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Vamos a dotar a 4, de una topologia de FRECHET.

Es facil ver que A4, es semisimple y tiene una involucién simétrica,
luego esta topologia de FRECHIT serd umica (teorema 16).

Sea F == CTU, {a,} funciones tales que N %4 (a,) = F y que I sea
interior a % (a,) para cada 7.

E (A) — h(a,) es un abierto cuya clausura no corta a F. Sca w,
esta clausura. No hay inconveniente en suponer que w; C w, C ...

sustituyendo a;, a,, ... por ajai, ajai + a,a;, ... . Sea J, = k(w,),
A, =A4/;,.
A, es una x-dlgebra de FrRECHLT simétrica, semisimple y regular
i
. 1
(por serlo A) y existe un morfismo de restriccién A4, — 4,_, que es

epiyectivo. Podemos formar 4 = lim A,, que es una x-dlgebra de

n

Tu-1

FritcHET simétrica semisimple de espectro U. La aplicacién candnica
A — A lleva los elementos de A que no tiene ceros en U a elemen-
tos inversibles de A ; por tanto toda funcién 7 de A, tiene imagen
en A. Reciprocamente todo elemento de A4 coincide en U localmente
con elementos de 4, pues cada punto de U estd contenido en un w,.

Por tanto, en virtud del teorema 18, 4 = A4,.

TrOREMA 19. Sea A una x-dlgebra de I'RECHET semisimple, re-
gular definida por condiciones locales. Sea F un cerrado como en el
teorema 18, U = C F, A4, el dlgebra de funciones en U que localmente
coinciden con elementos de A. Entonces 4, es una =-adlgebra simé-
trica, regular, semisimple dotada de topologia de FrECHET, definida
por condiciones locales, y su espectro es .

Algunos de los resultados sobre dlgebras de funciones continuas
o C* sobre variedades numerables al infinito pueden extenderse
a =-dlgebras de I'rRECHET simétricas semisimples regulares definidas
por condiciones locales y de espectro localmente compacto. Asi, por
ejemplo, el teorema de particién de la unidad subordinado a un recu-
brimiento cualquiera del espectro. Resulta también que todo ideal
cerrado I tiene la siguiente propiedad: si f es una funcién que local-
mente estd en I, fel.
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