DIE DIAMETRALE DIMENSION VON LOKALKONVEXEN
RAUMEN

TosuN TERZIOGLU

EINLEITUNG

Wir betrachten in dieser Arbeit zwei Invarianten fiir lokalkon-
vexe topologische lineare Riume. Die eine Invariante ist die soge-
nannte diametrale Dimension von C. BEssAcA, A. PELCZYNSKI und
S. ROLEWICZ, in der man den verallgemeinerten Durchmesser von
Nullumgebungen benutzt. Wir nennen diese Invariante die 4-dia-
metrale Dimension. Wir fithren den Begriff des Schnittes ein um eine
zweite Invariante zu definieren, die wir hier die I'-diametrale Di-
mension nennen.

In Abschnitt I werden die grundlegenden Eigenschaften von
Durchmessern und Schnitten von Teilmengen eines lokalkonve-
xen Raumes zusammengefasst. Wir geben auch einen einfacheren
Beweis fiir den Satz von TikHOMIROW, der fiir die Anwendungen
wichtig ist.

In Abschnitt II untersuchen wir die Permanenzeigenschaften
von beiden, Dimensionen. Durch Anwendung der Dualitit zwischen
Schnitt und Durchmesser geben wir den Zusammenhang zwischen
A-und I'"'Dimensionen und zeigen, dass fiir verallgemeinerte HILBERT
Riume die beiden Begriffe iibereinstimmen. Damit ist eine von
A. PrerscH ((1), 9.2.5), aufgeworfene Frage fiir diese Rdume positiv
beantwortet. B. S. Mrr1acIiN hat die nuklearen Riume mit Hilfe
der A-diametralen Dimension charakterisiert. Hier geben wir eine
Charakterisierung von SCHWARTZ Riumen beziiglich beider Dimen-
sionen. Damit ist gezeigt, dass diese Begriffe nur fiir SCHWARTZ
Riume interessant sind. Fasst man diese Charakterisierung der
ScEwARTZ Riume und der nuklearen Rdume mit den Permanenzei-
genschaften unserer Dimensionen zusammen, dann kann man manche
Permanenzeigenschaften Schwartzscher und nuklearer Rdume gleich-
zeitig erhalten. o
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In Abschnitt ITI betrachten wir Folgenrdume. Nach den grund-
legenden Untersuchungen geben wir genau an, wann ein Folgenraum
ein SCHWARTZ Raum ist. Diese Charakterisierung ist analog zu der
Charakterisierung von nuklearen Folgenriumen, die von A. Gro-
THENDIECE und A. PIETscH stammt. Wir zeigen, dass die beiden
Dimensionen auch fiir Folgenrdume {ibereinstimmen. Wir fithren
eine Klasse von Folgenriumen ein, die wir glatte Riume nennen,
und berechnen ihre Dimensionen. Diese Riume sind eine Verall-
gemeinerung der Potenzreihenriume. Wegen des Zusammenhangs
mit dem Basistheorem fiir nukleare Riume ist die Frage nach der
Isomorphie von zwei Folgenrdumen sehr wichtig. Hier kann der
Begriff der diametralen Dimension eine Rolle spielen, in dem man
durch den Vergleich der diametralen Dimensionen von zwei Folgen-
rdumen zeigen kann, dass diese Riume nicht isomorph sind. Mit
dieser- Methode zeigen wir, dass zwei glatte Ridume von verschie-
denem Typus nicht isomorph sind.

In Abschnitt IV verallgemeinern wir einige Ergebnisse der Arbeit
von Y. KoMURA und T. KoMURA (1). Damit beweisen wir einen
allgemeineren Einbettungssatz fiir nukleare Riume. Als letztes be-
rechnen wir die diametralen Dimensionen einiger Riume.

Ich méchte an dieser Stelle Herrn Prof. Dr. G. KOTHE fiir seine
Unterstiitzung und Anregung bestens danken.

I. DURCHMESSER UND SCHNITT

1. DEFINITIONEN UND EIGENSCHAFTEN

Wir bezeichnen mit Raum einen lokalkonvexen topologischen
linearen Raum. Wenn 4 eine Teilmenge des Raumes E ist, dann ist
kA bzw. I'A bzw. A die kreisformige bzw. absolutkonvexe bzw.
abgeschlossene Hiille von A. Mit pp bezeichnen wir die von der
absolutkonvexen Teilmenge B erzeugte Halbnorm, definiert auf

dem Teilraum E (B )— u nB. B' bzw. B* ist der algebralsche

Kern bzw. die algebraische Hiille von B. Wir bezeichnen mit 4(L)-
bzw. ¢(L) die algebraische Dimension bzw. Codimension eines Teil-
raumes L von E. Eine absolutkonvexe Teilmenge B absorbiert eine
Teilmenge A, wenn fiir eine Zahl ¢ > 0 die Beziehung A c ¢B bes-
teht. Dann schreiben wir 4 < B.
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Sei A < B und L ein Teilraum von-E. Sei

6(4, B, L)y=inf {§>0: Acdé6B+ L}
Enthilt A das Nullelement von E, dann sei

y(4, B; L) =inf {6 >0: AL c 6 B}
Beziiglich der Hilbnorm pp haben wir

(1) y(4, B; L) =sup pp(x) und 6 (4, B, L) = sup inf pg(x — y).

x€ANL X€A yeEL

Sind B und C absolutkonvexe Teilmengen mit B ¢ C c B¢
dann erzeugen B und C dieselbe Halbnorm. Ist A < B, dann auch
A < C und wir erhalten aus (1).

) »(4, B;L)=y(4, C; L); 6(4, B; L)=06(4, C; L)

Sind 4 und B Teilmengen von E mit A < B und neN={0, 1, 2....},
dann heisst

8,(A, B) =inf {6(4, B, L): d (L) < n}

der n-te DURCHMESSER von A beziiglich B. Enthilt die Menge A das
Nullelement von E, dann heisst

yu (4, B) =inf {y (4, B; L): ¢ (L) = <, L abgeschlossen}

der n-te SCHNITT von A beziiglich B. Hier ist B stets eine absolutkon-
vexe Teilmenge nach Definition der Relation <. (4, (4, B)) und
(v» (4, B)) sind absteigende Folgen nicht negativer Zahlen. In (3)
und (4) fassen wir einige einfache Eigenschaften dieser Begriffe
zusammen.

(3) (@) Sei A c ¢ B und B sei absolutkonvex, ¢ > 0. Dann gilt
o (4, B) =7y0(4, B) <e
(b) Fiir A> 0, u > 0 gelten
A 6, (4, B) =4, (A A, u B)
u

A
;yﬂ (AJ B) = Vn (}* A, ‘HB).
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(c) Ist C eine absolutkonvexe Teilmenge mit B* ¢ C € B® dann
gelten

6, (4, B) =46, (4, C)
vn (4, B) =ya (4, C)
(@) Sei A < B < C. Dann bestehen die Ungleichungen
Omin (4, C) <6, (4, B) 0, (B, C)
Ymin (4, C) <yum (4, B) y4 (B, C)
fiir m, n e N.

Bewers: (a) ist trivial und (c) folgt aus (2).

(b) folgt aus (1A, uB; L) — 2 6 (4, B; L) und
7

y(A uB; L)=* y(4, B: I)
u

(@) Istd(L:) <mundd(L;) <n,danngiltd (L, + L) <m + n
und aus AC61 B+L1,BC62C+L2 fOlg‘t AC(Sl azC"f—
4+ L, + L,.

Hat man A,M,; c & B und BAM c &, C fiir abgeschlossene
Teilrdiume M, und M, mit ¢ (Mo) <m und ¢(M,) <n, dann gilt

Aanan C g é&C

Aus der Formel ¢ (MinM3z) =c(M,)+ c(M2) —c (M:+ M,)
folgt ¢ (M1AM2) <m + n.

(4) (a) Aus A, c A2 und A, < B folgt 6, (A,, B) <4, (4, B)
und y, (41, B) <y, (42, B).

() Aus A < B und B c C folgt 6, (4, C) <4, (4, B) und
vm (A, C) <y (A, B) fiir jedes m e N.
Bewers:

(@) Fiir jeden Teilraum L gelten 6 (4, B; L) <6 (4, B; L),
y(41, B, L) <y (4., B, L).
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- - (b) Nach (3) (4) gilt
5,4, C) <8, (4, B) 6 (B, C)
und 6o (B, C) < 1 nach (3) (a).
Ist A < B, dann bestehen die Ungleichungen
o, (A., B) <é,(I"4, B)
s (4, B) <y, (kA, B)

nach (4) (a). Aus. A € 6 B+ L erhilt man I'4A € 6§ B + L, weil
die Menge 6 B 4+ L absolutkonvex ist. Daher gilt

(5) - 6,(4,B)=4,(I'4, B)

. Sei ARL c 0 B fiir einen Teilraum L. Ist x ein Element von
(k4) n L, dann x = « y fiir eine Zahl « mit || <1 und ein y € 4.
Weil L ein Teilraum ist, geh6rt y auch zu L. Nach unserer Annahme
liegt y und damit auch x in 6B, denn B ist kreisformig. Daraus folgt
aber (R A) o L € 6 B und damit haben wir

(6) v»(k4, B) =7y,(4, B)
Beispiel: Sei A ={(£0): —1<E<1} ,{(0,7): —1|<n<1}

A ist eine beschrinkte Teilmenge von P2, wo P die reelle Gerade
ist. B sei die Einheitskugel von P2 und L = {(§, ) : £ = 5}

Aus AL = {0} folgt y: (4, B) =0, aber y, (I'4, B) ist echt
grosser als 0. Da 6, (4, B) =6, (I'4A, B) =1, ist y; (4, B) nicht
gleich 6; (4, B).

Wir geben jetzt eine Adquivalente Definition des Durchmessers,
in der man statt Teilriume kompakte Teilmengen benutzt.

(7) 6,(4, B) ist gleich' dem Infimum aller 6 > 0, zd denen es
hichstens n Punkte X, ...X, aus E (B) gibt, fiir die Ungleichung

AcdB+T{x..%,}
besteht.
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Beweis: Es gelte A ¢ 6 B + L fiir einen Teilraum L mit
d (L) < n und fiir eine Zahl 6 > 0. Man kann einen Teilraum G von
L finden, so dass L = N (B) o L @ G. Hier bedeutet N (B) den Kern
der Halbnorm pgz. Aus der Annahme erhilt man dann

@) AcoB+NB +Gec (d+¢ B+G

fiir jedes & > 0. Dabei gilt d (G) <#» und G 5, N (B) = (0). Nach (i)
gibteszujedemx e A einyeBundeinzeGmitz=x — (0 + & ¥y
Folglich ergibt sich die Ungleichung

(i) Ac@+eB+(A+o+e (BnG)

wo A > 0 irgendeine Zahl, mit A ¢ 1 B. Weil die Menge B G keine
Go2rade im endlich-dimensionalen Teilraum G enthilt, ist sie besch-
rdnkt und infolgedessen kann man Punkte %, ... x, aus E (B) finden,
sodass A+ 0+ ¢) (BAG)c I'{x;...x,} gilt. Aus (ii) folgt darum

Ac (04 ¢ B+ I'{x1..%,}

fiir jedes ¢ > 0.

Besteht anderseits die Ungleichung 4 ¢ 6§ B + I' {%1 ... %,},
dann gilt bestimmt A4 € 6 B + L, wo L der kleinste Teilraum, der
{x1...x,} enthilt.

Mit % (E) bezeichnen wir die Gesamtheit aller absolutkonvexen
und abgeschlossenen Nullumgebungen des Raumes E. Wir geben
jetzt eine Charakterisierung der prikompakten Teilmengen von E.

(8) Eine beschrinkte Teilmenge A von E ist genaw dann prd-
kompakt, wenn fiir jede Nullumgebung U € % (E) die Folge (6, (A, U))
gegen Null konvergiert.

Beweis: Wenn A prikompakt ist, dann kann man zu jedem ¢ > 0
und zu jeder Nullumgebung U € % (E) eine Teilmenge K, =I" {x;... %}
mit

Ac e U+ K,

finden. Nach (7) gilt dann aber 4, (4, U) < ¢ fiir n > s.
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Sei §, (4, U) - 0. Man kann nach (7) zu jedem &> 0 eine kom-
pakte Teilmenge K mit

£

finden. Da K kompakt ist, gibt es Punkte %, ... x,, mit K G {x; + —;— U}
i=1

und daraus folgt

Acvﬁl{xi-l-s U}

(9) Sei A < B. Dann gilt fiir jedes n e N
6, (4, B) =46,(4, B) <46, (4, B) <6, (4, B)
Awus der Stetigkeit der Halbnorm Py folgt dabei die Gletchheii.

Beweis: Zu jedem ¢ >0 gibt es eine kompakte Teilmenge
K,=1T {x..x,} mit

Ac (b,(4, B) + ¢) B+ K,
Daraus hat man unmittelbar
Ac (6,(4, B)+ ¢ B+ K,

Weil K, kompakt ist, ist die rechte Seite abgeschlossen. Folglich
gilt

Ac (0, (4, B)+ ¢ B+ K,

Im Limes hat man daher

(i) 6, (4, B) <4é,(4, B)
Nach (4) haben wir auch

(i) 8, (4, B) <é,(4, B)

(i) 8, (4, B) <6, (4, B)

Aus (i) fiir B = B und (ii) folgt 6,-(4, B) = é, (4, B).
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Ist die Halbnorm pp stetig, dann gilt B* = B und aus 3 (c)
folgt 4, (4, B) =6, (4, B).

Der Schnitt hidngt im allgemeinen von der Topologie ab, da wir
das Infimum iiber abgeschlossene Teilriume nehmen.

Fiir zwei Nullumgebungen ist dies nicht mehr der Fall.
(10) Fiir zwei Nullumgebungen V, U aus % (E) mit V< U gilt

v (V, U) =inf {y (V, U; L): ¢ (L) <n)

Beweis: Sei x € V5 L fiir einen Teilraum L. Es gibt dann ein
Netz (x,) von Elementen aus L mit x, -+ x. Fiir jede Zahl ¢ > 0
gibt es ein «o mit

%, —xeceV
fiir @ > ao. Daher liegt x, in (1 + &) (V Ao L) ab «, und folglich gilt
VaLec (14 (Val)
fiir jedes ¢ > 0. Im Limes besteht
VaLc (VAI)
Anderseits hat man (VA L) € V4 L, da V abgeschlossen ist.
- Wir Haben jetzt

Val=(ValL)
gezeigt.

Gilt V 5 L cdéuU fiir eine Zahl é > 0, dann gilt nach dem Be-
wiesenen V o L c¢ 6 U, weil U abgeschlossen ist. Daher besteht die
Ungleichung

y(V, U; L) <y (V, U; L)

Weil ¢ (L) < ¢ (L), folgt

o (V, U) <inf {9 (V, U; L): ¢c(L) <m}
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Damit ist die Behauptung bewiesen.

Ist ¢ eine lineare Abbildung, die dem Raum E in den Raum F
abbildet und sind 4, B zwei Teilmengen von E mit A < B, fragen
wir nach dem Beziehungen zwischen den Durchmessern von A
beziiglich B und den von #(4) beziiglich #(B)

(11) Es gilt
d, (£ (4), t(B)) <9, (4, B).

Sind C und D Teilmengen von ¥ mit C < D und ist t stetig, dann
gilt

s (¢71(C), 71 (D)) <. (C, D)

Beweis: Aus A ¢ 8 B+ L folgt ¢(4) c 6¢(B) + ¢ (L). Weil
d (L) <d(L)ist, gilt 4, (¢(4),t(B)) <6,(4,B). Gilt CAM c é D
fiir eine Zahl > 0 und fiir einen Teilraum M von F, dann gilt auch
=1 (C) At~ (M) € 8t~ (D). Weil ¢ stetig ist, ist ¢~ (L) ein abge-
schlossener Teilraum von E mit ¢ (¢~ (L)) < c¢ (L).

2. DURCHMESSER UND SCHNIT’I‘ BESCHRANKTER TEILMENGEN IN
NORMIERTEN RAUMEN

Ist E ein normierter Raum mit der abgeschlossenen Einheitskugel
U und ist A eine beschrinkte Teilmenge von E, dann sind y, (4, U)
und 4§, (4, U) wohl definiert. Wir schreiben y, (4) bzw. J, (4) statt
v, (4, U) bzw. 6, (4, U).

Das wichtigste Ergebnis in diesem Abschnitt ist (1), das fiir den
Durchmesser von TiCHOMIROW stammt. Dazu brauchen wir fol-
gendes Lemma, das wir hier ohne Beweis erwdhnen.

LevMMA: L und M seien Teilriume des normierten Raumes E
mit d (L) > d (M). Es gibt dann ein x aus L mat

|| =inf ||z —y]|| =1
yeM

Der Beweis steht in KRASNOSELSKI, KREIN und MILMAN (1)..
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(1) A sei eine beschrinkte Teilmenge von E und L, sei ein (n +-1)
-dimensionaler Teilraum von E. Aus der Ungleichung

«(UaLyc 4 >0

folgt dann y, (4) > « und 6, (4) > «.

Beweis: Der Fall o = 0 ist trivial. Wir nehmen an, dass fiir
eine Zahl « > 0 und einen (» + 1) -dimensionalen Teilraum L

a(UAL)c 4
gilt.

Wire y, (4) < B fiir eine Zahl § mit 0 < 8 < «, dann gibe es
einen abgeschlossenen Teilraum M mit ¢ (M) <nund A M c B U.
Aus unserer Annahme hitte man dann

UALAMca!BU.
L A M+ (0), weil d (L) =n + 1 ist. Daher gibt es ein xe L , M
mit [[x ]| =1. Da la~! g < 1 ist, ist dies aber ein Widerspruch
und daher gilt y, (4) > «.

Wire 4, (4) < f fiir eine Zahl 8 mit 0 < f < «, dann gibe es
einen Teilraum M mit A € BU + M und 4 (M) < »n. Nach unserer
Annahme wiirde dann
(*) UAnLcaoae'pU+ M

gelten. Nach unserem Lemma gibt es ein x e U , L mit
lx|l=1=inf |[|x —y]]
yeEM
und nach (*) aber gdbeeseiny e M mit ||x —y || <a !B < 1.
Aus dem aufgetretenen Widerspruch folgt die Behauptung.

(2) Eine beschrinkte Teilmenge A eines normierten Raumes E liegt
genaw dann in eimem hichstens n-dimensionalen Teilvaum, wenn
6, (4) = 0.
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Beweis: Ist A enthalten in einem Teilraum L, dann gilt
8 (4, U; L) = 0. Wenn dieser Teilraum L von der Dimension # ist,
dann hat man 4§, (4) = 0.

Sei B=1"A und sei d (E (B)) > n. Der Raum E (B) besitzt einen
Teilraum L der Dimension # + 1 und die Topologie induziert auf
L durch E ist dquivalent zu der Topologie induziert durch B, da L
endlich dimensional ist. Daher gibt es eine Zahl « > 0 mit

UArnLcaB
Aus (1) folgt dann die Ungleichung
0, (B) = a7 '>0
und nach 1. (5) 6, (B) = é, (4).

Wenn eine beschrinkte Teilmenge 4 von E in einem hochstens
n-dimensionalen Teilraum enthalten ist, dann gilt wieder y, (4) = 0-
Ist umgekehrt y, (4) = 0, dann folgt i.a. nicht, dass 4 in einem
n-dimensionalen Teilraum enthalten ist, wie das Beispiel nach 1.(6)
zeigt. Dies ist richtig, wenn A auch absolutkonvex ist.

(3) Fiir die mit einer absteigenden Folge positiver Zahlen (o)
gebildete beschrinkte Teilmenge

B={((&): (°2:ta,;1 £, 1)l < |

von 12, 1 < p < oo, gelten die Identititen 6, (B) = y, (B) =,
Beweis: Wir betrachten die Teilrdume

Ls':{(gn): E;;:O n_>_S}

von 17, Dann gelten
Becoa, U+ L,

BAM,ca U
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wo U die abgeschlossene Einheitskugel von 1# ist. Folglich hat
man §; (B) <« und y, (B) < «,.

Sei (&,) € o (U A L,..,). Dann gilt
¥ 1
(21 6.1?) <1

(g™t &, )1 = (5] 0,1 &, )P <
0 0 aq

und daraus ergibt sich
o (Un L) € B.

Aus (1) folgt nun 6, (B) > «, und y, (B) > «,.

II. DIE DIAMETRALE DIMENSION

1. — DEFINITIONEN

Fiir einen Raum E bezeichnen wir mit A (E) die Gesamtheit
aller Zahlenfolgen (£,), die die folgende Eigenschaft haben:

Zu jeder Nullumgebung U e % (E) gibt es eine Nullumgebung
VedA(E), V<U, mit

lim |&,]6,(V, U) = 0.

N—>00

Wir nennen A(E) die A-diametrale Dimension von E. Dieser Begriff
stammt von BESSAGA, PELCZyYNSKI und RoLEwicz (1). Ganz analog
bezeichnen wir mit I'(E) die Gesamtheit aller Zahlenfolgen (&,), die
die folgende Eigenschaft haben:

Zu jeder Nullumgebung U e % (E) gibt es eine Nullumgebung
Ved(E), V < U, mit

lm [& [y, (V, U)=0

I'(E) wird die I-diametrale Dimension von E genannt.

Sei %' (E) irgendeine Nullumgebungsbasis von E aus absolut-
konvexen Nullumgebungen und U’ € %’ (E). Dann gibt es eine Nu-
llumgebung U € A (E) mit U c¢ U'. Ist V € ¥ (E) mit V < U, dann
sei V'eA(E) mit V' c V. Es gilt

0, (V', U) <6, (V, U)
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Konvergiert (&,, 6, (V, U)) gegen Null, dann konvergiert auch
(&, 6, (V', U’)) gegen Null. Widerholt man dieselb Betrachtung mit
A" (E) und A (E) vertauscht, sieht man leicht, dass 4 (E) von der
Wahl der Nullumgebungsbasis unabhingig ist.

Genauso zeigt man, dass auch die I-diametrale Dimension von
der Wahl der Nullumgebungsbasis unabhingig ist.

Man erwartet von einem Dimensionsbegriff dass er invariant
gegeniiber Isomorphismen ist, was wir nun zeigen.

(1) Ist der Raum E, topologisch isomorph zu T, dann gelten
4 (E) = 4 (F)

I'(E) = I' (F)

Beweis: 1 : E — F sei der topologische Isomorphismus. Dann
bildet .~! F in E ab; diese Abbildung ist auch stetig. Die Menge

(i (U): Ue¥(E)}

ist eine Nullumgebungsbasis in F. Nach I, 1, (11) besteht die Unglei-
chung

5, (V, U) <6, (V), i (V) <8, (V, U)
da V =414 (V) ist. Daher hat man

6, (V, U) =6, (¢ (V), 7 (U))
und genauso ergibt sich die Gleichung

va (V. U) = . (0 (V), i (U))

Daraus folgen die Behauptungen unmittelbar.

o sei die Menge aller Zahlfolgen. Konvergiert die Folge (&,)
gegen Null, dann konvergieren die Folgen (£, 9, (U, U)) auch gegen
Null, wo U irgendeine Nullumgebung von E ist.

(2) A (E) und I' (E) sind normale Folgenrdume mit coc 4 (E) C o
und ¢ c I'(E) C w.
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Beweis: Wir brauchen nur zu zeigen dass 4(E) und I'(E) normale
Teilrdume von w sind.

(a,) und (b,) seien Folgen aus 4 (E). Zu jeder Nullumgebung
U ¢ % (E) kann man Nullumgebungen V', V, aus % (E) finden, so
dass

lim |a,| 6, (V1, U) =0, lim |b,|6, (Va2 U)=0.

V sei irgendeine Nullumgebung aus % (E) mit V c Vi A Va.
Nach I, 1, (4) gilt

8, (V, U) <min {6, V1, U), 6, (V2 U)}
Aus der Ungleichung |
| @+ 6] 0, (V, U) < |an] 0, (V, U) + 6] 6 (V, U)
folgt dass (a,) + (b,) zu 4 (E) gehort.

Ist (a,) eine Folge aus 4 (E), dann gehdrt auch (1a,) zu 4 (E)
fiir eine Zahl A. :

Wir haben jetzt gezeigt dass 4 (E) ein Teilraum von w ist. 4 (E)
ist auch normal; denn wenn (a,) aus 4 (E) ist, dann gehort jede Folge
(b,) mit |b,| < |a,| zu 4 (E), was unmittelbar aus der Definition
von A4 (E) folgt. Der Beweis fiir I'(E) lduft genau wie der Beweis
fir 4 (E).

(3) < E,, E»> sei ein Dualsystem. Dann gilt.
A(E([T)) =T (E.[T}]) = o.
Bewers: Die Mengen

eU={x:|<u, x> |<ei=1,..5 u;,e¢Es ¢>0} u; linear
unabhingig, bilden eine Nullumgebungsbasis der schwachen Topologie
T,. Der Kern N (U) von p, hat Codimension s und er ist ein abgesch-
lossener Teilraum. L sei ein Komplementirraum zu N (U). Dann
bestehen die Ungleichungen

UcNU)+LcdéU+L
U~AN{U)cdéU
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fiir jede Zahl § > 0. Daher sind die Folgen (9, (U, U)), (y. (U, U)) gleich
Null ab #» = s. Fiir irgendeine Folge (&,) konvergieren (&, 8, (U, U)),
(&4 74 (U, U)) gegen Null.

2) Permanenzeigenschaften.

Fine lineare Abbildung ¢ von E in F heisst fast offen, wenn fiir
jede Nullumgebung U von E, ¢ (U) eine Nullumgebung von F ist.
Jede stetige lineare Abbildung auf einen tonnelierten Raum ist stets

fast offen.

(1) Gibt es eine stetige, fast offene lineare Abbildung t von E inF,
dann gilt

A(E) € 4 (F).

Beweis: Sei (&,) ed (E) und U’ ¢ % (F). Dann ist U = ¢~1 (U’)
eine Nullumgebung aus % (E). Es gibt eine Nullumgebung V € % (E)
mit ¥V < U und

lim &,6,(V, U) = 0.

n—>00

Man hat é, (¢ (V), t (U)) <4, (V, U) nach I, 1, (11). Weil ¢ (U)
in U’ enthalten ist, besteht die Ungleichung
6, ¢(V),U)<é,(V, U)

U’ absorbiert ¢(V), weil U’ abgeschlossen ist. Ausserdem ist die
Halbnorm p,.. stetig. Daher folgt aus I, 1, (9)

& (V', U)=06,(V), U) <6, (V, U)

wo V'=t (V) eine Nullumgebung aus ¥ (F) ist. Die Folge (&, 4, (V’, U"))
konvergiert gegen Null und daher liegt (&,) in 4 (F).

Unmittelbar aus (1) haben wir

(2) Gibt es eine stetige lineare Abbildung von E auf einen tonne-
lierten Raum F, dann gilt

A (E) € 4(F).
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F sei ein abgeschlossener Teilraum von E. Die kanonische Abbil-
dung von E auf den Quotientenraum E/F ist stetig und offen. Aus (1)
folgt daher

(3) A (E) c¢ 4 (E[F).
4) Fir E=II E, und F =@ F, gelten

a€Ad acd

A(E) c n 4(E)

a€d

A(F)c n 4(F,)

o€d

Bewess: Fiir jedes aw e A sind die Projektionen P,:E —E,,
Q,: F — F, stetig und offen. Aus (1) folgt daher die Behauptung.

Ist F ein Teilraum von E, der einen Komplementirraum besitzt,
dann folgt aus (4) die Ungleichung

(5) 4 (E) ¢ 4 (F)
Die Frage ob diese Ungleichung fiir jeden Teilraum gilt, ist noch

offen.

E sei die vollstindige Hiille von E. Fiir Nullumgebungen V, U
aus ¥ (E) mit V < U seien V, U die abgeschlossenen Hiillen in E.
Dann gilt
(6) 8, (V, U) =6, (V, U)

Beweis: Nach I, 1, (9) besteht

s, (V, 0)=6,(V, U)<8é,(V, U)

Man kann zu jeder Zahl ¢ > 0 Punkte z; ... 2z, aus E finden, so
dass

)

Ve (5,, v, U) + 5) U402z

e U
2n

gilt. Wenn man zu jedem 2; einen Punkt x; aus E mit x; — z; €

wihlt, dann hat man

I'i{zi...z,} € I'{x1...%,} +§ U
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und daraus ergibt sich
Ve @,V U4e U+ TI'ix ... %}
Es gibt daher zu jedem x € V ein v ¢ I" {x; ... x,} mit
Pilx =) < (6, (V. U) +¢)

Da (x —y) ein Punkt von E ist, gilt p,(x —v) = pi (x — ¥)
und daraus folgt

~

Ve @, 0 +e U+Tix..x,)

Im Limes erhilt man die Ungleichung

~

4, (V, U) <4,(V, U)

Weil die Mengen U eine Nullumgebungsbasis von E bilden, haben
wir

(7) A (E) = 4 (E).

Wir untersuchen jetzt die Permanenzeigenschaften der I-Dimen-
sion. Wir haben den Schnitt als Dualbegriff zum Durchmesser einge-
fithrt und daraus die [-diametrale Dimension abgeleitet. Um diese
Dualitit klar zu machen, brauchen wir zuerst ein Lemma.

LeMMA: < Ei, E; > sei ein Dualsystem. A bzw. L sei eine
absolutkonvexe Teilmenge bzw. ein Teilraum von E;. Dann gilt

(A + L)o= Ao, L*
Wenn zusitzlich 4 und L, T, (E,)-abgeschlossen sind, dann gilt
(A nL)o=(do+ L1
Beweis: Seiu e (4 + L)0 und x sei aus A oder aus L. Dann
liegt x =x+ 0 in 4 + L und daher gilt |<#u, x> | <1. Also
(A + Lyoec Ao 5 Lt

Sei u € A0 o L. Fiir x ¢ A, y ¢ L haben wir

I<#x+y>|<|I<u, x>+ |<u,y>] <1

5 — Collectanea Mathematica
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Daher gilt 405 L ¢ (4 + L)o.

Sind 4 und L abgeschlossen, dann haben wir 4 = 40 und L = L%
nach Bipolarensatz. Aus dem ersten Teil folgt daher

(A A L)o == (400 Lo = (40 4 Liyoo
und (A0 + LY)oo = (40 + L1) nach dem Bipolarensatz.

(8) Fiir absolutkonvexe abgeschlossene Teilmengen A und B von
E mit A < B gilt

ya (A, B) <6, (B9, A9)

Beweis: Sei Boc d Ao+ L fiir einen Teilraum L von E mit
d(L) <mn. Nach unserem Lemma haben wir

ArLtc o6 B
L' ist abgeschlossen und c¢ (L') < n. Daher gilt
(4, B) <6, (Bo°, A9).

(9) A und B seien absolutkonvexe Teilmengen von E mit A << B.
Ao sei T, (E)-kompakt. Dann gilt

va (4, B) =6, (B9, A°)
Beweis: Aus (8) haben wir y, (4, B) <6, (B9, A49). SeiA,LcéB

fiir einen abgeschlossenen Teilraum L von E mit ¢ (L) <#. Durch
Polarenbildung erhalten wir nach unserem Lemma

Boc (Ao + Ly

Weil 40, T, (E)-kompakt ist, ist die Summe A© 4 L* abgeschlossen
und 4 (Li) < n. Daher gilt

Boc 6 A0+ Lt
und wir haben 4, (B9, 4°0) <, (4, B).

Sind V, U Nullumgebungen aus % (E), dann gilt nach (9)
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(10) v (V, U) =4, (Uo, V0

weil Vo0 nach dem Satz von ArAoGLU-BOURBAKI schwach kompakt
ist.

Ist E die vollstindige Hiille von E., dann ist sein dualer Raum
wieder E’ und die Polare von U ist wieder U°. Nach (10) besteht die
Identitat

¥a (V. U) = 8, (Uo, Vo) =y, (V, D)
fiir Nullumgebungen V, U aus % (E). Daraus folgt unmittelbar

(11) I'(E) =TI (E)

(12) Fiir einen Teilraum ¥ von E gilt

I'(E) ¢ I'(F)

Beweis: Die Mengen U 5 F, U € % (E), bilden eine Nullumge-
bungsbasis der induzierten Topologie auf F. Es gelte

VaLecoU

fiir V, U € A (E) und einen Teilraum L von E mit ¢ (L) < n. Nach
Kothe (1), 7, 6. (5) gibt es einen Teilraum H von E, der algebraisch
komplementdr zu L ist, mit

F=HAF) D (LAF),

Die Dimension von H A F ist gleich der Codimension von L 5 F in
F und daher ¢ (L 5 F) <d (H) = ¢ (L) < n. Nach unserer Annahme
gilt

VAaF)A(LAF)cdé(UnF)
Damit haben wir die Ungleichung
"V aF, UsF) <y, (V, U)

bewiesen. Daraus ergibt sich die Behauptung.
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(13) E,” sei der biduale Raum von E mit der natiirlichen Topo-
logie. Dann gilt

I'(E) = I' (E,")

Beweis: Die Mengen U0, U € ¥ (E), bilden eine Nullumgebungs-
basis der natiirlichen Topologie auf E’.

Es gelte U0 c 6 Vo + L fiir eine Zahl § > 0 und fiir einen Teil-
raum L von E’ mit d (L) <#. Durch Polarenbildung in E’’ erhalten
wir nach unserem ILemma

Voo  LLc 6 Uoo,
Damit haben wir
Vi (Voo, Uoo) <4, (Uo, Vo)

und weil nach (10) 6, (U°, Vo) =1y, (V, U) gilt, ist I" (E) enthalten
in I' (E,”). Anderseits kann man E als Teilraum von E,” betra-
chten. Dann gilt I'(E,”) ¢ I'(E) nach (12).

Wenn man diese Ergebnisse vergleicht, sieht man leicht dass
auch die Permanenzeigenschaften dieser Dimensionen einigermassen
dual zueinander sind. Es fehlen noch allgemeine Beziehungen wie
die zwischen 4 (E) und 4 (F) oder zwischen I’ (E) und I'(E/F),
wenn F irgendein Teilraum von E ist. Gagegen sind 4 (E) c 4 (E/F)
und I'(E) € I'(F) einfache Folgerungen.

3) Der Zusammenhang zwischen A und I.

Fiir eine Nullumgebung U € % (E) bezeichnen wir mit E, den
normierten Raum E/N (U), mit Norm || x (U) || = p, (x). Der duale
zu E, ist der normierte Raum E’ (UY). Mit K, bezeichnen wir die
stetige kanonische Abbildung von E auf E,. Ist V eine andere Nu-
llumgebung aus % (E) mit V < U, dann schreiben wir K,? fiir die
stetige kanonische Abbildung von E, auf E,. Es gilt K, = K,* K,.
Fiir eine Teilmenge 4 von E schreiben wir K, (4) = 4 (U).

U und V seien Nullumgebungen aus % (E) mit V << U. Wir zeigen
zuerst, dass man die Durchmesser und die Schnitte von V beziiglich
U in normierten Riumen berechnen kann.
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(1) 9, (Uo, Vo) ist gleich dem n-ten Durchwmesser der beschrinkten
Teilmenge U0 von E' (V0), d.h. 6, (U0).

Der Beweis folgt unmittelbar aus I, 1, (7). Wir haben schon
6, (Uo, Vo) =y, (V, U) gezeigt.

2 o, (V, U) = 6, (V (U))

Beweis: Nach I, 1,(11) gilt

b, (V(U)) <6, (V, U).
Es gelte

V{UyesU(U)+ L

fiir einen Teilraum L von E, mit d(L) < n. Bilden x, (U) ... x, (U)
eine algebraische Basis von L, dann sei M die lineare Hiille von
%1...%, in E. Aus unserer Annahme folgt dann

VedU4+NU +M=6U+M
und daher gilt
6, (V, U) <4, (V (U))

Wir geben folgendes Lemma ohne Beweis.

LEMMA: (Auerbach). Ist L ein n-dimensionaler Teilraum eines
normierten Raumes E, dann gibt es eine Projektion P auf L mit
P <n.

Ein lokalkonvexer Raum E heisst ein verallgemeinerter Hilbert
Raum, wenn man die Topologie von E durch skalare Produkte (,),
erklaren kann, so dass die Mengen U,

U,={x: |(x, 2), |2 <1}

eine Nullumgebungsbasis U, (E) bilden. In diesem Fall ist E,, ein
prihilbertischer Raum.

Insbesondere ist jeder nukleare Raum ein verallgemeinerter
Hilbert Raum.
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(3) V und U seien Nullumgebungen aus U (E) mit V. << U. Dann
besteht die Ungleichung

LV, U) <8, (V, U) < (n+ 1) 3, (V, U)
n+1

Ist ¥ ein verallgemeinerter Hilbert Raum und sind V, U aus ¥, (E),
dann gilt

0, (Vr U) = Vn (V’ U)

Bewets:  Sei d, (V, U) < 6. Nach (2) gibt es einen Teilraum L (U)
von E, mit d (L (U)) <#n und es gilt

Q) V(U) € 6 U (U) + L (V).

P sei die in dem Lemma angegebene Projektion auf L (U). M sei
der Nullraum von P, und Q sei die Projektion I-P auf M. Dann ist
Q1] <n -+ 1 und c (M) < n. Es gilt nach (i)

VU AMcQV(U)co(lQll+ ¢ U()
fiir jedes & > 0.
Weil K, (V o K,~' (M) = V (U) o M gilt, bekommt mann
VAK'(M)comn+14+eU+NU)=dmn+1+¢U

Die Codimension von K, ! (M) in E ist kleiner oder gleich als
die Codimension von M in E, und K,~! (M) ist abgeschlossen, da
M als der Nullraum der stetigen Projektion P abgeschlossen ist.
Daher gilt im Limes

vV, U) <d(n+1)
fiir jedes 6 mit 6, (V, U) < 4, und so ergibt sich die Ungleichung

v (V, U) < (n+1)34,V, U).

Ist E ein verallgemeinerter Hilbert Raum und sind U und V aus
%, (E), dann gibt es eine orthogonale Projektion P auf den endlich-
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dimensionalen Teilraum L (U) des prahilbertischen Raumes E,.
Dann hat die komplementire Projektion  die Norm 1. Daher gilt
in diesem Fall

Vu (V: LT) < 0, (V: U)

Sei 6, (Uo, Vo) =y, (V, U) <d. Nach (1) gibt es einen Teil-
raum L von E’ (V) mit

(id) Uoc 6 Vo+ L

und 4 (L) <#n. P sei die in I.emma angegebene Projektion von
E’" (Vo) auf L. Q sei die zu P komplementire Projektion. Dann gilt
N =T —-P<(n+1).

Wenn E ein verallgemeinerter Hilbert Raum ist, wihlt man P
als die orthogonale Projektion von dem Hilbert Raum E'(V0) auf
L, und Q sei dann die Projektion auf L' wo L & L' = E' (Vo) ist,
Dann ist |:Q |} = 1.

Nach (ii) gilt fiir jedes ¢ > 0
(i) TonMcQUY)cs( Q! el
wo der Teilraum M = Q (£’ (V1)) als Kern der Projektion I’ abge-
schlossen ist. Die Abbildung K, ist stetig. Die adjungierte Abbil-
dung zu K, ist die Einbettung von £’ (V) in E'. Es gilt

U (V)0 = K, (U)o = K,~' (U0) = U0 5 E' (Vo) = U0

Unter Verwendung von II, 2, Lemma erhalten wir aus (iii) die
Aussage

V(V)co(iiQ:! + & (UWV)+ MY
Weil V (V) die Einheitskugel von E, ist, gilt
VIV)eo(Ql + & (U V)M + eV (V)
Ist 8, eine Zahl fiir die V € 6§, U gilt, dann hat man

(iv) V() e o(iQii+e Goe+1) UWV)+ M
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Sei %1 (V) ... x, (V) eine allgebraische Basis von ML, Sei L die
lineare Hiille von x, ... x, in E. Aus (iv) folgt dann

Ved(lQll+e (Goet+1) U+ L
Weil d (L) = d (ML) <wn ist, gilt
5, (V, U) <6(n+ 1+ e) o+ 1)
Durch Grenziibergang ergibt sich die Ungleichung
6, (V, U) < (n + 1) 6, (Us, V)

Wenn E ein verallgemeinerter Hilbert Raum ist, wihlt man P
als die orthogonale Projektion des Hilbert Raumes E’(V9) auf L, und
Q sei dann die Projektion auf L1, wo L ¢ LL = E’(V9) ist. Dann
ist 1011 = 1.

Mit denselben Betrachtungen erhilt man in diesem Fall die
Ungleichung

6, (V, U) <96, (U VY
Wir erhalten aus (3) die folgenden Ergebnisse:
(4) Ist (£,) eine Folge aus A (E), dann gehirt die Folge (
zu I'(E). "

1
‘)
L,
Ist (&,) eime Folge auss I' (E), dann gehirt die Folge ( j_ " «E,,)

n
zu 4 (E).

(5) Fiir einen verallgemeinerten Hilbert Raum E gilt
A(E) =T (E).

4) Charakterisierung von SCHWARTZ- und von nukleaven Rd:men.

Fin Raum E heisst ein SCHWARTZ RAuUM, wenn es zu jeder Null-
umgebung U ¢ U (E) eine Nullumgebung V e % (E) mit V < U gibt,
so dass die Abbildung K,’ prikompakt ist.

(1) K, ist genauw dann prikompakt, wenn die Folge (6, (V, U))
gegen Null konvergiert.

Bewers: K, ist genau dann prikompakt, wenn V (U) eine pri-
kompakte Teilmenge von E, ist, denn V (U) ist das Bild der Einheits-
kugel V(V) von E,.
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Nach I, 1, (8) ist die beschrinkte Teilmenge V' (U) genau dann
prikompakt, wenn die Folge (J, (V (U))) gegen Null konvergiert.
Es gilt aber nach 3, (2) 6, (V, U) =6, (V (U)).

(2) Die Abbildung K, ist gemaw dann prikompakt, wenn die
Folge (v, (V, U)) gegen Null konvergiert.

Bewess:  Die Abbildung K’ ist genau dann prikompakt, wenn
die adjungierte Einbettung von dem Banach Raum E’(U9) in E'(V0)
kompakt ist. Nach I, I, (8) ist die Teilmenge U° von E’(V0) genau
dann prikompakt, wenn 4, (U°) gegen Null konvergiert, und aus
(1) und aus 2, (10) erhidlt man

6" (UO) = Vn (V, LY) = Vu (V, L“v)

Wir charakterisieren jetzt ScHWARTZ Riume beziiglich beider
Dimensionen.

(3) Fiir einen Raum E sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:
(

a) E ist etn SCHWARTZ Raum,

() I~ c A(E),
(¢) co#4(E),
@) 1= c I(E),
() co = I'(E).

Beweis: (a) = (b): Ist E ein ScHWARTZ Raum, dann gehért
die Folge (1, 1, ...) zu 4 (E) nach (1). Weil 4 (E) ein Folgenraum ist,
liegt damit jede beschrinkte Folge in A4 (E).

(6) = (c) und (d) = (e) sind trivial. (a) = (d) ist genau wie (a) = (b).

(¢) = (a): Sei (&,) eine Folge aus A (E) die nicht gegen Null
konvergiert. Es gibt dann eine Teilfolge (&) von (£,) mit

inf | &, | =4A>0

Weil (&,) aus 4 (E) ist, gibt es zu jeder Nullumgebung U ¢ % (E)
eine Nullumgebung V e %A (E), V < U, so dass (&, 6, (V, U)) gegen
Null konvergiert. Aus der Ungleichung

A0 (V, U) < &, 16, (V, U)
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folgt, dass (6, (V, U)) gegen Null konvergiert. Weil (4, (V, U)) eine
absteigende Folge ist, konvergiert sie daher gegen Null und nach (1)
ist E ein SCcHWARTZ Raum.

(¢) => (@) : Der Beweis lauft genauso wie (c) = (a). Statt (1)
benutzt man (2).

Mit (3) haben wir gezeigt, dass unsere Dimensionen nur fir
ScHEWARTZ Riume interessant sein Konnen denn falls ein Raum
kein ScHWARTZ Raum ist, ist seine Dimension stets gleich c.

Insbesondere haben wir:

(4) Fiir einen wunendlich dimensionalen normierten Raum F
gilt

A (E) = I' (E) = co.

Eine andere Folgerung aus (3) ist die Tatsache, dass es keinen
Raum E mit ¢o € 4(E) € I oder ¢y € I'(E) c I>° gibt, wobei
die Inklusionen echt sind.

E und F seien zwei Hilbertriume mit den abgeschlossenen Ein-
heitskugeln U und V. Ist T eine kompakte lineare Abbildung von
E in F, dann gibt es orthonormierte Systeme (e,) bzw. (f,) in E bzw.
F und eine absteigende Folge positiver Zahlen (4,) aus co, so dass T
die Form

Tx = CE'}»,, (x, en,) fn

n=0

besitzt. Rechnet man #-ten Durchmesser von 7T (U) in I© wie in I,
2, (3), dann bekommt man

(5) (5” (T (LT)) - )m

T sei eine stetige lineare Abbildung von dem normierten Raum E
in den normierten Raum F. Die Abbildung T heisst nuklear, wenn es
Elemente u, ¢ E', y, ¢ F mit X' |{u,|| !l v, | < oo existiert, so dass T
die Form

(6) Tx =2 <th,, x>,
n=0

besitzt. Ist U die abgeschlossene Einheitskugel von E, dann folgt
aus der Ungleichung
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Zo(n + 126, (T (U)) < o

die Nuklearitdt von 7. (Mitiagin (1) oder (2)).

Ein Raum E heisst nuklear, wenn es zu jeder Nullumgebung
U e % (E) eine Nullumgebung V ¢ % (E) mit V < U gibt, so dass
die Abbildung K,* nuklear ist. Weil die Adjungierte einer nuklearen
Abbildung wieder nuklear ist, ist die Einbettung von E'(U0) in E’(V)
auch nuklear, wenn K,’ nuklear ist.

Wir geben jetzt eine Charakterisierung nuklearer Riume, die
fiir die A-Dimension von Mitiagin (1) stammt.

(7) Fiir einen Raum E sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:
(@) E ist nuklear.

() ((» + 1)*) e (E) fir jede Zahl a > 0.

(¢) ((n + 1)f) e 4 (E) fiir eine Zahl g > 0.

(d) ((»+ 1)* cI'(E) fir jede Zahl o > 0.

(e) ((n + 1)8) e I'(E) fiir eine Zahl > 0.

Beweis: (c) = (b): Zu jeder Zahl « > 0 widhlt man eine ganze
Zahl N mit NB > 24. Sei Up = U € ¥ (E). Nach Voraussetzung kann
man U;.. Uy aus % (E) wihlen, so dass

1

6;1. U L1 U < —
( k+1 I\) ] ( 1)[3
gllt Aus I, 1,(3), (d) erhilt man

N—1
b (Uy, U) <110, Uy, Up) < —— !
k=0

2

Fiir jede ganze Zahlm > N wihlt man#n ¢ N mit Nu < (m + 1) <
< 2N (n + 1) Es gilt dann

20
b (Uy, U) < b3a (Us, U) < — < [ 22 ] .
(m+ D=~ |m+1
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Man kann eine Nullumgebung W e % (E) finden, so dass fiir
t=01..N

6 (W, U) < -~

gilt, Sei V = W, ——\

U. Dann gilt fiir jedes »
(2N)2a

1
(n + 1)

(n+1)6,(V,U) <
und daraus folgt die Behauptung.
(e) = (d): Genau wie (c) = (b).

(b) = (a): Nach Voraussetzung kann man zu jedem U e % (E)
ein V ¢ % (E) finden, so dass 2 (n + 1)2 6, (V, U) < oo gilt. Nach
(6) ist K,” dann eine nukleare Abbildung und daher ist der Raum E
nuklear.

(d) = (a): Zu jedem U gibt es ein V € ¥ (E), so dass fiir n ¢ N,
+ 1)sy, (V, U) < 1gilt. Aus II, 3 (4) folgt dann X' (n 4 1)26,(V, U)

<z 1 _
(n 4+ 1)2

T

< 1 und danach ist K, nuklear.

(@) = (¢) und (a) = (c): Da jeder nukleare Raum ein verallgemei-
nerter Hilbert Raum ist, gilt 4 (E) = I" (E) nach 3, (5). Man braucht

daher nur (4) = (¢) zu beweisen.
Weil E nuklear ist, gibt es zu jedem U ¢ % (E) ein V ¢ % (E) mit

V < U, so dass K,” eine nukleare Abbildung ist. Dann ist die kano-
nische Einbettung E’(U°) — E’(V°) auch nuklear. Man kann die
Nullumgebungen V, U so wahlen, dass E’(U°) und E’(V°) Hilbert-
rdume sind. Nach (5) gilt 4, (U°) =y, (V, U) = 2, und (4,) ist eine
absteigende Folge aus /1. Daher gilt Xy, (V, U) = K < . Aus
der Ungleichung

s+ 1) 9 (V, U)< Ey, (V, U) <K
n=0

folgt dann, dass die Folge ((# + 1)) in I' (E) liegt.
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Durch Zusammenfassung der Ergebnisse von 3 und von diesem
Paragraph kann man ohne jede Schwierigkeit einige Permanenz-
eigenschaften von ScHWARTZ- und nuklearen Riumen erhalten.

Als Beispiel geben wir die folgenden Ergebnisse.

(8) Es gebe eine stetige, fast offene, lineare Abbildung von E in F.
Ist B ein SCHWARTZ Raum bzw. ein nuklearer Rawum, so ist F ein
SCHWARTZ Raum bzw. ein nuklearer Raum.

Beweis: Nach 3, (2) gilt in diesem Fall 4 (E) ¢ 4 (F). Ist E
ein SCHWARTZ Raum, dann gilt nach (3)

I c 4(E)c 4(F)
und aus demselben Satz folgt, dass F ein SCHWARTZ Raum ist.

Ist E nuklear, dann liegt die Folge ((» + 1)) in A(E) und damit
in A(F). Aus (7) folgt daher die Nuklearitdt von F.

(9) Ewn Raum E ist genanw dann ein SCHWARTZ Raum bzw. ein
nuklearer Raum, wenn die vollstindige Hiille B ein SCHWARTZ Raum
bzw. ein nuklearer Raum ist.

Der Beweis folgt aus (3) bzw. aus (7), weil nach 3, (7)
4 (E) = A (E) gilt.

Nach 3, (13) gilt I'(E) = I' (E,”"). Daraus erhilt man unmit-
telbar den folgenden Satz.

(10) Ein Raum E ist genau dann ein SCHWARTZ Raum bzw. ein
nuklearer Raum, wenn der biduale Raum E,'' ein SCHWARTZ Raum
bzw ein nuklearer Raum 1ist.

III. FOLGENRAUME

1. — DEFINITIONEN

Wir erwihnen hier einige Definitionen und Ergebnisse aus der
Theorie der Folgenrdume, die man in KOTHE (1) § 30 finden kann.

Eine Teilmenge P von w heisst ein Stufensystem, wenn sie den
folgenden Eigenschaften geniigt:
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(i) Jede Folge g9 = (o,) € P ist positiv. (d.h. g, > 0 fiir n € N).

<

(i) Zu jeder Zahl s € R gibt es eine Folge o ¢ P mit g, > 0.

(iii) Zu endlich vielen Folgen o, ... 9, € P existiert stets eine
Folge o0 ¢ P mit

On Z sup {an anv}

fiir alle n e V.

Wenn P ein Stufensystem ist, ist die Gesamtheit aller Folgen
x = (x,) mit

oo
j)g(x) =2 x| 0. < ©
n=0
fiir g€ P ein linearer Teilraum von w, auf dem man aus den Halb-
normen p, eine lokalkonvexe Topologie erzeugen kann. Wir bezeichnen
diesen Raum mit A(P). Die Mengen

eUpy={(%): Z]x, |0, < &}
bilden eine Nullumgebungsbasis in A (P).

Fiir eine Teilmenge M von w bezeichnen wir mit M" die normale
Hiille von M. M" besteht aus allen Folgen (y,) mit |y, | <|x, |
n € N, fiir eine geeignete Folge (x,) aus M. Ist M" = M, so heisst M
normal. A (P) ist immer normal und 2 (P) 3 ¢, wo ¢ der Raum aller
Folgen mit nur endlich vielen von Null verschiedenen Koordinaten
bedeutet.

Zu jedem Teilraum u von w, mit 4 O @, ordnet man seinen a-dualen
Raum p*, definiert als die Menge aller Folgen # = (u,) deren skalare
Produkte

oo
<u,x>=2u,x,
n=0

mit allen x € u absolut konvergieren. Man kann mit den Halbnormen
2|ty Xy |
n=0

u € u* eine lokalkonvexe Topologie auf u einfiithren. Diese Topologie
heisst die normale Topologie. Der Folgenraum u** versehnen mit
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der normalen Topologie ist die vollstindige Hiille von y und p** ist
isomorph zu A (P,*), wo P,* die Menge aller positiven Folgen von u*
ist. Daher gilt 4 (u) =4 (2 (Pyx)) und I'(u) = I (A (P,x)). Vom
Standpunkt der diametralen Dimension kann man daher ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit nur die Folgenrdume A (P) betrachten.

Ist 2 = A (P), dann ist die normale Topologie auf A im allgemeinen
stirker als die von P erzeugte Topologie.

Iir eine positive Folge ¢ bezeichnen wir mit 4, die Gesamtheit
aller Folgen x mit X' | x, | 0, << o0, versehnen mit der normalen Topo-
logie. Ist A= A(P), dann gilt A(P) = n 4, und A (P) ist der lokal-

ocP

konvexe Kern KI,7!(4,), wenn I, die Einbettung von 1 in 4, ist.
Nach einem Satz iiber lokalkonvexe Kerne (KOTHE (1) 22.6 (3)) ist
2" gleich der Hiille X' 4,%.

pEP

Der s-te Abschnitt einer Folge x = (x,) ist die Folge »°* = (x',),
%, =x,fir 0 <= < sund x, = 0 fiir u > s.

2. Die diametrale Dimension der Folgenrime.

P sei ein Stufensystem und 2 =21 (P). v und # seien aus P mit
v > . Mit (a,) bezeichnen wir die Folge

— { Mn/vnr vﬂ # O
oy =

0 sonst

und wir schreiben #, = 0 (v,) wenn die Folge («,) gegen Null kon-
vergiert.

(1) Es gelten
o, (Us, U) <sup o,

n=s

ys (U, U,) <sup «,

n=>s

Beweis: L,= {x:x = x°} ist ein s-dimensionaler Teilraum von
A Sei x = (x,) € U,. Aus der Ungleichung

oo oo
(*) Pu(x—xs)=2|xn!”‘n=21xn|vn°‘nssup°‘n

n=s n=s n=s
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ergibt sich
U.c (sup «,) U, + L,

n=s
Sei M, der Teilraum von A definiert durch
M, ={xeld: x* =0}
Es gilt nach (¥)

U,nM; c (sup «,) U,.
n=s

(2) Ist u, > O fiir jedes n € N, dann gelten
inf «, <4, (U, U.)

n<s

inf o, <9, (U,, U,)

n=ss

Beweis: Nach der Annahme erzeugt U, eine Norm auf 2 und

oy = 2 fiir jedes n. Sei (x,) € (inf o) (Us n Loy,)-
Uy n<s

Aus der Ungleichung

2%, v, = z | %, | %, o, < (inf «,) (sup o,7?) <1

n=s = nss n<s
erhdlt man die Aussage

(nf o) (Uy n Loy,) € U,

nss
und dann folgt die Behauptung nach I, 2, (1).

(3) Die Folge (6, (U., U,)) konvergiert genau dann gegen Null,
wenn u, = 0 (v,) gilt.

Beweis: Ist (,) € co, dann ist lim «, = 0. Nach (1) gilt daher
lim o, (U,, U,) =0

Sei lim 6, (U,, U,) = 0. Wir definieren eine stetige, lineare Abbil-
dung A von A in 1! durch den Ansatz

A (%) = (% ¢)
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Weil 4 (U,) in der Einheitskugel von /' liegt, erhilt man
s, (4 (U,) -0

nach I, 1, (11). Aus I, 1, (8) folgt dann, dass A(U,) eine kompakte
Teilmenge von /! ist.

Sei 0, = (& 0,5). (0,) ist eine Folge in /! und weil 0, ein Element
aus 4 (U,) ist, hat die Folge (6,) mindestens einen Behriirungspunkt,
der wegen der Konstruktion von 6, nur das Nullelment von /! sein
kann. Folglich konvergiert die Folge (6,) gegen Null in /! und daher
gilt u, = 0 (v,).

(3) und II, 4, (3) liefern uns die folgende Charakterisierung von
SCHWARTZ Riumen.

(4) Ein Folgenraum A(P) ist genauw damn ein SCHWARTZ Raum
wenn es zu jeder Folge u = (u,) aus P eine andere Folge v = (v,) ¢ P
mat

#, = 0 (v,)
gibt.

Ganz analog ist die folgende Charakterisierung der nuklearen
Folgenrdume.

(5) A(P) ist genaw dann nuklear, wenn es zu jeder Folge u e P,
Folgen v € P und (&,) €1' mit

U, < &, 0,
gibt.

Der Beweis steht in Pierscm (1).
(6) u und v seien Elemente von P mit v > u und se:
lim 6, (U,, U,) = 0.

Sei N' = {n eN: u, # 0}. Es gibt eine Permutation {noni ...n;...}
von N’, so dass

ans = 6s (Uw Uu) = Ys (va Uu)
gult.

6 — Collectanea Mathematica
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Hat N’ nur s Elemente, dann gult

61: (Uzn Uu) = Y (Uw Uu) =0

ab k = s.

Beweis: Hat N’ nur s Elemente, dann ist die Codimension des
Nullraumes M von U, gleich s. Ist L ein Komplementirraum von
M in A = A (P), dann gelten

U,céU,+ L
UnMcéU,

fiir jedes d > 0, und es folgt daraus dass 6, (U,, U,) und y, (U,, U,)
ab s gleich Null sind.

Es gilt N'={neN: a, > 0}. Die Folge («,) konvergiert gegen
Null nach (3). @’ sei eine Permutation von N’, so dass fiir n > s,
n,seN'

O(n’(n) S an'(s)

gilt. Mit {non1 ... n, ...} bezeichnen wir o’ (N'). Fiir jede Folge x = (x,,)
aus A definieren wir eine Folge x, = (x’,) durch den Ansatz

o = Xn B="MWg ... Ns_,
.=
0 sonst

Sei Li={xel: x=2x,}. L, ist ein s-dimensionaler Teilraum
von A. Sei x € U,. Aus der Ungleichung

Pu(x — %) =k2=‘s] Ky I U, :k2=‘s! KXo I Uny, Ony, < (k{—'s[ Xy, [ vnk) K < LN
erhidlt man

U, € (x) U, + L,

Usn M C (a) U,

wo M, derjenige Teilraum von A, der aus x € A mit x, = 0 besteht.
Daraus ergeben sich die folgenden Ungleichungen
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(@) o (U, Uy) <oy,

(ﬁ) Vs (U‘v, Uu) S ans

A sei die lineare Abbildung von 4 in /!, definiert durch den Ansatz
A (%) = (%, %)

Sei L'y, = {(&): & =0n #£no... n}. L'g,, ist ein (s + 1)
-dimensionaler Teilraum von /'. Sei (£,) € S L';;,, wobei S die Ein-
heitskugel von /' bedeutet. Aus der Ungleichung

l X 1 1
£ 18, 90y, < ("gol £, 1) Lol

mns ans

folgt, dass «, (S A L'sy,) in 4 (U,) enthalten ist. Nach I, 2, (1) erhal-
ten wir dann die Ungleichung

o, < 6 (A (U,) <6 (U, Ul)
die mit (i) die Aussage
OL,LS == 6: (Uv: Uu)
liefert.

Wir brauchen noch nur «, <& (U,0, U,% zu zeigen, denn es gilt
6, (U0, U9 =y, (U, Uy).

Sei
LS+1 = {(nn) el (Uvo) M = 0 n # no... 0}

Sei (17,) € U,° o Ly, das heisst |7, | < v, fiir 2 =0, ..., s.

Fiir 7 <s besteht die Ungleichung

U, Upy  O; oy

| sl __ | 774 LS—I.—,

und daraus folgt

ty, (U0 o Lest) € UL
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Nach I, (2), 1 ergibt sich die gesuchte Ungleichung.

Unser nichstes Ergebnis ist deswegen wichtig, weil es zeigt, dass
der Begriff der diametralen Dimension fiir die Untersuchung der
Folgenrdume anwendbar ist.

(7) Es gilt A(A) =TI (A) fiir jeden Folgenraum A = A (P).

Beweis: Ist A kein ScHWARTZ Raum, dann gilt nach II, 4 (3)
A4 =T(@).

A sei ein SCHWARTZ Raum und (a,,) sei aus I" (1). Nach II, 4 (3) gibt

es zu jeder Folge # € P, Folgen v!, v?> ¢ P mit v! > u, v2 > u so dass

lim a, v, (U,1, U,) =0

lim 8, (Uss, U,) =0

n—>00

gelten. Wihlt man v € P mit v, > sup {v,}, v,2}, dann gelten

) Hm a, y, (U, U,) =0
(i) lim 6, (U, U,) =0

weil U, ¢ U, A U,2 gilt. Nach (6) ist y, (U,, U,) gleich 8, (U,, U,)
und daher gehort die Folge (a,) zu 4 (4).
Genauso kann man zeigen, dass 4 (1) in I' (A) enthalten ist.
Das nichste Ergebnis ist eine Verallgemeinerung von (4).

(8) (&,) sei eime Folge mit &, # 0. Gibt es zu jedem ueP ein
v eP mit

“n“snlzo(vn)

dann liegt die Folge (inf | £,]|) in A4 ().

n=s

Bewets: Zu jedem & > 0 gibt es ein & ¢ N mit

€
o, <
| &l
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fiir » > k. Daher gilt fiir s > %

(inf [ &,]) (sup ) < e

nz=s n=s

und nach (1) konvergiert die Folge (inf | &, | 6, (U,, U,)) gegen Null.
nzs

(9) P bestehe aus Folgen (u,) mit u, # 0 fiir jedes n. (€,) sei eine
Folge aus A (A) mit &, 5= O fiir jedes n.

Dann gibt es zu jedem u € P ein v € P, so dass die Folge (E,, 11'1) eine
Un

gegen Null konvergente Teilfolge hat.

Beweis: Ist A kein SCHWARTZ Raum, dann ist die Behauptung
trivial, weil jede Folge in 4 (1) gegen Null konvergiert.

A sei ein SCHWARTZ Raum. Ist die Folge (&,) beschrinkt, wahlt
man zu jeden # ¢ P ein ve P mit #, = 0 (v,). Dann konvergiert

(E,, Z”) gegen Null.
)

n

(&,) sei eine unbeschrinkte Folge aus 4 (1). Zu jedem s e N gibt
es ein k£ (s) e N mit

| §ra | = sup | &, |

und (% (s)) ist unbeschrinkt. Zu jedem # e P gibt es ein v ¢ P mit

lim | §,194, (U,, U,) =0.

Speziell konvergiert (& 0y (U,, U,)) gegen Null mit s - .

Weil & (s) <s ist, gilt o, (U,, U,) <0y (U,, U,) und daraus
folgt

lim | Ek(s) I 68 (Uv) Uﬂ) = 0.

n<s Uy

Nach (2) konvergiert die Folge (Ek(s) inf %’) gegen Null.
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Weil die Folge (| & |) aufsteigend ist, gilt

; : Up .Uy,
inf (I &) | —) <| &y | inf =

n=s U, n<s U,

und daher konvergiert die Folge ( inf [ &, iﬁ’\) gegen Null. Da &,y # 0,

-
B5S n

muss (Ek(,,)u——”\) eine gegen Null konvergente Teilfolge haben. Daher

Un

hat die Folge ({-’n o ) eine Teilfolge, die gegen Null konvergiert.
Uy |

3. GrartE FOLGENRAUME

(B,) sei eine unbeschrinkte, aufsteigende Folge positiver Zahlen.
Sei P= {(kf*): k=1, 2, ...}. Der vom Stufensystem P erzeugte
Folgenraum ist ein Potenzrethenvaum vom umendlichen Typus und

\6,
er wird mit Ao (B,) bezeichnet. Ist Q das Stufensystem { (1 — %) :

k=12, .. }, dann ist 1(Q) ein Potenzreihenraum vom endlichen Typus,
bezeihnet mit 2, (5,).

Die wichtigsten Potenzreihenrdume von endlichem oder unend-
lichem Typus erhilt man aus den Folgen (#), log (#+1). oo (log (n +1))

ist der Raum aller schnell fallenden Folgen s, der aus den Folgen
(£) mit
lim | & | (n+ 1) =0, k=1, 2, ..

besteht.
P sei ein Stufensystem, das den folgenden Eigenschaften geniigt:
(i) Jede Folge (o,) aus P ist aufsteigend und go > 0.

(ii) Zu jeder Folge (o,) € P gibt es eine Folge (0,) ¢ P mit
0.2 < o, fiir jedes #.

A(P) wird dann ein glatter Raum vom unendlichen Typus genannt.
Wir schreiben kurz ein G, -Raum.
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Jeder Potenzreihenraum vom unendlichen Typus ist ein Goo-Raum.
Q sei ein Stufensystem, das den folgenden FEigenschaften geniigt.

(i) Fiir alle Folgen (g,) € Q gilt 0 < ¢, < ¢,_,

(i) Zu jeder Folge (g,) € Q gibt es eine Folge (¢,) € Q mit
V. < ¢, fiir jedes n.

Wir nennen den Folgenraum A(Q) glatt vom endlichen Typus
und wir werden kurz G; -Raum schreiben. ‘
Jeder Potenzreihenraum vom endlichen Typus ist ein G; -Raum.

(1) a) Ein Goo -Raum A (P) ist genau dann etn SCHWARTZ Raum,
wenn P eine unbeschrinkte Folge besitzt.

- b) A (P) ist genau dann nuklear, wenn es ein o € P mit (1/o,) ¢ 1!
gibt.
Beweis:
(a) Ist A(P) ein ScHWARTZ Raum, dann gibt es zu jedem g e P
ein ¢ € P mit (0,/0,) € co nach 2, (4). Aus LU folgt, dass die
On On

Folge (—1) gegen Null konvergiert.

"/

o’ sei eine unbeschrinkte Folge aus P. Sei o = (o,) ¢ P. Es gibt
eine Folge o ¢ P mit o, > max (p,, o’,) und daher ist ¢ = (o,) unbe-

schriankt. Weil die Folge (&> beschrankt ist, konvergiert die Folge
0}1/

(ﬁ) gegen Null und nach 2, (4) ist A(P) ein ScEWARTZ Raum.

()
(b) Ist A (P) nuklear, dann gibt es zu jedem g € P ein ¢ ¢ P mit

(&) elt nach 2, (5). Aus ) < Qn folgt, dass die Folge (i) in It liegt.
g, Oy Oy O

o’ sei eine Folge aus P mit (—E) €ll. Seip e P. Es gibt eino e P
Q'n

mit o, > max (g,, 0,) und daher liegt (1—) in /1. Die Folge (g,/0,2)
O '

liegt dann in /1.
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Ist ein Goo-Raum A (P) kein ScHWARTZ Raum, dann besitzt P
keine unbeschrankte Folge. In diesem Fall ist A (P) isomorph zu I'.

Weil jeder Potenzreihenraum vom unendlichen Typus ein Goo
Raum ist, erhdlt man folgendes Ergebnis aus (1).

(2) Ein Potenzrethenraum von unendlichem Typus Aso (B,) st
stets ein SCHWARTZ Raum.
Aoo (Bn) ist genau dann nuklear, wenn fiir eine Zahl q, 0 < g < 1
die Reihe X gfn konvergiert.
n=0

Der duale Raum 4’ zu 2 = 1 (P) besteht aus allen Folgen (&,) mit
| £, | < C o, fiir eine geeignete Folge (g,) ¢ P und eine Zahl C > 0.
A" ist im allgemeinen ein Teilraum des a-dualen Raumes A*. Ist P
ein abzdhlbares Stufensystem, dann ist 1 = A(P) ein gestufter Raum
und 1’ = 1*. (Kothe (1), 30.8)

(3) Ist ein Goo -Raum ) = A (P) ein SCHWARTZ Raum, dann gilt
A =4 ().
Beweis: o und o' seien aus P. Es gibt eine Folge ¢’ ¢ P mit
o =0(d"), ¢'» =0(s),

weil 4 (P) ein ScHWARTZ Raum ist. Dann gilt o, o', = 0 (o,) fiir eine
Folge ¢ ¢ P mit ¢, > (¢’,)2. Nach 2, (8) liegt die ausfteigende Folge
(04) in 4 (2). Es gilt daher P c 4 (1) und A’ besteht aus allen Folgen
(&,) mit | &, | < Cp, fiir eine Folge (g,) aus P, C > 0. Daher ist 1’ ein
Teilraum von 4 ().

(&,) sei aus 4 (4). Nach 2, (2) gibt es zu jedem p ¢ P ein o ¢ P mit

| & inf &2 < 1.
nSso‘n

Aus der Ungleichung

& < inf i
O n<s Oy

folgt | & | <2 und daher liegt (£) in A'.
9
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Die Behauptung gilt nicht mehr, wenn A(P) kein SCHWARTZ Raum
ist, denn 4 (') = ¢,.

Nach (2) wird jeder Goo -Raum A = 4 (P) durch seine diametrale
Dimension eindeutig bestimmt, denn der Raum 2 (4') stimmt stets
mit dem Raum A = 1 (P) {iberein und 2’ = 4 (1'), wenn 2 ein SCHWARTZ
Raum ist. Ist A kein ScawaArrz Raum, d.h. 4(1) = ¢o, dann ist 1 iso-
morph zu .

(4) Ein G, -Raum 2 = AQ) ist genaw dann ein SCHWARTZ Raum,
wenn jede Folge (q,) aus Q gegen Null konvergiert.

Bewets: Konvergiert jede Folge (g,) € Q gegen Null, dann aus

= \/?,, ‘/E folgt ¢, = 0 (¢’,) fiir eine Folge (g',) € Q mit V. <q'..
Nach 2, (4) ist 2 ein SCHWARTZ Raum.

Ist 4 ein ScHWARTZ Raum, dann folgt aus demselben Satz, dass
es zu jedem ¢ € Q ein ¢’ € Q mit ¢, = 0 (¢',) gibt. Aus der Ungleichung

q’n/q,o S q:t/q,n
folgt danach, dass (g,) gegen Null konvergiert.

Unmittelbar aus (3) erhalten wir:

(5) Jeder Potenzreihenraum vom endlichen Typus ist ein SCHWARTZ
Raum.

Wir berechnen jetzt die diametrale Dimension eines G; -Raumes.

(6) Ist der Gy -Raum A = A(Q) esn SCHWARTZ Raum, dann gilt

A ()‘) == {(Eu): (En qn) €0, Vq SQ} - {(fn) (gu qn) CZOO: V‘IEQ}

Beweis: Sei (&,) ¢ 4 (2). Nach 2, (2) gibt es zu jedem g € Q ein
g €Q mit

lim | & | inf ¢,/¢’, = 0.
§—>00 n=s

Aus der Ungleichung ¢,/¢’ < inf g,/q’, folgt (&; g;) € co. Wir haben
jetzt die folgende Inklusion:

A@A) e {(&): (g eco, VaeQ} € {(&): (5ugu) €1, VqgeQ}
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Sei (&, q,) €l fiir jedes g € Q. Sei ¢’ € Q mit \/?,, <q",. Wahlt
man nach 2, (4) ein ¢’ ¢ Q mit ¢”, = 0 (¢’,), dann gilt y/ ¢, = 0 (¢,).
Nach der Annahme gibt es eine Zahl C > 0 mit g’ &1 <C fir
jedes n. Weil die Folge (¢’,) absteigend ist, gilt

Vg sup 1 &1 <gq", sup | €] <C.

Aus der Ungleichung

gs sup | &, | S‘/—qf ,q—° ¢

nzs s

folgt ¢, sup |&,{ = 0(¢";). Weil die Iolge (sup | &,|) aufsteigend

n=s s

ist, gehort sie zu 4 (2) nach 2, (8). Deshalb gehort auch (&,) zu 4 (2).

(7)  Fiir einen G-Raum 2 = % (Q) sind die folgenden Eigenschaften
dquivalent:

(@) 2 (Q) ist nuklear,
() Qcs,
(¢) Qc .

Beweis: (a) -~ (b): Ist A nuklear, dann gehdren die Folgen
(m+1)%, k=1,2,..zu4 (1) nach II, 4, (7). Aus (6) folgt dann, dass
jede Folge (g,) aus Q schnell fallend ist. Daher gilt Q ¢ s.

(0) — (c) ist trivial.

(¢) > (a): Ist (g,) ¢ Q, dann (y/g,) € Q" € 11. Sei (¢',) € Q mit
g, > \/ g,. Aus der Ungleichung ¢, < \/ a g', folgt nmach 2, (5) die
Nuklearitit von A.

Weil jeder Potenzreihrenraum vom endlichen Typus ein G;-Raum
ist, erhalten wir aus (c¢) die folgende Charakterisierung nuklearer
Potenzreihenrdume vom endlichen Typus.

(8) A1 (P,) ist genau dann nuklear, wenn fiir jede Zahl q, 0 < q < 1,
(gPn) im It liegt.
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k!
———

Beispiel: (B,) sei die Folge 1, 1, 2, 2, ... k& ... & ... Die Reihe
X gf* = X n! ¢" konvergiert nur fiir ¢ = 0. Daher ist 1, (8,) oder
Joo (B,) ein Beispiel eines nicht nuklearen gestuften Raunes, der ein
ScHwARTZ Raum ist.

A= 2 ({a"}) sei ein gestufter Goo-Raum. Fiir jede ganze Zahl %
definieren wir eine Folge b* mit

k ’ k
bn = sup {a,..a%}

Aus der Definition von b, erhilt man
b1 >bk>0 k=12 .., neN

Daher ist {b*} ein monoton wachsendes Stufensystem. Weil jede Fol-
ge a* aufsteigend ist, so auch jede Folge b*. Da 2 ein G.o-Raum ist,
kann man zu jedem k& ein m, finden, so dass (2,)2 < a,, n € N, gilt.
Aus der Ungleichung

(0,52 < sup {a, ...a,""}

folgt (6,/)2 < b,7*, n € N, j, = max {m ... m, }. Danach ist 1 ({b*}) ein
Goo-Raum. Es ist unmittelbar ersichtlich, dass {,} wieder den Raum 2
erzeugt.

Man kann genauso zeigen, dass jeder gestufte G;-Raum von einem
monoton wachsenden Stufensystem erzeugt werden kann.

A. PrerscH (1) zeigte, dass zwei Potenzreihenrdume mit ver-
schiedenem Typus niemals isomorph sein kénnen. Das letzte Ergebnis
ist eine Verallgemeinerung dieser Tatsache.

(9) A= 2A(P) bzw. u = A(Q) sei ein gestufter Goo-Raum bzw. ein
gestufter G-Raum. Ist einer der beiden Raume ein Schwartz Raum,
dann konmen sie micht isomorph sein.

Beweis: Nach den vorangehenden Betrachtungen nehmen wir
ohne Einschriankung der Allgemeinheit an, dass P = {a*} und Q = {b*}
monoton wachsende Stufensysteme sind.

Wire A isomorph zu u, dann hitten sie dieselbe diametrale Di-
mension und es wiirde nach (1) und (6)

M= {(&): (&. b)) el=, k=1, 2, ..}
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gelten. Danach wiren die Zahlen

0, = sup a,f b}
n

wohl definiert mit g, > 0. Aus der Ungleichung
ank Qk—l S (bnk)—'l S. (bln)_l

wiirde dann folgen, dass die Zahlen

wohl definiert wiren. Wir hiitten

: i—lgh b oo gkpk
b’n 6}1, S I + v n d
kgl 2o T 2o
Aus den Ungleichungen
o0 uk bnk o 1
ISy <2
=i 2Por 4= 2
i g kpi  i—l g B j—1 .
An bﬂ< anbnSE 9; SMy

=1 2%g, T Sy 2kg, T S 2k,
wiirde dann die Ungleichung
0,0 <2+ M,

folgen. Weil die Folge (8,) danach in A (u) = A’ liegen wiirde, gibe
es ein ' mit 6, < M a,™, M > 0. Es gibt ein m mit a,” = 0 (a.™),
denn 1 ist ein Schwartz Raum. Daher hitte man 0, =0 (a,”). Aus
der Definition von 4, folgt aber

0, (@)1 > ml
2" Om

Aus dem aufgetretenen Widerspruch folgt die Behauptung.
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IV. EIN EINBETTUNGSSATZ

T. Komura und Y. KoMURA haben in (1) bewiesen, dass ein
lokalkonvexer Raum genau dann nuklear ist, wenn er mit einem
Teilraum eines topologischen Produkts (s)4 von s identifiziert werden
kann. Damit war eine von A. GROTHENDIECK stammende Frage
positiv beantwortet. Wir werden in diesem Abschnitt die Methode
von T. KomuraA und Y. KoMURA benutzen, um einen allgemeineren
Einbettungssatz anzugeben.

E bezeichne in diesem Abschnitt einen verallgemeinerten Hilbert
Raum.

(1) E sei ein Schwartz Raum wnd (y,) ser aus A (E). Fiir jedes
Ue ¥, (E) gibt es eine orthonormierte Basis (e,) des Hilbert Raumes
E’' (U9, so dass die Menge

{2 tarmen 3 [El2<1]
n=0 n=0 J
gleichstetig in E' ist.

Beweis: Sei U € %, (E). Es gibt eine Nullumgebung V; € % (E)
mit Vic U und |y, | 6,(V1, U) < 1. Weil E ein Schwartz Raum
ist, gibt es eine andere Nullumgebung V, e % (E) mit V, € U, so
dass die Einbettung E’ (U%) - E’ (V,0) kompakt ist. V sei eine andere
Nullumgebung aus %, (E) mit V ¢ Vi V2 Dann gilt

(i) l7al 6, (V, U) <11,
(ii) Die Einbettung I: E’' (U9 — E’ (V) ist kompakt.

Weil E' (U°?) und E’ (Vo) Hilbert Riume sind, gibt es ortho-
normierte Systeme (e,) bzw. (f,) in E’ (U°) bzw. E’ (V0) und eine
absteigende Folge nicht negativer, reeller Zahlen (4,), so dass die
Einbettung I die folgende Gestalt hat:

I u=°z°: Ay (u, ¢,) f,=u
n=0
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Das System (e,) ist eine orthonormierte Basis in E’ (U9), denn J
ist eineindeutig. Ausserdem gilt p.c (e,) = 4,.

Aus II, 4, (5) folgt dann
}*n = an (UO)
8, (V, U) ist gleich 4, (U9 und nach (i) gilt daher

Alysl < L

Ist (&,) eine Folge mit og‘ | &, 12 <1, dann gilt
n=0

(oo}

PaO ( o&n Y gn) = §0l En |2 |yn ‘2 },”2 S 1

und aus dieser Ungleichung folgt, dass die Menge
{anyn eﬂ: 2[ 51! I2 S 1}

in der gleichstetigen Menge V0 enthalten ist.

(2) Ein abzihlbares Stufensystem {a*} bestehe aus Folgen, die den
folgenden. Ungleichungen geniigen.:

af>a,1>0 k, neN
ak > ak,_, kR, neN

E sei ein Schwartz Raum und sei (%, ,y) € A (E) fitr jede Zahl
keN. Sezt Ue¥, (E). Es gibt eine orthonormierte Basis (e,) von
E' (U9, so dass die Teilmengen

Blr,k = {ank €y M= 0: 1: 2, }

von B gleichstetig sind.

Beweis: Nach (1) gibt es zu jedem £ eine orthonormierte Basis
(e,f) von E’' (UY), so dass die Mengen

Ay ={Z& @iy T &2 < 1}
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gleichstetig sind. Ordnet man alle Vektoren e,* wie folgt €% €', ¢!,
€% €% e* €%, €', ..., dann liefert die GrRam-ScumipT Orthogonalisie-
rungsmethode eine Basis (¢,) von E’ (U9 und es gilt (e, e,*) = O fiir
(B 4+ 12, (n+ 1)2<m + 1. Fir m + 1 > (k + 1)2 gilt dann

bm = 2 fnmlk enk
(n+1)2=>m-+1

wobei &% = (e, e,*) ist. Aus der Ungleichung

km i2
n

2

(& e ) <)

folgt, dass fiir m + 1= (k+ 1)24+ 1, (k + 1)24 2..., a*, ¢, in 4,
liegt.

Weil eine endliche Teilmenge gleichstetig ist, folgt daraus dass die
Teilmengen

Y
b
(n+1)2>m+1

k
B (nt1)2

— k . _
Bu,k'—' {@° e: m=20,1, 2, ...}

gleichstetig sind.

(3) P = {a*} sei ein abzihlbares Stufensystem wie in (2). A = A (P)
sei nuklear. Liegt jede Folge (a¥.,») in der diametralen Dimension
A (E) eines Schwartz Rdumes E, dann ist E isomorph zu einem
Teilraum von (A)4.

Der Beweis folgt aus (2) mit demselben Wortlaut wie der Einbet-
tungssatz in der Arbeit von T. KoMurA und Y. KOMURA.

(4) Ein Rawm E ist genaw dann nuklear, wenn er sich mit einem
Teilraum von (s)4 identifizieren lisst.

Beweis:  Der nukleare Folgenraum s kann durch das Stufensystem
{(n + 1)*: k=1, 2, ...} definiert werden. Weil das Produkt nuklearer
Riume und ein Teilraum eines nuklearen Raumes wieder nuklear
sind, ist jeder Teilraum von (s)4 nuklear.

Sei E nuklear. Nach II, 4, (7) liegen die Folgen ((# + 2)2%) in
A4 (E). Aus (3) folgt dann, dass E isomorph zu einem Teilraum von
(s)4 ist.
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V. BEISPIELE

1) Wir berechnen zuerst die diametrale Dimension des Folgen-
raumes ¢. P sei die Menge aller positiven Folgen aus . Dann gilt
@ = A (P). Sei (9,) eine beliebige aufsteigende Folge positiver Zahlen.
Sei # ¢ P. Dann gilt

%, 0, = 0 (v,)

fiir die Folge v = (v,), v, = n %, g,. Nach III, 2, (8) liegt die
Folge (o,) in A4 (¢), und weil die diametrale Dimension ein normaler
Folgenraum ist, haben wir 4 (p) = w.

Nach II, 1, (3) hat jeder Raum E (T (E’)) die diametrale Dimen-
sion w. @ ist ein Beispiel eines Raumes mit der diametralen Dimension
w, der toneliert ist.

Ist d eine Kardinalzahl mit d > N, dann ist der Raum ¢, nicht
nuklear und nach II, 4, (7) enthilt A(p,) die Folge (n 4 1) nicht.
Daher ist die diametrale Dimension von ¢, kleiner als die diametrale
Dimension von ¢.

2) Nach II, 4, (7) ist ein Raum E genau dann nuklear, wenn die
Folgen ((n + 1)%), k=1, 2, ..., in A(E) liegen. Weil die diametrale
Dimension ein normaler Folgenraum ist, kann man diesen Satz
auch so formulieren: E ist genau dann nuklear, wenn s* € 4 (E).

Wir berechnen hier die diametrale Dimension des topologischen
Produkts (s)4, A eine beliebige Indexmenge. Nach II, 2, (4) haben
wir 4 ((s)4) € 4 (s) und nach III, 3, (3) gilt 4 (s) = s*.

Weil das Produkt nuklearer Ridume wieder nuklear ist, gilt
s¥ € A ((s)4) Daraus ergibt sich die Identitdt

s¥ = 4((s)),

B. S. MITIAGIN (2) hat gezeigt, dass der Raum & zu dem N-fachen
topologischen Produkt (s)¥ des Folgenraumes s isomorph ist.

Daher gilt
sX =4 (8).
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3) Der Raum der schnell fallenden Funktionen S ist isomorph
zu dem Folgenraum s. Daher gilt

sx = 4(S).

4) A(S) sei der Raum aller in der Einheitskreisscheibe S analy-
tischen Funktionen mit der Topologie der gleichmissigen Konver-
genz auf allen kompakten Teilmengen von S. 4 (C) sei der Raum der
ganzen Funktionen mit der Topologie der gleichmissigen Konver-
genz auf allen kompakten Teilmengen der komplexen Ebene C. A4 (S)
ist topologisch isomorph zu dem Folgenraum A, (#). Daher gilt nach
II1, 3, (6).

AA(S) =1{(&): (bng") el>, 0<g<1}
A(C) ist topologisch isomorph zu A (#): so gilt nach III, 3, (3)
A4(4(€) = (Ao (m))*.

Nach III, 3, (9) ist 4 (S) nicht isomorph zu 4 (C). 4 (C) ist nicht
isomorph zu einem Raum mit diametraler Dimension s*: denn s*
ist ein echter Teilraum von (e (#))*. In dem Beweis von III, 3, (9)
haben wir gezeigt, dass zwei Potenzreihenrdume von verschiedenem
Typus nicht dieselbe diametrale Dimension haben. Daher ist s*= 4 (s)
ein echter Teilraum von A4 (1, (n)). A (S) ist daher nicht isomorph
zu einem Raum mit diametraler Dimension s*.

7 — Collectanea Mathematica
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