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EINLEITUNG

Unter dem Begriff «Morse Theorie (im klassischen Sinn)» ver-
steht man zwei verschiedene aber #dhnliche Systeme von Sdtzen. In
dem einen betrachtet man eine differenzierbare reelle Funktion f
auf einer endlich-dimensionalen Mannigfaltigkeit, definiert fiir
reelles 7 fr: = {x e M/f(x) <7} und beschreibt fiir ein Intervall
[a, b] den Homologie-, Homotopie-und Diffeomorphietyp des Paares
(f?, /4 mit Hilfe der kritischen Punkte von fin f~1 [4, b]. In dem an-
deren bildet man auf einer endlich-dimensionalen Mannigfaltigkeit
den Raum M der stiickweise differenzierbaren Wege, die zwei vor-
gegebene Punkte verbinden. Auf M definiert man eine Funktion f,
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die jedem Weg seine Linge zuordnet, und beschreibt wie oben den
Homologie- und Homotopietyp von (f*, f*) durch die kritische Menge
von f in f~t[a, b], dh.:durch die Menge der Geoditischen, deren
Liange zwischen a und b liegt.

R. Parals (9) (und unabhéngig S. SMALE) haben 1963 eine Morse
Theorie fiir vollstindige Riemannsche unendlich-dimensionale Man-
nigfaltigkeiten entwickelt, die beide oben erwdhnten Zweige der
Morse Theorie umfaBt.

Die zuerst erwihnte Art der Morse Theorie wurde 1954 von
R. Borr (1) noch in einer anderen Weise verallgemeinert. Grob
gesagt ersetzte er die in der Morse Theorie nétige Vorraussetzung,
daB die kritischen Punkte nichtentartet seien, durch die, daB die
kritischen Punkte eine Vereinigung von «ichtentarteten kritischen
Mannigfaltigkeiten» bilden. Er konnte dann verallgemeinerte Morse-
Ungleichungen herleiten. Man findet diese Theorie in (2) dargestellt,
wo R. Bo1rT sie zum Beweis der Periodizitatssdtze fiir die klassischen
Gruppen benutzt.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die von R. PALAIS gegebene Verall-
gemeinerung der Morse Theorie so abzuindern, daB sie auch bei
Vorliegen von nichtentarteten kritischen Mannigfaltigkeiten an-
wendbar bleibt.

Das FErgebnis dieser Arbeit, i.e. diese Verallgemeinerung, ist
nicht neu: A. WASSERMAN hat 1965 eine solche Verallgemeinerung
in seinem Research-Anouncement (13) angekiindigt. Auf meine
Anfrage, ob die Beweise zu seiner Arbeit (13) schon erschienen seien,
war Herr A. WASSERMAN so freundlich, mir seine unverdffentlichte
Dissertation (14) zuzuschicken, in der sich Beweise zu (13) befinden.
Die ersten drei Paragraphen der vorliegenden Arbeit wurden durch
die Dissertation nicht beeinfluBt, wohl aber der Paragraph vier.

Der Aufbau der vorliegenden Arbeit ist folgender:

In §0 und §1 entwickeln wir die benotigten Hilfsmittel fiir die
Beweise in §2. Die bewiesenen Sitze sind elementar. Die systema-
tische Verwendung der in § 1 entwickelten Operationen im Endo-
mophismenbiindel eines Vektorraumbiindels zum Beweis des «Morse-
Lemmas» in § 2 ist neu. In § 2 beschreiben wir den Diffeomorphietyp
eines Paares (f?, f*) durch «Henkel». Die Beweise werden durch Verall-
gemeinerung der von R. PALAIS in der Arbeit (9) gegebenen gefiihrt.
In § 3 leiten wir einfache Folgerungen aus dem Hauptsatz von § 2 ab.
Sie sind in dem Fall, daB alle vorkommenden Mannigfaltigkeiten
endlich-dimensional sind von R. BorT in (2) bewiesen worden.
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Das Ergebnis von §4, ie. die Existenz einer «Morse-Funktiony,
deren kritische Menge nur aus den Bahnen einer kompakten Lie-
Gruppe besteht, und der Beweis dieser Existenzaussage stammt von
A. WASSERMAN (14).

§ 0. NOTATIONEN, DEFINITIONEN, VORBEREITUNGEN
UBER VEKTORRAUMBUNDEI,

Im Text werden wir gelegentlich neue Begriffe ohne sprachlichen
Zusatz durch die Schreibweise 4 : = B einfithren. (d.A. : der Begriff
A wird durch den bekannten Begriff B definiert).

Die Zeichen N, Z, Q, R und C benennen der Reihe nach die natiir-
lichen, ganzen, rationalen, reellen und komplexen Zahlen. I'x (oder
wenn kein MiBverstindnis zu erwarten ist I) bezeichnet die identische
Abbildung des Raumes X in X. Zur Definition der Begriffe Mannig-
faltigkeit und Vektorraumbiindel siehe (5). Unter einer Nulldimensio-
nalen Mannigfaltigkeit verstehen wir einen Punkt. Untermannigfaltig-
keiten tragen immer die induzierte Topologie. Wenn nicht aus-
driicklich durch den Zusatz «berandet» angekiindigt, bedeutet «Man-
nigfaltigkeity immer «unberandete Mannigfaltigkeity. Wir betrach-
ten nur Mannigfaltigkeiten der Klasse C°. Seien X und Y Mannig-
faltigkeiten. Dann bezeichnen wir mit C>°(X, Y) die Menge der Ab-
bildungen von X in Y der Klasse C°. Die Elemente von C>(X, Y)
heifen einfach auch differenzierbare Abbildungen. Ein Vektorraum-
biindel bezeichnen wir mit (£, m, M). E steht fiir den Totalraum,
o fiir die Biindelprojektion und M fiir die Basis. Héiufig identi-
fizieren wir M mit dem Nullschnitt in E. Sei ec I, p 1 = = (¢).
Dann schreiben wir statt e auch ¢,, £, : = n~!(p). Fine offene
Uberdeckung (U, von M heiBt trivialisierend fiir (E, n, M),
wenn jedes U, im Definitionsbereich einer Karte fiir 3/ enthalten
ist, und E |y, trivial ist. Zu solcher Uberdeckung gibt es einen Atlas
{@utuer Tir E mitg,: E|==— V, X B,. Dabei ist B, ein Banachraum,

Ua
V, eine offene Teilmenge eines Banachraumes, ¢, ein Diffeomorphis-

mus, und es gilt ga(es) = (%, (p), 9a () (¢y)), wobei g, (p): 71 (p) ~ B,
linear und x, eine Karte fiir U, ist. Unter einem Atlas fiir ein Vek-
torraumbiindel werden wir immer solch einen speziellen Atlas ver-
stehen. Fine Riemannsche oder Hermitesche Metrik fiir (E, @, M)
wird mit << , > bezeichnet, die zugehérige Norm mit |! Il. < , >,,
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p € M, bezeichnet das durch <, > gegebene Skalarprodukt in
a i (p).E(r): ={eecE]ilell <7, 0<7reR}.

Sei G eine Liegruppe, die differenzierbar auf der Mannigfaltig-
keit M operiert. Dann heifit M/ eine G-Mannigfaltigkeit. Wir schreiben
die Operation G X M ->» M in der Form (g, x) |- gx und fassen G
als Teilmenge von C>° (3}, M) auf. Sei N eine weitere G-Mannigfal-
tigkeit. f e C>°(M, N) heiBt equivariant (invariant) wenn fiir alle
geG fog=gof (fog=f) gilt. C°(M, R) bezeichnet die Menge der
invarianten reellen Funktionen auf M.

Sei (E, &, M) ein Vektorraumbiindel und E eine G-Mannigfaltig-
keit, so daB fiir alle geG g : E -~ E ein Vektorraumbiindelmor-
phismus ist. Dann heifit (E, =, M) ein G-Vektorraumbiindel. Wenn
(E, n, M) auBerdem noch eine Metrik trigt, und G beziiglich dieser
als Gruppe von Isometrien operiert, so heit (E, =, M), ein Rie-
mannsches G-Vektorraumbiindel. Sei M eine G-Mannigfaltigkeit.
Dann ist das Tangentialbiindel durch die Operation G X TM - TM
mit (g, v) [ g«(v) in natiirlicher Weise ein G-Vektorraumbiindel.
Fine Riemannsche Mannigfaltigkeit M heifit Riemannsche G-Man-
nigfaltigkeit, wenn das Tangentialbiindel von M ein Riemannsches
G-Vektorraumbiindel ist.

Sei (E, =, M) ein reelles Vektorraumbiindel (d.h., die Fasern sind
reelle Banachriume). Das Tensorprodukt dieses Biindels mit dem
Biindel (C X M, p,,, M) bezeichnen wir mit (E ® C, nc, M). Es
heit die Komplexifizierung von (E, =, M) und ist ein komplexes
Vektorraumbiindel mit Faser ag'(p) =n~'(p) ®C iiber p ¢ M.
(E®C, nc, M) konnen wir als reelles Vektorraumbiindel auf-
fassen. Dann ist (E, =, M) in natiirlicher Weise ein abgeschlos-
senes Untervektorraumbiindel seiner Komplexifizierung. Wenn es
klar ist, wie die Projektion und die Basis eines Biindels aus-
sehen, so identifizieren wir es mit seinem Totalraum, etwa: TM be-
zeichnet das Tangentialbiindel von M, E @ C die Komplexifizierung
von E.

Seien (E, =, M), (B, #, M) Vektorraumbiindel. Dann gibt es in
natiirlicher Weise ein Biindel HOM(E, %) iiber M, dessen Faser
iiber p € M gerade die stetigen linearen Abbildungen von n~!(p) in
7= Y(p) sind. Die C*° Schnitte dieses Biindels sind die fasertreuen Vek-
torraumbiindelmorphismen von E in E. Wir schreiben HOM (E, R)
statt HOM(E, R X M).

Wir iibertragen nun einige einfache Sitze aus der Kategorie der
Vektorrdume in die der Vektorraumbiindel.
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0.1. Sarz. Sei (E, n, M) ein Vektorraumbiindel und P : E -~ E
eine differenzierbare, fasertreue, faserweise lineare Abbildung mit
PoP=P.

Dann sind P(E) und (I — P)(E) in natiirlicher Weise Untervek-
torraumbiindel von E und die Abbildung E — P(E)® (I — P)(E)
mit e = (P(e)) ® (I — P)(e) ist ein Diffeomorphismus.

Beweis: Sei p ¢ M. Dann gilt E, = P(E,) ® (I — P)(E,) und
P(Ey) und (I — P)(E,) sind abgeschlossene Banachraume. Nach
((5), IIT §3 Prop. 5,6) sind daher P(E) und (I — P)(E) in natiirlicher
Weise Untervektorraumbiindel von E und die Sequenz

0 - P(E) > E—="~ (I — P)(E) -0

ist exakt. Die Abbildung P : E -> P(E) zeigt, daB die Sequenz
zerfallt, d.h.: es gilt die behauptete Summendarstellung.
q.e.d.

r

0.2. KOROLLAR. 1. SYM(E® . ®E, R), die Menge der sym-

metrischen Elemente von HOM(E ® -@TE, R), ist ein Untervek-
torraumbiindel von HOM(E ® ... D E, R).

2. Besitze (E, n, M) eine Riemannsche Metrik <<, >. Dann ist
SAD(E, E), die Menge der beziiglich < , > selbstadjungierten Ele-
mente von HOM (E, E), ein Untervektorraumbiindel von HOM(E, E).

3. <, > induziert einen fasertreuen, faserweise linearen
Diffeomorphismus SAD(E, E) - SYM(E @ E, R) der Form
Tl <T(), () >.

Beweis: Zu 1. Setze P(h)(ei ..., €,): = % —111 (€str)s -++» Eapmy) TOT

UCS,Ln!
he HOM(E® .. DE,R), (e, ....,e,) e ED...DE, so daB & darauf
definiert ist, und S,, die Gruppe der Permutationen von 7 Ele-
menten. Dann folgt mit 0.1. die erste Behauptung.

Zu 2. Setze P(T)(X) =T*(X)furT e HOM(E, E) und X ¢ E,
wobei p, die Projektion in HOM (E, E) bezeichnet und 7* das bezii-
glich <, >,y in HOM(Eu@y, Epmy) zu T adjungierte Element.

Es ist noch die Differenzierbarkeit von P nachzuweisen.
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Sei {@qcr ein Atlas fiir E, ¢,: 1 (U,) -V, X B,. Dann gibt
es eine differenzierbare Abbildung (*) G: V, -~ SAD(B,, B,), so
daB gilt: < 1, &, > = < G (3, (g) ° 9 (@) (e1), 9 (@) (&) >, Wobei
<, >, dasinnere Produkt von B, bezeichnet, = (¢,) == (¢,) =: ¢, und
G(p) fiir p € V,invertierbarist. Seip, (T) = ¢, A: =@, (q) o Top, ' (g).
Dann gilt: < Te,, ¢, > = < G (%, (q)) o A o9, (4) (e1), 72 (@) (&) >0 =
<G (5 (@) o9 (@) (1), G (r (9) ™10 4% 0 G (5, (9)) © pu (@) (62) > =
< e1, T* e, >. Die Abbildung (p, A) i= G (p) 1o A* o G (p) wobei """
beziiglich <, >, genommen wird, ist differenzierbar, denn Inversion
ist eine C°° -Abbildung und "’,”" linear. Daher ist auch P differenzier-
bar und wir kénnen 0.1. anwenden.

Zu 3. Fasertreue und Linearitit der von < , > induzierten Ab-
bildung sind klar. Lokal ist sie von der I'form g: V, x SAD (B,, B,) -~
-V, X SYM(By X By, R) mit (p, T) 1= (p, <G (p)oT (), (.) >4)
und daher auch differenzierbar. Das Skalarprodukt induziert be-
kanntlich einen linearen Homdomorphismus R: SAD(B,, B,) —
SYM(B, X B,, R).(p, )\~ (p, G (p)"* o« R7!(h)) ist die inverse
Abbildung zu g. q.e.d.

Bemerkung: R.S. Parais ((9), §9) definiert eine Metrik gerade
so, daB sie die Eigenschaft (*) hat. Aus der iiblichen Definition von
<<, > laBt sich (*) leicht herleiten. Unter dem Diffeomorphismus
in 3 entsprechen sich offenbar gerade die invertierbaren und nicht-
entarteten Elemente.

0.3. Sarz (Taylorformel in Vektorraumbiindeln).
Sei (E, =, M) ein Vektorraumbiindel, f ¢ C°(E, R).

1. Dann gilt fiir alle v, w ¢ E mit n (v) = = (w) und alle 7 € N:
1

Fo+w) =f0) + L G £t G W), . W) +
1! (n—1)! |

+ R,(v + »)(w, .., w), wobei die G;: E -~ SYM(E® ... ®E, R) und

R,: E -SYME® @E, R) differenzierbar und fasertreu sind.

2. Ferner gilt: G,(v)(w) = lim 1 (flv + tw) — f(v)) und

t—0 |

t—0

Gi(v)(w,, ... w;) = lim —lt— (Gio(v+tw)(w,, ..., w;_,) —Gi— (V) (w1, ..., w;_1)).
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3. Wenn (E, =, M) ein G-Vektorraumbiindel ist, und f invariant
unter G ist, so gilt fiir alle g € G:

Gi(g () (g (w1), ... g (@) = G; (v)(wy, ..., w)
und

R,(g (v))(g (1), ..., g (w,)) = R, (v) (w1, ... w,,).

Beweis: Die Faser durch v in E ist ein Banachraum. Daher gibt
es eine Taylorformel der behaupteten Art, und G; steht mit G,_, in der
behaupteten Relation 2. Hieraus folgt schon unmittelbar die Rich-
tigkeit von 3. Es bleibt nur noch die Differenzierbarkeit der Abbil-
dungen G; und R, nachzurechnen.

Sei {(pa}acl ein Atlas fiir E: 2 (’l)) = (j)) x)’ Po (w,) = (P: yf)’ Po (ZU) =
= (p, v) fir v, w, w; ¢ E. Nach der Taylorformel ist dann

l
foo  (prxt2) =Fop (B x) + 1 Do o9 o (0) + o

+

1
1)1 D*= fop, Hip \(y, W) +

n—I1

-1 (1 _ t)n—l . B
+J m Dz fo%: l(P,x—;ty) (()_,"\""‘y/) dt.

Da die richtigen Relationen 2. gelten, ist G;(v)(w, ..., w) =
D, fo@, ps (¥, ... ¥) und hieraus folgt durch Polarisierung

1

R,(v + w)(w1, ..., w,) = f
70 N —

renzierbarkeit der Abbildung V, X B, -V, X SYM (B, X X B,, R)

mit (p, %) = (p, D,' fo@,!|pn) und Differentiation unter dem In-
tegral folgt die Behauptung.

() lprstsy (V1o ... ys) dt. Aus der Diffe-

. q.ed.

§ 1. OPERATION VON FUNKTIONEN IM ENDOMORPHIS-
MENBUNDEIL EINES VEKTORRAUMBUNDELS

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, eine Verallgemeinerung der ele-
mentaren Methoden der Spektraltheorie zu geben.

Diese wird im néichsten Paragraphen zum Beweis des Morse-
Lemmas benotigt.
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Bekanntlich setzt man fiir T e HOM (B, B) (B ist ein komplexer
Banachraum mit Norm || 1) fest:
spek(T) : = {1 € C/(AI — T) nicht stetig invertierbar}. Das Spek-
trum ist kompakt und in einer Kugel vom Radius [|T|| um den
Nullpunkt enthalten.

Sei (E, m, M) ein komplexes Vektorraumbiindel, HOM(E, E)
das zugehorige Endomorphismenbiindel. Die Punkte von HOM (E, E)
sind Endomorphismen komplexer Banachriume, daher ist spek(7)
fiir alle T e HOM(E, E) definiert.

Fir jede Teilmenge U von C setzen wir fest:
spek~Y(U) : = {T e HOM(E, E)jspek(T) c U}.

Sei y ein Zykel aus C, x ¢ C. Wir bezeichnen mit #n(y, x) die
Umlaufszahl von y um x. |y | bezeichne die Menge der Punkte auf y.
Statt «|y | enthalten in G», wobei G eine Teilmenge von C ist, sagen
wir auch «y ist Zykel in G».

Wir bendtigen folgende Existenzaussage:

1.1. LEMMA. Sei U eine offene Teilmenge von C, A eine kom-
pakte Teilmenge von U.

Dann gibt es einen Zykel y in U-4, so daB gilt: n(y, x) = 1 fiir
alle x € 4, und n(y, x) =0 firallex e C U.

Beweis: 4 und U haben einen positiven Abstand §. Wir iiber-
decken € durch die abgeschlossenen Wiirfel eines Gitters der Kan-
tenldnge §/2. Da A kompakt ist, wird es nur von endlich vielen

Wirfeln Q,, ..., Q, des Gitters getroffen. U Q; ist eine Umgebung

von A. I' (Q;) bezeichne den als Zykel aufgefaBten positiv orientier-

ten Rand von Q;, y den durch «Weglassen» der doppelt durchlau-

fenen Strecken aus y: = Z"F (Q;) entstehenden Zykel. Dann gilt
=1

fyl = Rand(u Q)CU A und n(y, x) = n(y, x) fir allexeclyl

Jedes x € 4 besﬂ:zt eine zusammenhingende Umgebung U, c U Q,,

und es gibt ein p e U, nC !y !. Da n(y, x) fiir alle x aus einer Zusam—
menhangskomponente von iy | konstant ist, gilt: u(y, x) = n(y, p) =
=n(y, p) = 1, denn p liegt in genau einem Quader des Gitters.
Sei x € C U. Dann ist auch x € Cly| und es gilt n(y, x) = n(y, x) =
=2"n(l(Q),x) =0,daxeCQ;firi=1,..7

=1 q.e.d.

1.2. DEerINITION. Sei E ein komplexes Vektorraumbiindel, U
eine offene Teilmenge von C, f: U — C eine analytische Abbildung.
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Wir definieren eine Abbildung f: spek—Y(U) — HOM(E, E) fol-
gendermafBen: Sei 7T e spek—!(U) und y; ein in U-spek(7) enthal-
tener Zykel derart, daB fiir alle x ¢ spek(7) gilt: n(yr, ) = 1. und
fiir alle x e CU gilt: n(yr, x) = 0.

F(@): = _I_J FA) I —T)1dx
Yr

T 2ai

1.3. BEMERKUNG ZzUR DEFINITION. Wir haben praktisch nur
die fiir Banachrdume iibliche Definition wiederholt.

Da je zwei Zykeln y; und y;’ der angegebenen Art homolog in
U-spek(T) sind, und der Integrand in U-spek(T) analytisch ist
((15), VIII.1.), ist f(T) nach dem Cauchyschen Integralsatz von der
Auswahl des Zykels y; unabhingig.

Die Abbildung T | spek(T) ist in gewissem Sinne stetig, denn
es gilt:

1.4. Sarz. Sei B ein komplexer Banachraum und U eine
offene Teilmenge von C.

Dann ist spek=!(U) offen in HOM (B, B), (HOM (B, B) tragt die
Normtopologie).

Beweis: Sei To ¢ spek ™} (U), 0 < ¢ ¢ R. Dann ist K: =
= {2 eC/lz] <IITyll + ¢} eine kompakte Umgebung von spek(7,).
Fir alle y e K — U ist (ul — T,) invertierbar, also auch eine ganze
Umgebung dieses Elements. Da die Abbildung C x HOM (B, B) —
-~ HOM(B, B) mit (u, T) |> ul — T stetig ist, gibt es zu jedem
u € K — U eine offene Umgebung V, von g in €C und W, von T
in HOM(B, B), so daB fir alle (A4, T) eV, x W, gilt: A¢ spek(T).
Endlich viele der V, iiberdecken das kompakte K — U, sie seien

mit V,,l, ., V,, bezeichnet. Setze W:=nW,, und V:=W n
i=1

{T ¢ HOM(B, B)/IT — Tyll < ¢. Dann ist V eine Umgebung
von Ty, deren Elemente ein in U enthaltenes Spektrum haben.
q.e.d.

Da das Biindel HOM(E, E) lokal trivial ist, folgt sofort:

1.5. KoroLLAR. spek—!(U) ist offen in HOM(E, E) fir U offen
in C.

1.6. Satz. Sei U offen in C, f: U — C analytisch, (E, =, M)
ein komplexes Vektorraumbiindel.
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Dann ist f: spek~Y(U) -~ HOM(E, E) eine Cc<°-Abbildung.

Beweis: Sei Ty e spek—! (U). Es gibt eine kompakte Umgebung
A von spek(To) mit spek(To) ¢ A ¢ U. Nach 1.1. gibt es einen
Zykel y in U — A mit n(y, x) =1 fiir alle x ¢ A, und #(y, x) =0
fir alle x e CU. V: = spek~! (j) ist eine offene Umgebung von T
nach 1.5. Nach Bemerkung 1.3. konnen wir nun f(7) firalle T e V
mit Hilfe desselben Zykels y definieren. Sei U, x HOM(B,, B,)
Bild einer Umgebung von 7, unter einer trivialisierenden Karte.
Fir klein genug gewidhltes U, und W, W offen in HOM(B,, B,),
miissen wir die Differenzierbarkeit der Abbildung U, X W - U, X
X HOM(B,, B,) mit

Lo
(6, 1) > (b= | FO AT —T)71an)
2w ),
nachweisen. Da der Integrand als Funktion von 7 differenzierbar
und jede Ableitung in A und T stetig ist, folgt die Behauptung
durch Differentiation unter dem Integral.
qg.e.d.

Fir das Operieren von Funktionen in HOM(E, E) gelten fol-
gende Regeln:

1.7. Sarz. Vor.: Sei (E, n, M) ein komplexes Vektorraum-
biindel, 4 ¢ HOM(E, E), U offen in C, spek(4d) c U, f,g: U - C
analytisch, ¢, 8 €C.

Beh.: 1. (¢f+ fg) (4) =of(4) + Bg (4).
2. (f-8)(d) =f(4)~g(4).
3. spek(f(4)) = f (spek(4)).
4. Wenn g eine analytische Funktion in einer Umgebung
von f(spek(4)) ist, so gilt (gof)(4) =g (f(4)).
5. Wenn {f,} n ¢ N eine Folge von in U gleichmiBig
gegen f konvergenten analytischen Funktionen ist, dann

konvergiert f, (4) gegen f(A4). Insbesondere: wenn

g (A) = X «, A* eine gleichmifig in U konvergente
n=0

Potenzreihe ist, so gilt g (4) = X>° a, A"
n=0

6. Wenn E eine Hermitesche Metrik << , > besitzt, und 4*
das beziiglich <, > zu A adjungierte Element bezei-
chnet, so gilt: spek (4) = spek(4*) und f(4*) = f(4)*.
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Beweis: Fiir den Fall, daB E ein Banachraum ist, sind die Be-
hauptungen richtig ((15), VIIL.6., 7.). Da die Fasern von E Banach-
raume sind, und das Operieren von Funktionen fasertreu ist, folgt
daher die Richtigkeit unserer Behauptungen.

q.e.d.

Im Weiteren bezeichne E stets ein reelles Vektorraumbiindel und
E ® C seine Komplexifizierung. Wir haben eine kanonische Ein-
bettung ¢: HOM(E, E) — HOM(E ®C, E®C), die durch T |-
T ® Ic gegeben ist.

Uns interessieren Operationen, die nicht aus HOM(E, E) ® I¢
herausfiihren.

1.8. DEerFINITION. Sei A e HOM(E, E), Wir setzen spek(4): =
spek(4 ® I¢).

2. Sei A e HOM(E, E), spek(A) c U, U offen in C, f: U - C
eine analytische Abbildung. Wenn es ein B ¢ HOM (E, E) gibt, mit
f(AQ®I) = B® I, so definieren wir f(4): = B.

Bemerkung: f ist wohldefiniert, denn ¢ ist eine Einbettung.

1.9. Sarz. Sei A e HOM(E, E), U offen in C, spek(4) c U,
Sei f: U - C in U gleichmiBiger Limes einer Folge von Polynomen
mit reellen Koeffizienten.

Dann ist f(4) definiert.

Beweis: Sei {p,},n die gegen f konvergente Folge von Polynomen.
Mit 1.7.5. folgt: f(4 ® I¢) = lim p, (4 ® I¢) = lim p, (4) I,

€ HOM(E, E) ® I¢, denn p, (A) ® Ic e HOM(E, E) ® I¢, da p, reelle
Koeffizienten hat, und HOM(E, E) @ Ic ist ein abgeschlossener
Teilraum von HOM(E ® C, E ® C).

g.e.d.

Uber die gleichmiBige Approximation von analytischen Funk-
tionen durch Polynome ist folgender Satz bekannt:

1.10. Sarz (S.N. Mergelyan (6)).

Sei 4 eine kompakte Teilmenge von C. Dann 148t sich jede stetige
Abbildung f: A — C derart, daB f|5 analytisch ist, genau dann auf
A gleichmiBig durch komplexe Polynome approximieren, wenn
C — A zusammenhingend ist.

Sei U eine Teilmenge von C, U*: ={zeC/ze U}.
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1.11. KOROLLAR. Sei U eine offene Teilmenge von C, U* = U,
jede Zusammenhangskomponente von U treffe R. Sei f: U - C
analytisch und f(U NR) c R,

Dann 148t sich f auf jeder kompakten Menge A c U derart, daB
A =A* und C — A zusammenhingend ist, gleichmiBig durch
Polynome mit reellen Koeffizienten approximieren.

Beweis: Nach dem Spiegelungsprinzip gilt f(z) = f(2) fiir alle

z € U. Sei {p,}uen die nach Satz 1.10. existierende gleichmiBig auf 4

gegen f konvergente Folge von Polynomen. Fiir alle 0 < ¢ ¢ R gibt

es ein # e N, so daB su}) If(2) —pn (2)| < e&. Dann ist aber auch
ZE.

sup 1f(2) — pn (8)1 < &. Wegen f(2) = f (2) ist sup 1§ (Pa () + pu ()

— f(2) | < e. Die Abbildung z |- } (P, (2) + p» (2)) ist aber ein reelles
Polynom. qg.e.d.

1.12. Sarz. Sei U eine offene Teilmenge von R, f:U - R
eine analytische Abbildung und (E, =, M), ein reelles Vektorraum-
biindel.

Dann gibt es eine Umgebung W von spek—!(U) in HOM(E, E),
so daB f: W — HOM(E, E) definiert ist. Ferner ist f eine Co°-
Abbildung, und es gelten Rechenregeln analog zu denen aus 1.7.
(1.75. ibertrdgt sich nicht).

Beweis: Sei T € spek~!}(U) und K c U eine kompakte Umge-
bung von spek (T) in R. f14Bt sich auf eine Umgebung ¥V von K in C
analytisch fortsetzen. Die Fortsetzung sei wieder mit f bezeichnet.
(wir fassen R als Teilmenge von C auf) Wir finden eine kompakte
Teilmenge A von € mit K ¢ AcAcV, A= A* und der Eigen-
schaft, daB C-A zusammenhingend ist, durch Uberdecken von K mit
geniigend kleinen Kugeln aus C. Nach Korollar 1.11, Satz 1.9. und
Definition 1.8. ist f daher auf spek"l(/i) definiert, und der erste
Teil der Behauptung damit bewiesen.

Nach 1.6. haben wir eine differenzierbare Abbildung f:

" {T ¢ HOM(E @ C, E ® C)/spek(T) c V} - HOM(E @ C, E ® C).
Stellt man f in lokalen Koordinaten dar, so kann man unmittelbar
die Richtigkeit des ersten Teils der zweiten Behauptung ablesen, die
Richtigkeit des zweiten Teils ist klar. g.ed.

Sei (E,n, M) ein G-Vektorraumbiindel, dann wird durch T |-
|>g T g ! fiir T e HOM(E, E) und g € G eine Operation von G auf
HOM(E, E) definiert.
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1.13. Sarz. Sei (E, n, M) ein komplexes G-Vektorraumbiindel.
Seien A, B:E — HOM(E, E) equivariante fasertreue C°°-Abbil-
dungen und «, 8 € C. Dann gilt:

. «4 -+ g B und 4 o B sind equivariant.

2. Sei f: U — C analytisch, U offen in C, V= A4 ~Y(spek—(U)).
Dann ist f(Al,) equivariant, d.h.: fiir alle g € G und ¢ e V
ist f(4 (ge)) =gf(4{e)) g7".

Beweis: Die erste Behauptung ist trivial. Da A equivariant ist,
gilt: A(ge) = g A(e)g~!. Also folgt aus der Linearitit von g:
spek(4 (¢)) = spek(A(ge)) fiir alle e e V und g € G, und es ist f(4ly)
definiert. Die Abbildung HOM(E, E) -~ HOM(E,E) mit T - gTg~!
ist fiir alle g € G stetig und linear, darf also unter ein Integral gezogen
werden. Fiir e € V und geeignetes y folgt daher:

gf () e =g (5 Lf(ﬂ») (- 4@ di)g =

27

1
271

[ 10GT —ga @ ar=7 4 e,
qg.e.d.

1.14. BEMERKUNG: Der Satz iibertrigt sich natiirlich mit Vor-
aussetzungen wie in Satz 1.12. auf reelle G-Vektorraumbiindel.

§ 2. BESCHREIBUNG VON MANNIGFALTIGKEITEN
DURCH HENKEL

DEFINITIONEN:

2.1. Sei M eine Riemannsche G-Mannigfaltigkeit. Wenn f: M — R
eine C>°-Abbildung ist, so nennt man einen Punkt p € M mit df, = 0
einen kritischen Punkt von f.

2.2. Ein Punkt ¢ ¢ R heiBt kritischer Wert von f, wenn es ein
p € M gibt mit f(p) = ¢ und df, = 0. Alle anderen Punkte von R
heiflen regulire Werte von f.

2.3. Seidf, = 0. Wir definieren eine Abbildung H,: T, X T,— R,
die «Hessesche Bilinearform von f in p», folgendermaBen:

2 — Collectanca Mathematica
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Seien X, Y irgendwelche Fortsetzungen von X,, Y, € T, zu Vek-
torfeldern in einer Umgebung von p. Hy (X,, Y,): = X, (Yf). Mit
X, (Yf) — Y, (Xf) = [X, Y], f=0 folgt, daB H, von den Fort-
setzungen unabhingig, bilinear und symmetrisch ist. p heiBit nicht-
entarteter kritischer Punkt von f, wenn die Bilinearform H,/
nichtentartet ist.

BEMERKUNGEN: 2.4.

1. Die Menge der kritischen Punkte von f ist als Menge der
Nullstellen von gradf : M — TM abgeschlossen.

2. Sei ¢: N - M eine Cc°-Abbildung von differenzierbaren
Mannigfaltigkeiten, ¢ € N, dfy, = 0. Dann gilt: H/*? (X, Y) = Hiyy,
(de X, ¢, Y) fiir alle X, Y € T,, wie man leicht nachrechnet. Insbe-
sondere ist beziiglich der lokalen Karte ¢ H, gerade D2 fo ¢~ lyy,,.

3. Nun sei f invariant unter G. Dann ist mit p € M auch gp fiir
alle g € G kritisch, denn df,, (X og) = Xop f =g+ ' Xpp fog =
=g ' Xy f=dfp (g7 X og) = 0 fiir jedes Vektorfeld X und alle
g ¢ G. Es folgt auch, daB gradf ein equivariantes Vektorfeld ist,
d.h.: gy ogradf = (gradf) og, denn es gilt: < g, ogradf,, Xog > =
= < gy 'ogyogradfy, g, Xog > = < gradfy, g,7! Xog>=
=dfy (g« ' Xog) = df,, (X og) = < gradf,,, X og > fiir alle Vek-
torfelder X, geG, p e M.

4. Sei feCZ (M, R), und sei o(p): (— ¢, &) — M die Integral-
kurve von gradf durch p, p e M. ((5), IV, §2), d.h.: o(p)(0) = 2,

o (P)xlo (%) = gradf,, wobei % das Einheitstangentenvektorfeld in
TR bezeichnet. Dann gilt: o(gp)«lo (dit) = gradf,, = g, o gradf, =

gn o a(p)ulo (‘%) und ga(p)(o) — gp — olgp)(o) fiir alle g ¢ G. Da

es zu grad (fog) durch p genau eine Integralkurve gibt, gilt
go(p) = o (gp)-

DEFINTTIONEN:

2.5. Sei Nc M eine Untermannigfaltigkeit von M, die nur
aus kritischen Punkten von f besteht. Dann heiit N kritische Man-
nigfaltigkeit von f.



Verallgemeinerte Morse Theorie 19

2.6. Sei f € C¢ (M, R). Eine Teilmenge N von M heiBt nicht-
entartete kritische Mannigfaltigkeit von f, wenn gilt:

1. N ist eine abgeschlossene unter G invariante kritische Man-
ningfaltigkeit von f. f ist auf N konstant.

2. N enthilt keine inneren Punkte.

3. Fir alle p ¢ N ist TN, das Radikal
beziiglich H, von TM,.

2.7. BEMERKUNG: 1. TN, wird in 2.6.3. als Teilmenge von
TM, aufgefaBit.

2. Wenn N eine aus kritischen Punkten von f bestehende Un-
termannigfaltigkeit von M ist, so ist TN, beziiglich H,’ orthogonal
zu TM,, denn fiir alle Vektorfelder Y auf M gilt Yf|y = 0, also
auch X, (Yf) = 0 fiir alle X, € TN,.

2.8. Wir untersuchen nun das Verhalten der Funktion f in der
Nihe ihrer nichtentarteten kritischen Mannigfaltigkeit N. Zu N
gibt es eine Tubusumgebung U in M ((5), IV, §5), d.h.: es gibt eine
Umgebung V' des Nullschnitts in » (IN), dem Normalenbiindel von
N in M, so daB die von der Metrik herkommende Exponentialabbil-
dung exp diese Umgebung diffeomorph auf U abbildet. Wenn M
eine Riemannsche G-Mannigfaltigkeit ist, so ist exp: » (N) - M
equivariant, denn fiir jede Isometrie g von M gilt: expog, = goexp
((4), 3.5.(15)). Den durch exp gegebenen Diffeomorphismus bezeichnen
wir mit ¢y. » (N) ist als Untervektorraumbiindel von 7TM ein Rie-
mannsches G-Vektorraumbiindel und mit 2.4.2 sieht man, daB N
eine nichtentartete kritische Mannigfaltigkeit der invarianten Abbil-
dung foty: V — R ist. Wir werden daher zunichst Funktionen
auf Vektorraumbiindeln untersuchen, die den Nullschnitt als nicht-
entartete kritische Mannigfaltigkeit haben.

Die Bedeutung von 2.6.3. wird durch folgendes Lemma klarer:

2.9. LemMMa. Vor.: Sei (E, n, M) ein Vektorraumbiindel,
f € C= (E, R), M eine kritische Mannigfaltigkeit von f und f(M) = {0}.
15 E, —> E bezeichne die Inklusion der Faser iiber p e M, f(¢) =
= R (¢) (e, e) fiir e € E sei die Entwicklung von f nach der Taylor-
formel 0.3.
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Beh. : 1. M ist nichtentartete kritische Mannigfaltigkeit «= fiir
alle p € M ist O, € E, nichtentarteter kritischer Punkt von
f ° T:p : E p R.

2. R (0,) (e1, e2) = § Ho™ (ey, e) fiir alle e,, €2 € E, (hierbei
ist, wie iiblich, der Tangentialraum im Punkte O, des Vektor-
raums E, mit E, identifiziert worden).

Beweis: Beide Behauptungen sind lokaler Natur. Wir konnen
daher annehmen, dal E = U X B, ist, wobei U eine offene Teil-
menge von B, ist, und B,, B, Banachrdume sind. Dann hat H/ die
Form: H': (U X 0) X (B1 X Bz) X (B1 X Bz) — R mit
((, 0), (a1, @2), (b1, b2)) = D12 flwg (@1, b1) + Dy D1 flwg (a1, b2)
+ Dy Dz flug (az, b1) + D22 fl. 4 (a2, b2). Da U kritische Mannig-
faltigkeit von fist, gilt df |y = 0. Daher sind die ersten drei Summan-
den Null, und es folgt die erste Behauptung. In unserer lokalen
Darstellung entspricht O, dem Punkt (%, 0), e1, €2 den Punkten (%, a.),
(%, b2). Aus der Integraldarstellung des Restgliedes im Beweis von
0,3. liest man ab: R (4, 0)((#, a2), (#, b2)) =} D22 flug (a2, b2).
Da Hy" (a2, b2) = D22 flug (a2, b2) ist, folgt die zweite Behauptung.

. q.e.d.

Das folgende Lemma, eine Verallgemeinerung des klassischen
Morse-Lemmas, gibt die gesuchte Beschreibung einer Funktion in
der N#he ihrer nichtentarteten kritischen Mannigfaltigkeit. Der
vorliegende Beweis ist mit den Hilfsmitteln von § 1 dem von PArA1s
((9), § 7) fiir den Fall, daBl E ein Hilbertraum ist, gegebenen Beweis
nachgebildet.

2.10. MorseE-LEMMA. Sei (E, », M) ein Riemannsches G-Vek-
torraumbiindel, f e Ca(E, R), f(M) = {0} und M eine kompakte
nichtentartete kritische Mannigfaltigkeit von f.

Dann gibt es eine unter G invariante Umgebung U von M in E
und einen fasertreuen, equivarianten Diffeomorphismus 0 : U — E
von U mit 0(U) und eine fasertreue, equivariante, lineare, selbstad-
jungierte, differenzierbare Abbildung P: E -+ E mit Po P = P, so
daB fiir alle e € U gilt: fo0 (¢) = | P(e) iz — i (I — P)(e) li2.

"Beweis : Nach der Taylorformel 0.3. gilt fiir -alle eeFE
f(e) = R () (¢, ¢) mit differenzierbarem R: E -~ SYM(E ©E, R).
Wegen Korollar 0.2.3. gibt es eine differenzierbare Abbildung A: E —
— SAD(E, E) mit R (¢) (e1, e2) = << A(e)(e1), €2 > fiir alle (e, ey, €2)
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e EG E®E, Nach Lemma 2. 9, und der Bemerkung zum Korollar
0.2. ist fiir alle p € M A(O,) invertierbar. Da A stetig ist, und die
Menge der invertierbaren Elemente in SAD(E, E) offen ist, gibt es
eine Umgebung Q von M in E, so daBl die Abbildung Q -~ SAD(E, E)
mit e, |- A(ep,)~' definiert und differenzierbar ist. Definiere B:
Q -~ HOM(E, E) durch B(e,): = A(ep)~' o A(0p). Die Abbildung
(0, ©) - R mit ¢! ¢' ist analytisch. Sei W die nach Satz 1.12. ge-
wihlte offene Umgebung von spek~!(o, o) in HOM(E, E), V: =
=Q nB-YW).

Dann ist nach 1.12. die Abbildung C: V — HOM(E, E) mit
C(ey) : = Bl(ep)'» definiert und differenzierbar. V' ist eine Umgebung
von M in E, denn spek(B(o,)) = {1} fiir alle p e M. C(ep) ist inver-
tierbar fiir alle ¢, € V' nach 1.7.3. Da 4 (¢,) und A (0,) selbstad-
jungiert sind, ist B(e,)* o 4 (e,) = A(0p) = Aley) o B(ep), also auch
Bley)* = Alep) o Bley) o Alep) ™"

Nach 1.7.6. und demselben Argument wie im Beweis von 1.13.2.
ist (Blep)'2)* = (Blep)*)'"> == A(ep) o Bley)'* o A(ep)~!, und es folgt
Clep)* o Alep) o Cle,) = Aley) o Blep) = A(0p). Mit der Definition von
Ci: V -HOM(E, E) durch Cy(ey): = C(ep) ! erhalten wir A(e,) =
= Ciep)* o A(oy) o Cile,) und damit f(e,) = < A(0p) o Ciley)(ey),
Ci(ey)(ep) >, und natiirlich ist C, differenzierbar. Die Abbildung
p: V - E mit e¢!— Ci(¢)(¢) ist ein Diffeomorphismus von V auf
v (V), wenn nur V eine geniigend kleine Umgebung von M ist. o
ist nach Konstruktion fasertreu. Daher hat y lokal die Form w:
X XY - By X B, mit (p, h) |- (p, F(p, h)(h)), wobei X offen in
B,, Y offen in B, ist, B;, B, Banachriume sind, und F linear im
dritten Argument ist. Es gilt: dyl,, (v, w) = (v, F(p, 0)(w)). Da
I'(p, o) invertierbar ist, folgt die Invertierbarkeit von dwl, und
daraus unter Benutzung der Fasertreue von gy die Injektivitat von
wly und schlieBlich auch die globale differenzierbare Umkehrbarkeit
von y auf y (V) fiir geniigend kleines V. Es gilt also fop™(e,) =
= < A(oy)(ep), €, >. Die Abbildungen 4, {: R — {0} - R mit
h(x) =1 fir x > o0, h(x) =0 fir x <0 und #(x) = |x|7* sind
analytisch. Wir konnen, da spek(4(op)) ¢ R — {0} fiir alle p e M
(A4 (0p) ist selbstadjungiert), daher mit 1.12. differenzierbare Abbil-
dungen P, T: M — HOM(E, E) durch p |- P,: = h(A(0p)) und
p 1= t(A(0y)) = : Tp definieren. Wegen x -t (x)2 = h(x) — (1 — h(x))
gilt nach 1.7.1. und 1.7.2. A(0p) o Tp2 = P, — (I — P,).

Nach 1.7.2. ist Ppo P, = P, und T, kommutiert mit A4 (o,). Nach
1.7.3. ist T, invertierbar, und nach 1.7.6. ist T, selbstadjungiert.
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Sei T! fiir alle e, € E durch e, |> T,7'(¢;) definiert, Dann gilt
fir alle ¢ € U: = T='p(V)): f (9= o Ty () = < Alop) » Toley):
Tylep) >=<A(0p) o Tp2(ey), ep >=<Pples), &y >—<(I — Pp)(es), &>

= |l P, (e5) 12 — I (I — Pp)(ep)ll2, wie man durch Einsetzen
von e, = Pyle;) + (I — P,)(e;) sieht. Definiere 6: U — E durch
e, |> 0(e;): = p~lo Th(ey). 0 ist als Zusammensetzung von Dif-

feomorphismen ein Diffeomorphismus von U auf 0 (l~]). Da M kom-
pakt ist, gibt es ein r >0, so daB U: = {e e Efllell <7} c U.
U ist offen in E, und da G als Gruppe von Isometrien operiert,
invariant unter G.

Wir zeigen noch, daB 6: U — E equivariant ist. Es gilt nach
0.3.3.: R(ge)(ge1, ge2) = R(e)(es, e2) fiir alle (e, €1, €2) e EQE®E
mit e e U und fiir alle g e G. Daher ist << A(ge)(ge:), ge: > =
< A(e)(e1), e2 >, und da G als Gruppe von Isometrien operiert, folgt
A(ge) = gA(e)g™! d.h.: A ist equivariant. Nach 1.13. ist dann
auch C: equivariant, und wir erhalten y(ge,) = Ci(ge,)(ge,) =
— g Culey)es) = g wley) und b(ge,) = v~ o £ (A(0gs)(gEp) =~ og o7
(A (0p))(es)=g © O(ep) unter Benutzung von A(o,)=A4(go,)=gA(0,)g~!
und 1.13.

Aus den letzten Gleichungen folgt auch leicht die Equivarianz
von P. Damit ist das Morse-Lemma vollstindig bewiesen.

q.e.d.

Bemerkung: 2.9. und 2.10. bleiben richtig, wenn f nur in einer
Umgebung von M in E definiert ist.

Sei (E, m, M) ein Riemannsches Vektorraumbiindel. Wir setzen
o]

— e
E@):={ecEllell<riund E(r): = {e e E/llell = r} fiiro <7 e¢R.
Seien X, Y topologische Riume, A eine Teilmenge von X und
f:A->Y stetig. YuX:=YuX/{a~f(a)} versehen mit der
f
Quotiententopologie. Die kanonischen Abbildungen Y - Yu X
f

und X - Y y X schreiben wir in der Form y |- [y] bzw. x |- [x].
f

2.10. DerinNrtioN. Seien V, W Riemannsche G-Vektorraumbiin-

del mit Basis B. Dann heiBt V (1) @ W (1): ={(x,y) e VO W/lIxlI <1,

iyl < 1} mit induzierter Topologie ein Henkel vom Typ (V, W).
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V(1) ®@W(l) ist im allgemeinen keine differenzierbare Mannig-
—— —

faltigkeit, wohl aber V(1) @ W (1) und V(1) @ W(1).

2.11. DEFINITION. Sei N eine kompakte nichtentartete kri- .
tische Mannigfaltigkeit von feCg (M, R). Dann haben wir nach
2.8. und dem Morse-Lemma 2.10. eine Projektion P in » (N) und
nach 0.1. Biindel P(»(N)) und (I — P)(»(N)). Da N unter G inva-
riant ist und P equivariant ist, sind beide Biindel G-Vektorraum-
biindel. Einen Henkel vom Typ (P(»(N)), (I — P)(»(IV)) bezeichnen
wir mit (N, f).

(I — P)(»(N)) =: (N);~ heiBt das negative Normalenbiindel
von N. Wenn alle Fasern von (N),~ isomorph sind, so bezeichnen
wir mit Index (N, f) die Dimension der Fasern von (N);~.

Aus der Definition von P im Morse-Lemma liest man ab, daB
im Falle endlicher Faserdimension von » (N), die Faser von (N),~
iiber p € N gerade von den Eigenvektoren von A(0,) zu negativen
Eigenwerten aufgespannt wird.

——

Sei nun N eine berandete Mannigfaltigkeit und f: V (1) @ W (1)

— ON ein Diffeomorphismus auf sein Bild. Der topologische Raum
M:=NuV(1)® W (1) entspricht dann anschaulich dem aus N durch

Ankleben eines Henkels konstruierten Raum. Ungliicklicherweise
—_— —

hat dieser Raum nur im Komplement der «Ecken» V (1)@ W (1)
eine natiirlich bestimmte differenzierbare Struktur. Daher definiert
man :

2.12. DEerINITION. Seien V, W Riemannsche G-Vektorraum-
biindel mit Basis B, M, N berandete G-Mannigfaltigkeiten. Sei
N c M, N trage von M induzierte Topologie und sei in M abge-
schlossen. F:V (1) @ W (1) - M sei ein Hombomorphismus auf 4,
eine abgeschlossene Teilmenge von M.

Wir schreiben M = N u V(1)@ W (1) und sagen, M entsteht

aus N durch equivariantes Ankleben eines Henkels vom Typ (V, W),
wenn gilt:

1. M = N u k mengentheoretisch.
2. FIV(I\,@@;I‘) ist ein equivarianter Diffeomorphismus
auf o N nA.

3. F IV(1)@”’/(L” ist ein equivarianter Diffeomorphismus
auf M — N.



24 Jiirgen Rohlfs

2.13. BEMERKUNGEN
1. Offenbar ist Ny V (1) @ W (1) homsomorph zu dem topo-
F

logischen Raum N, ——— V (1) & W (1).
[
2. Sei ¢: N =N’ ein equivarianter Diffeomorphismus. Sei
M :=¢(N) >—7 V(1)@ W (1) als topologischer Raum, und

gor 5
rih e w()
sei ¢: M — M’ durch xi— {¢(x)] fir x e N und x — [F~! (x)] fir
x € h gegeben. ¢ ist offenbar ein equivarianter Homdomorphismus von
M auf M’ und definiert daher eine differenzierbare Struktur auf
M’'. Man verifiziert leicht, daB mit dieser Struktur gilt: M’ =
= ¢ (N) gor V (1) @ W (1). Das «Ankleben» ist also funktoriell in dem
Raum, an den geklebt wird.
Wenn von vornherein der Diffeomorphismus ¢: M — M’ gegeben
ist, so gilt natiirlich auch M’ = ¢ (N) 357 V(1) © W (1).

3. Der Begriff des Anklebens ist in dem Sinne lokal, daB}, wenn
Q eine offene Umgebung von / in M ist, die Aquivalenz gilt:
Q=NnQuV()@W(({l)«=M=NuV(1)DW(Q).
F F

Der Zusammenhang zwischen nichtentarteten kritischen Mannig-
faltigkeiten und dem Ankleben von Henkeln wird durch folgendes
Lemma von Parais ((9), §11, Theorem) hergestellt:

2.14. KiEBe-LEMMA. Sei (E, =, B) ein Riemannsches G-Vek-
torraumbiindel, P: E — E differenzierbar, fasertreu, linear und equi-
variant mit Po P = P, 2: R — R eine C>°-Abbildung mit 1'_c, 3 =
=1 und Al ey = 0. Sei 1 monoton nicht steigend und o < ¢ e R.

Dann gilt fiir die differenzierbaren Abbildungen g, f: E -~ R
mit f(e): =1 P(e) iz — 1l (I — P)(e) liz und g(e) = fle) — §2-£ 2 (!l P(e) i12/e)
fir e cE:

1. fund g haben B als einzige nichtentartete kritische
Mannigfaltigkeit.

2
2. M:={e c E(2¢) [ gle) < — &} entsteht aus N: =

—

= {e ¢ E (2¢) /| f (¢) < — ¢} durch equivariantes Ankleben
eines Henkels vom Typ (P(E), (I — P)(E)).
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Beweis: 1. Sei (e, e)) e EDE, ¢: R —+E durch ¢ .—¢ + te,.

definiert. Es gilt (*): dg i, (¢, ([‘;))_i; wgoc=2<P(e), Pler) >+
dt

—2<({I —=P)(e), (I —P)(er) >—3X1 (I Ple)2]e) < Pe), P (er) >.
Setze e;: = P(e) — (I — P)(¢). Dann folgt unter Beriicksichtigung
der Monotonie von A, daB alle kritischen Werte von g auf B liegen
Nun ist fiir alle p € B TE, = TB, @ T (E)o, und g ist auf B kon-
stant. Daher folgt mit (*), daB alle Punkte von B kritische Punkte
von g sind. B ist nichtentartete kritische Mannigfaltigkeit von g,
denn aus (*) folgt sofort, daB fiir alle e € E, gilt: H“‘”f( P(e) +
— (I — P) (e)) = 2 i-ell2. Es impliziert also ng” (e, e,) = 0 fiir
alle ¢; auch e = 0. Mit 2.9.1. folgt hieraus die Behauptung fiir g.
Fir f ergibt sich aus diesem Beweis einer, wenn wir stets 4 = 0 setzen.

Zu 2. Da f!'({— &) undg ~!' ({— &) B nicht treffen, und nach
dem ersten Teil alle kritischen Punkte von fund g in B liegen, ist — ¢
regulirer Wert von f und g. Nach ((9), § 7, Smoothness Theorem)

folgt, daB M und N berandete Untermannigfaltigkeiten von E/a)
sind. Es ist g < f, daher ist N ¢ M. Da beide Mannigfaltigkeiten
die von F induzierte Topologie tragen, besitzt N die von M induzierte
Topologie, und offenbar ist N abgeschlossen in M. Sei nun o (s) die
eindeutig bestimmte Losung von A (o (s))/l +o(s) =3 (I — ) fi'u'

s €[o, 1]. Wir definieren I: P(E)(1)® (I — P)(E)(1) - E (2.9)

durch (x, ") > (e -0 (ixi2) - llylz4 &)'2x + (e-0 (Ix12)"2 y und

setzen h:=1{ccE|f(e) > — ¢, g(e) < — ¢. h ist eine abgeschlos-

sene Teilmenge von M. In ((9), § 11) wird nachgerechnet, daB

dann M = Nuy P(E)®D (I — P)(E) gilt. Die Equivarianz der Ein-
r

o

schrankungen von F auf P(E)(1)® (I — P)(E)(1) und P(E)(1) &

) /A
@ (I — P)(E)(1) folgt aus der Definition von F sofort, da G jede
Faser von E linear und isometrisch abbildet.

q.e.d.

2.15. DEFINITION. Sei M eine Riemannsche G-Mannigfaltig-
keit. f € CZ (M, R) heiBt Morse-Funktion, wenn gilt :

1. Die Menge der kritischen Punkte von f ist eine Verei-
nigung von nichtentarteten kritischen Mannigfaltig-
keiten.
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2. f erfillt die Bedingung (C), d.h.. Wenn f auf einer

Teilmenge S von M beschrinkt ist, und Il gradfll
auf S nicht durch ein positives « ¢ R nach unten be-
schriankt ist, dann gibt es einen kritischen Punkt von f
im Abschlufl von S in M.

Sei fe C(M, R), » ¢ R. Wir verwenden die Abkiirzung f": =
={peM/f(p) <7}

Der folgende, im wesentlichen von R. Borr (2) stammende Satz,
ist das Kernstiick der verallgemeinerten Morse Theorie.

2.16. Havuprsarz. Vor.: Sei M eine vollstindige Riemannsche
G-Mannigfaltigkeit, fe CZ(M, R) eine Morse-Funktion, und seien
a, b ¢e R mit a < b.

Beh.: I.

Die kritischen Punkte von f in f~! [a, b] bilden eine
endliche Vereinigung von kompakten, isolierten, nicht-
entarteten kritischen Mannigfaltigkeiten. Die kriti-
schen Werte von f liegen isoljert.

Wenn f~![a, b] keine kritischen Punkte von f enthilt,
so ist f® equivariant diffeomorph zu f2.

Sei a < ¢ < b, ¢ einziger kritischer Wert von f in [a, b].

Seien Ny, ... N, die nichtentarteten kritischen Mannig-

faltigkeiten von f in f—! [a, b]. Dann ist f® equivariant

diffeomorph zu f“}J (Ny, fu..u (N, f), wobei die
7y F F,

2

Henkel disjunkt an f* mit geeigneten F; geklebt werden.

Beweis: Zu 1. Sei {a,},.x eine Folge kritischer Punkte von fin
f~! [a, b]. Nach der Bedingung (C) besitzt die Folge einen Hiu-
fungspunkt. Daher ist die Menge der kritischen Punkte in f~! [a, 5]

kompakt.

Sei N eine nichtentartete kritische Mannigfaltigkeit aus f~![a, b].

Da N = é ist, besteht »(N) nicht nur aus Nullvektoren und ist, da
N invariant unter G ist, ein G-Vektorraumbiindel. Nach 2.8. und
2.10. gilt fotyob(e) =11P(e)liz — (I — P)(e)ll2 fiir e aus einer
Umgebung V von N in »(N). Da nach 2.14. N die Menge der kriti-
schen Punkte von fofyo0 in V ist, enthilt die Umgebung ¢y o 6 (V)
von N in M auBer den Punkten von N keine weiteren kritischen
Punkte. Die kritischen Mannigfaltigkeiten liegen also isoliert.
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Sei {N,;};,s die Menge der nichtentarteten kritischen Mannig-
faltigkeiten in f~'[a, b]. Wir wihlen eine Folge {a,}.n, 4. € N,
welche 0.B.d.A. konvergent gegen a ¢ N; sei. Da N, eine offene
Umgebung besitzt, die kein N;, ¢ 3£ 4o, trifft, liegen fast alle a4, in
N;,. Es konnen also nur endlich viele der N; verschieden sein. Jedes
kompakte Intervall enthilt daher auch nur endlich viele kritische
Werte, also hidufen sich diese nicht.

Zu 2. Da die kritischen Werte von f isoliert liegen, gibt es zu
[a, b] ein 6 > 0, so daB gradf, = 0 fiir alle p ¢ f~! (a — 6, b + 9).
In ((9), § 10, Proposition (2)) wird gezeigt, daB man in dieser Situa-
tion den Transversalitidtssatz ((9), § 8) anwenden kann, und dieser
liefert den gesuchten Diffeomorphismus H : f~1 (— o, b] = f =1 (— os, a]
mit Hlf ! (— o, a —6/2] =1 und H(p) = a(p)(eo f (p)) fir
p ef~t[a — 8/2, b], wobei ¢ |- a(p)(t) die fiir gewisse ¢ € R definierte
Integralkurve von gradf durch p ist, und «: R — R eine geeignete
Ce -Abbildung. Wegen f (gp) = f (p) und o(gp) = go(p) nach 2.4.4.
fiir alle g € G ist H equivariant.

Zu 3. 0.B.d.A. sei c =o0. Sei fiir 1 =1, ..., U; eine Tubusum-
gebung von N; in f~!(a, b). Die U; seien disjunkt. Nach 2. sind
die N; kompakt. Es gibt daher ein § > 0, so dafl die Darstellung
foty,00;(v) =1P;(®)l2—I (I — P;)(v) lI2 nach 2.8. und 2.10. fiir alle
v ev (N;)(20) und alle 7 = 1, ..., 7 definiert ist, und Zy, 0 0; (v (NV;)(2))
c U; gilt. T;: =iy, 00, V,:=T; (v (N,)(20)). Wahle ¢ ¢ R mit
0 <e< 62 und 3¢ <max (lal, 15]). Setze

Q:=f"1(— 2¢ o). Wir definieren eine Abbildung g:Q - R
durch

‘f(x) ; x ¢,~i}1 Vv,
x 1= <

' fl) — 3—2"3 AP o T () 12)e); x € Vi,

wobei A wie im Klebe-Lemma 2.14. gewihlt ist. Sei x ¢ M, so daf
f(x) # g (x) ist. Dann ist | P;o T,7' (x) 11> < & (und f(x) < &) und
WP;oT; ' ()12 — il — P)oT,;7/' (x)112= f (¥) > — 2¢ und daher
Tt @) ilz=1P;o TV ()12 4+ I1(L — Py))oT,7! (x) 112 < de < 462
Der AbschluB der Punkte x, fiir die f (x) # g (x) gilt, ist also im In-
nern der V; enthalten, daher ist g differenzierbar.



28 Juirgen Rohlfs

Es folgt hieraus auch f{%; == g°®. Nach dem Klebe-Lemma 2.14.,
dem zweiten Teil der Bemerkung 2.13.2. und 2.13.3. entsteht g—¢
durch disjunktes Ankleben von Henkeln vom Typ (N, f) an flg*.

Wir brauchen nun nur noch zu zeigen, daBl g° diffeomorph zu
g~° ist. Dann ist ndmlich auch f*= {g& u {f ¢ diffeomorph zu

gl =0, f)u..u (N, f) mit geeigneten F; unter
Iy F> EFr

Benutzung von 2.13.3., und da fin ! [¢, 0] und f!'[a, — &} keine
kritischen Punkte hat, folgt mit der zweiten Behauptung und dem
ersten Teil von 2.13.2. die dritte Behauptung.

Zum Nachweis der Diffeomorphie von g° mit g~¢ verwenden wir
die zweite Behauptung. Dazu miissen wir zeigen, daB g in einer Um-
gebung Wvon g=' [ — ¢, €] die Bedingung (C) erfiillt und in g=! [ — &, ]
keine kritischen Punkte hat. Es geniigt hierzu nachzuweisen, daf
tgradgii auf W durch eine positive Zahl nach unten beschrinkt

ist. Setze W: =g~ [— 2 g, % ¢l. Da f!y und g dieselben kritischen

Punkte haben nach 2.14.1., diese in den N, liegen, und g (NV;) = — de

2
ist fiir alle 4 = 1, ..., #, haben g'y- und f| keine kritischen Punkte.
Nach der Bedingung (C) gibt es daher ein &, 0 < & € R, mit | gradf,|!

>k > 0 fiir alle pe W. Aus fIW — u Vi=giW — U V, folgt
is1 i=1
iigradg, >k > Oftirallep e W — L; V,;.In V,;hat g die Form g (x) =
f=1

={PoT; 't (x)12—1(I —P)oT,; /' (x)i12 — 3—25 A P; o Ty (x) 112]e)
firx eV, Seiv:=T,7' (%), c: R - v (N;) durch ¢i—v + ¢ (P; (v) +
— (I — P)) (v)) definiert. Dann ist d (g o T,) !, (cs o (%—)) = 2vilz +

— 3 X (1 P; (v) 12/e) || P; (v) 2.

v = Cae i0 (ciiit—) . Es gilt also, da — 2" positiv ist: (*) 2502 <
ld(goTy). (v) = <gradgr, Tix () > <iigradgs,m!l - Tigh i - 1V

Die letzten beiden ' | — Zeichen sind beziiglich einer Metrik in
Ty (N;) zu verstehen. (* *) In Tw (N;) kann man stets eine Metrik
finden, die auf den Fasern von » (N,) den von der Metrik in TM her-
kommenden Abstand induziert. Mit solcher Metrik fiir 7T» (N;) gilt:
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ivli2=1P;(v) — (I — P;) (v)ll2=ilviz. W, der Abschluf von W,
trifft nicht y N,. Daher gibt es ein £ > 0, so daB T (v (V) (¢))
i=1

NW = ¢ fir ¢ =1,.. 7 ist. Die Abbildung » (NV;) (26) -~ R mit
v 1> 1T ist stetig und daher in einer Umgebung des kom-
pakten Nullschnitts N; durch 4 > 0 nach oben beschriankt. Wihle §
so klein, daB » (V;) (26) in dieser Umgebung enthalten ist. Aus (*)
folgt dann " gradg, i > 2¢/d fir x e W N T;.

q.e.d.

BrMERKUNG: 1. Zu (* *). Eine solche Metrik 148t sich mit
Hilfe einer Zerlegung der Einsfunktion konstruieren.

Man kann sie aber auch in kanonischer Weise finden, siehe etwa
((4), 3.2.(4)). Durch die Inklusionsabbildung v (N) —— TM wird die
gesuchte Metrik von der in (4) fiir T (TM) konstruierten induziert.

2. Der gegebene Beweis ist eine leichte Verallgemeinerung des
von PALATs in ((9), § 12) gegebenen. Er findet sich auch bei WASSER-
MAN ((14), § 5).

3. Wir haben keinen Gebrauch von der Liegruppenstruktur
von G gemacht. Es geniigt also vorauszusetzen, daB G eine Menge
von isometrischen Automorphismen von M ist.

§ 3. TOPOLOGISCHE IMPLIKATIONEN DES HAUPTSATZES

3.1. DzrINTrioN. Seien X, N topologische Riume. Wir sagen:

X entsteht aus N durch Ankleben eines Riemannschen Vektorraum-

biindels E, wenn X = N y E(1) ist, wobei ¢ eine stetige Abbildung
. ¢

-

g: E (1) - N ist.

3.2. BEMERKUNG: Das Ankleben von Vektorraumbiindeln ist
in folgendem Sinne funktoriell:

1. Sei ¢: N - N' eine Homotopieiquivalenz. Dann sind
"~357 E (1) und N y E (1) homotop dquivalent.
P
2. Sei ¢': E (1) - N zu ¢ homotop. Dann sind N y E (1) und
p

Ny E (1) homotop aquivalent.
»



30 Jiirgen Rohlfs

1. und 2. folgen durch direkte Ubertragung der entsprechenden
Sédtze fiir das Ankleben von Zellen ((7), 3.6,3.7). Die Beweise nutzen
die Vektorraumstruktur in E stark aus. Wir werden im Weiteren
von 3.2. keinen Gebrauch machen.

Unser nichstes Ziel ist es, aus dem Hauptsatz eine Aussage iiber
den Homotopietyp von f° herzuleiten. Dabei verwenden wir fol-
gendes Lemma:

3.3. LeMMmA: Sei (E, n, M) ein Riemannsches Vektorraum-
biindel mit unendlicher Faserdimension. M sei parakompakt und
habe abzdhlbare Basis. X sei ein topologischer Raum. Dann gilt:

e . .
1. E (1) ist ein Deformationsretrakt von E (1).

2. Wenn ¢: E (1) — X ein Homéomorphismus auf sein Bild ist,
so ist X ein Deformationsretrakt von X u E(1).
14

Beweis: Zu 1. Sei {@,}.nx mit ¢, : Ely, -V, X H, ein Atlas
fiir E. H, ist ein Hilbertraum mit Norm || |l,, V, offen in einem Ba-
nachraum. {U,},.x sei eine lokalendliche Uberdeckung von M.
Sei {h }uen eine zu {Up,n passende Zerlegung der } — Funktion,
U,: = {peM/h (p) # 0}, Vy: =, (U), Ko: = fecEfllell <
gh (me)}, K,: = K, nn‘lU Nach (3) gibt es eine Deforma-

t1onsretrakt10n 0. Hy(1) — Ha( ). Wir definieren eine Abbildung
fa.K—>V X H, (1) durch e |> (x,(7(e)), @u(7le)) (e) -1l ell -

(7 (7(e)) - 1 @a(e(e))(e) Ily) ~7) fiir e 7 0 und e |—>( «(7(¢)), 0) sonst.
fx ist offenbar ein Homoéomorphismus. Definiere F,: E -~ E durch
el—>e fiir e e (K, und el->f,top,of,(e) fiir e ¢ K,. Dann gilt:

F(K,) =K,, Fli, = Ik, (0, ist auf H, ( ) die Identitit), F, ist
stetig. Setze F": = F,oF, | ..o F,, F:=1im F" Der Limes ist

sinnvoll, da jeder Punkt ¢ ¢ E eine Umgebung besitzt, die nur von
endlich vielen K, getroffen wird. Fiir geniigend grofes = e¢ N ist
also F,, (¢) = e fiir alle m > n. Hieraus folgt auch die Stetigkeit von
F. yu K, ist eine Umgebung von M in E und u K, c E(1). Fur

a€EN
jedes p € M ist ein h, (p) > 0, und daher ist || Fa (e,,) I > h, (p) > 0.

F (u K,) trifft also nicht M. Da auBerdem F (u K,) c u K, ist,
€N a€N a€N
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o
PN

konnen wir eine Retraktion E(1) — E(1) durch e |- F(e) /Il F(e) Il
definieren. Die Beh. 1 folgt hieraus und aus der faserweisen Kon-
vexitit von E(1).

—_
Zu 2. Aus der Vor. iiber ¢ folgt, daB X - X y E (1) ein Homdo-
[

]
—

morphismus ist. Mit Beh. 1 folgt leicht, daB X y E (1) ein Deforma-
L4
tionsretrakt von X y E(1) ist. Zusammensetzen liefert die Behauptung.
P

q.e.d.

Bemerkung 1. Die Voraussetzung «abzihlbare Basis» 148t sich
mit einem transfiniten SchluB bei der Konstruktion von F umgehen.

2. Sei E ein G-Vektorraumbiindel. Die konstruierte Retraktion
ist im allgemeinen nicht equivariant.

3.4. Wir haben bisher zugelassen, daB die Faserdimensionen
eines Vektorraumbiindels {iber den verschiedenen Zusammenhangs-
komponenten von M verschieden sind. Die nichtentarteten kri-
tischen Mannigfaltigkeiten N, ..., N, aus 2.16.1. lassen sich in nicht-
entarteten kritischen Mannigfaltigkeiten N/, ..., N, aufteilen, so daB
jedes (N';),~ nur isomorphe Fasern hat.

Im Weiteren nehmen wir an, daB dieses schon geschehen ist.
Index (NV;, f) ist dann also wohldefiniert.

Den folgenden Satz und die sich anschlieBenden Korollare findet
man mit der zusitzlichen Voraussetzung, daB alle vorkommenden
Mannigfaltigkeiten endlich-dimensional seien, bei R. BorT. (2).

3.5. Sarz. Vor. : Wie im Hauptsatz 2.16.

Behauptung: Sei ¢ € (a, ) der einzige kritische Wert von f in
f~![a, b]. Seien Ny, ..., N, die nichtentarteten kritischen Mannigfaltig-
keiten von f in f~![a, b] mit endlichem Index. Dann ist f* homotop
dquivalent relativ f* zu f*uy (N,), (1) u ...u (&V,);~(1), wobei die

?1

. P2 Pr
@it (N);~(1) - 8f* Homdomorphismen auf ihre Bilder sind und
die Bilder disjunkt liegen.

Beweis: Seien Ny, ..., N, » <s, alle nichtentarteten kritischen
Mannigfaltigkeiten von f in f~'[a, b]. Zur Abkiirzung setzen wir
Wi: = (I — P,')‘V(N,'), V,': = P,"V(N{). Sei f,': = F,' ‘V(I)EEH”(\I) mit
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F, aus 2.16.3. Aus 2.16.3. und 2.13.1. folgt dann, daB f homdomorph
zum topologischen Raum f*y V(1) © Wy(1) u ... u V(1) ® W(1) ist.
f 12 f

Es gibt eine Retraktion 7 Vi(1) @ Wi(l) - Vi(1) ® Wi(1)u Vi(0) ®
W,(1), wie man aus folgender Skizze abliest:

w.

i

1

1 NN

N, P, (e) 2P;(e) /11 Py (e) il

Der Retrakt ist stark ausgezogen.

Aus der Konvexitit von V(1) ® W,(1) folgt, daB »; eine De-
formationsretraktion ist. Setze ¢;: = ﬁ|Vj(o)@g7;'(T)

Die #; setzen sich zu einer Deformationsretraktion von f*uy

f1

V(1)@ Wi(l)u ...u V(1) @ W) auf foy Wy(1) u ... u W(1) fort,
fs @1 @2 ?s

und die Behaul;tung folgt aus 3.3.2. und den Eigenschaften der F,.
q.e.d.

2

3.6. Kororrar (R. Bott (2)).

Vor.: Wie im Hauptsatz 2.16. Sei ¢ der einzige kritische Wert
von f in [a, b].

Beh.: Wenn Ny, ..., N, die nichtentarteten kritischen Mannig-
faltigkeiten von f in f~![a, b] mit endlichen Indizes ki, ..., &, sind,
dann hat das Paar (f° f* den Homotopietyp eines endlichen rela-
tiven CW-Komplexes (X, f¢), dessen k-dimensionales Geriist fiir
k < min (ky, ..., &) gleich f“ ist. Inshesondere ist =, (f, f*} = 0 fiir
alle n < min (&1, ..., k).

Beweis: Die zweite Behauptung folgt aus der ersten nach dem
Satz von der zellularen Approximation.
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Wir machen zunédchst zwei einfache Bemerkungen zum Ankleben
von Vektorraumbiindeln.

Sei (H, h): (E', o', M') - (E, n, M) ein Vektorraumbiindelmor-
phismus, d.h.: H:E'-E, h: M'—> M, H ist linear und zo H = hon'.
Wenn nun (H, 4) ein isometrischer Isomorphismus von RIEMANN-
SCHEN Vektorraumbiindeln ist, dann gilt mit Bezeichnungen wie
in3.l.und H;: = Hl{.?l) : Ny E(1) ist hom&omorph zu N 57, E'(1).

@

Sei M — M’ und 7: M’ — M eine Deformationsretraktion. Dann
trigt 7*(E) eine Riemannsche Metrik, so daBl 7, :7*(E) - E eine
Isometrie ist, und mit 74 =7, |#7*(E)(1) gilt: Ny E(1) ist De-

P

formationsretrakt von N7, 7*(E)(1).

In der Darstellung von f° in 3.5. werden die Biindel disjunkt
angeklebt. Es geniigt daher den Fall, daB f* homotop dquivalent zu

feU(N); (1) ist mit Index (N, f) = m,zu betrachten. W: = (N);.

Fﬁ‘; geniigend groBes % ¢ N gibt es nach dem Whitneyschen Einbet-

tungssatz eine FEinbettung 7: N — R* Sei U eine aus abgeschlos-

senen Wiirfeln W, ..., W, eines Gitters im R* bestehende Tubus-

umgebung von #(N), 7 : U - 4(N) die mit Hilfe des Normalen-

biindels definierte Deformationsretraktion. Nach obigen Bemer-

kungen ist dann f*uy W(l) homotop #dquivalent relativ f® zu
P

flosTrmera (i e )X (W)(1).

Vi= (g"tor)*(W). V(1)| W; isti somorph zu einem Produktbiindel
(E* x W;, p,,, W), da W, kontraktibel ist. Dabei bezeichnet E* die
abgeschlossene Vollkugel des R”. Durch diese Isomorphie und die
iibliche Darstellung von E* x W; als CW-Komplex werden die cha-
rakteristischen Abbildungen einer Darstellung von V(1) als endlicher
CW-Komplex gegeben. Jede Zelle der Dimension kleiner als #» wird

in 17(_]\) abgebildet und daher mit Punkten von f* identifiziert.
q.e.d.

Bemerkung. Wenn man benutzt, daB jede kompakte Mannig-
faltigkeit triangulierbar ist, kann man sich den Umweg iiber das auf
U zuriickgezogene Biindel sparen.

Sei k = Z, oder £ = Q. Setze R, (X,

Y) =
topologische Riume X, Y mit Y ¢ X. R, (X, Y

dim, H, (X, Y; k) fiir
) heiBt n-te Bettische

3 — Collectanea Mathematica
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Zahl. (X, Y) nennen wir zuldssig, wenn alle Bettischen Zahlen endlich
und fast alle Null sind. Wenn (X, Y) zuléssig ist, bezeichnen wir mit
% (X, Y) die Euler-Charakteristik. Wenn N eine kompakte Mannig-
faltigkeit ist, so ist N zuldssig. (siehe etwa ((12), 6.9.11)

3.7. KOROLLAR (R. Bott (2))

Vor.: Wie im Hauptsatz 2.16. Seien a und b regulire Werte
von f, Ni, ..., N, die nichtentarteten kritischen Mannigfaltigkeiten
von fin f~![a, b] mit Index (N;, f) = &;.

Beh. : 1. f habe in [a, b] genau einen kritischen Wert. Dann
gilt in singuldrer Homologie und Kohomologie fiir alle » ¢ N :

H, (f*, f*; A) = 2 H,_y; (N;: A) und H'(f, fo; A) = 35 H~ (N;; 4).
i=1 i=1

Dabei ist 4 ein R-Modul und alle (IV;);~ sind iiber R orientierbar
(R = Z, ist immer moglich).

2. «Morse-Ungleichungen» f habe eventuell mehrere kritische
Werte in [a, b]. Dann gelten mit Koeffizienten in Z, (oder in Q, wenn
alle (N;);~ tiber Z orientierbar sind) die Ungleichungen:

5 (= 2 (= DF W)
R, (f*, 4 < 2 R,_;; (N)) fir alle n e N

2 (— 1) R, (f°, f) < Z¢ 2" (— 1) R,_,; (N,) mit n ¢ N.
r=0

1=0 r=0

(es ist R,_,; (IV;) = 0 fiir » < k; zu setzen)

Beweis: Nach 3.5. ist (f%, f¢) homotop #quivalent zu (ffu

?1

(N1);~(Du ...u (Vy);=(1), f9) relativ f*. Eine einfache Excision liefert:

Ps

P2 P
HE (f% f*5 A) = 2 HE (V)= (1), (N~ (1) 4).
Nach dem Thomschen Isomorphiesatz ((12), 5.7.10) ist H, ((N;);,~(1),

o ‘ _
(N:);~(1); 4) = H,_;, (N;; A), (analog fiir Kohomologie) woraus die
Behauptung 1 folgt.
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In ((9), § 15) wird gezeigt, daB x additivist,und S,,: =2*(— 1)*~" R,
r=0

und R, subadditiv sind. Zusammen mit der Beh. 1 folgt daraus
Beh 2,

q.e.d.

Bemerkung: Sei dim(N,) =0 fir alle 2 =1, ..., s, d.h.: jedes
N, besteht aus einem Punkt. Dann folgen aus diesen die «iiblichen»
Morseungleichungen mit Koeffizienten in beliebigen Korpern, ohne
daB wir Orientierbarkeitsvoraussetzungen zu machen brauchen.

Da es nach ((7), § 6.8) auf einer endlich-dimensionalen Mannig-
faltigkeit Morse-Funktionen gibt, die nur nichtentartete kritische
Punkte besitzen, 148t sich aus der ersten Morseungleichung leicht
die Zulissigkeit einer kompakten Mannigfaltigkeit folgern.

§ 4. EXISTENZ VON MORSE-FUNKTIONEN

Wir setzen in diesem Paragraphen voraus, dal M eine endlich-
dimensionale G-Mannigfaltigkeit mit abzdhlbarer Basis ist. G sei eine
kompakte Iiegruppe.

4.1. BEMERKUNG: Auf G gibt es ein translationsinvariantes
MaB p der Masse 1. Fiir f € Co(M, R) ist dann f e CZ(M, R) inva-
riant definiert durch f (x) = [¢ f (g (x)) du (g) fiir x € M.

Sei {h )4 eine Zerlegung der Einsfunktion mit kompakten
Tragern K, : = {x € Mk, (x) # 0}. Dann ist {/,},; eine Zerlegung der
Einsfunktion mit kompakten Trigern G (K,).

Sei << , > eine Metrik fiir 7M. Dann wird durch € X, Y>: =
= (¢ <& (X), g (Y) > du(g) fiir (X, Y)e TM @ TM eine Metrik
fiir TM definiert, beziiglich der G als Gruppe von Isometrien operiert.

Da jede endlich-dimensionale Mannigfaltigkeit mit abzihlbarer
Basis eine Riemannsche Metrik besitzt, kénnen wir im Weiteren
0.B.d.A. voraussetzen, dal M eine Riemannsche G-Mannigfaltig-
keit ist.

Dem eigentlichen Existenzbeweis schicken wir eine Reihe topo-
logischer Vorbereitungen voraus.
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4.2. DEFINITION

1. Seik €N, ¢ eine Karte fiir M, 0 < e e Rund f e C (M, R).
¢t seiauf {x e R*/llxll < 1} mit » = dim (M) definiert.

NE(f)(e):={geC>(M,R)/sup sup & fop~tl,—digop !l ll<e}
7=0,1,...k ||x]|<1
Die grobste Topologie, in der die Mengen der Form N*%, (f) (¢)
offen sind, heift die C* — Topologie fiir C°(M, R). C°(M, R) ver-
sehen mit dieser Topologie wird mit *C*>°(M, R) bezeichnet. Fiir
k < tist die C* -Topologie offenbar feiner als die C* -Topologie.

2. Die grobste Topologie fiir C°(M, R), die feiner als jede
C*-Topologie ist, heit die C°-Topologie. C*> (M, R) versehen mit
dieser Topologie wird mit <°C*°(M, R) bezeichnet.

BEMERKUNGEN

4.2.3. FEine differenzierbare Abbildung ¢: N — M induziert
eine stetige Abbildung *C>°(M, R) — *C>°(N, R).

4.2.4, Sei {@y}q eine Familie von Karten fiir M, so daB {I\E’a}m
mit K,:=¢, 4x eR*/llx]l <1} eine Uberdeckung von M ist.
Dann bilden die Mengen der Form Nk% (f)(e) eine Subbasis der
C*-Topologie.

4.3. LeMMA. Sei M eine berandete oder unberandete endlich-
dimensionale Mannigfaltigkeit mit abzdhlbarer Basis. Dann gilt:

1. Fiir alle £ ¢ N ist *C>°(M, R) metrisierbar.

2. °C>(M, R) ist vollstindig metrisierbar.

_Beweis: Es gibt abzdhlbar viele Karten {g;}_,,.., so daB
{K,;},;=1,2, mit Ki: = (p,;_l{x € R"’/HXH <1}, n= dim (M), eine
Uberdeckung von M bildet. Sei ¢: R — (— 1, 1) durch ¢ —£/1 + |£]
definiert. Wir definieren @*: C°(M, R) x C>(M, R) — [0, 1] durch
(f, e)l>d* (f,g): =227 ¢ (sup sup l& fop; I, —d gogi 'L, 1l).

~i=1 7i=0,1, ..,k ||#]|<1
d* erfiillt offenbar die Axiome einer Metrik. Sei 0 < e e R, p: = ¢ (e).
Dann ist {g € C> (M, R)/d*(f, g) < u/2'} c N*, () (¢). Es ist also die
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durch d* induzierte Topologie feiner als die C*-Topologie. Die «*-To-
pologie» ist aber auch grober als die C*Topologie. Sei dazu B: =
— (g € C=o(M, R)/d* (f,g) < &). Es gibt ein j ¢ N, so daB 3 2-i < ¢/2

i=j

ist und ein u >0 mit ¢ (u) < e/2 Sei U : = N N*,,(f) (). Dann
i=1

ist U offen in der C*Topologie, und es gilt U ¢ B. Damit ist die
erste Behauptung bewiesen.

Definiere d>°: C>°(M, R) X C>~(M, R) - R durch (f, g) |-
z 02"° d* (f, g). Ahnlich wie oben sieht man, daB de° die C>>-Topologie
k=
induziert. Sei {f}..n eine Cauchyfolge in °Ce°(M, R). Insbeson-
dere konvergiert f, auf jedem K; gleichmiBig, definiert also dort
den Limes f* e Co (K;, R)*. Da fauf K; N K; gleichmiBig konvergiert,
gilt filgng = f7lgNg,. Da auch die K; M iiberdecken, gibt es daher
genau ein f e Co(M, R) mit flg, = f". Sei £ ¢ N und p € M. Dann
gibt es ein 7 ¢ N mit p ¢ K; und es konvergieren in einer Umge-
bung von p die Ableitungen {d f, o ;7! },n gleichméBig fiir j = 0,
1, ..., k. Bekanntlich gilt dann @’ fog,™' = lim &’ f, o @;~1. Fiir alle

k e N ist also f in einer Umgebung von p k-mal differenzierbar.
q.e.d.

4.4, FoLGERUNG. Jeder vollstindig metrisierbare Raum ist ein
Bairescher Raum, also auch «C>(M, R). Aus 4.2.3. folgt, daB
C&(M, R) eine abgeschlossene Teilmenge von *«C>(M, R) ist.
Wir bezeichnen CZ°(M, R) versehen mit der Teilraumtopologie
mit °CF (M, R). *CZF(M, R) ist ein Bairescher Raum.

4.5. Lemma. Fiir alle k¢ N ist die Abbildung *C>(M, R) —
*CP(M, R) mit f|- 7 stetig, wobei f durch (%) = (G f (g (%)) du(g)
fiir x € M definiert wird.

Beweis: Wir nehmen an, daB fiir jede im Beweis vorkommende
Karte x ! auf der Einheitskugel des R* (n = dim (M)) definiert ist.
Sei eine Karte fiir M, 0<ee R und K: =x"1{p e R*/1lplI<1}. Die
Abbildung m: GX K — M mit (g, q) |-> gq ist stetig und daher ist G (K)
kompakt. Seien x4, ..., x, Karten fiir M, so daB die Mengen Uy, ..., U,

* C° (K, R) bezeichnet die Menge der stetigen Funktionen auf K;.
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mit U;: =x,7' {p e R*/IIpll < 1} fiir 1 <j <7 G(K) iiberdecken.
Sei {A;};—, .., eine zur Uberdeckung { U};_,,.., von G (K) passende
Coo -Zerlegung der Einsfunktion, d.h.: h; e C°(M,[0,1]),21CU;=0

und 2 Biley = 1. Fiir £ ¢ Coo(M, R) gilt dann: fox~! (p) =
fctog o %71 (p) dp(g) = Z fo (hjoxi™ o xjogoa™t (p) ~toxh o
xjogox~! (p) du(g).

Die Abbildung (I¢ X x) (m~" (U;)) R mit (g, p) |- 1@ xjogox~,l
ist stetig und daher beschrinkt fiir alles = 0,1, .., kundj= 1, .., 7
Die Normen der ersten % Ableitungen von #4;o0 x;~! sind ebenfalls
beschrinkt. Sei 2 € C°(M, R). Wir betrachten d (7— 7;) o x7!l,. Der
Ausdruck wird durch Differentiation unter dem Integral berechnet.
Die Ableitung des Integranden ist eine’ Summe von Produkten von
Abbildungen, von denen jedes d" (£ — &) o %'l 000,m1(p) flir geeigne-
tes ne(0,1,..,5), je(0,1, ..., #) als Faktor hat. Es gibt also ein

meN,sodaBaust e n Nk,,f (k) (8) folgt: £ e N*, (") k) (mé) fir 0 < 6 ¢ R.
Wenn § geniigend klem gewihlt wird, folgt also: n N",, (B) ( )cN k ( )(¢)

q.e.d.
4.6. LeMMA. Sei M eine Riemannsche G-Mannigfaltigkeit.

Dann ist Ms: = {x e M /gx = x fiir alle g € G} eine Vereinigung
von zusammenhingenden abgeschlossenen Untermannigfaltigkeiten
von M.

Beweis : Aus der Definition folgt sofort, daB M und damit auch
jede Zusammenhangskomponente von M abgeschlossen ist. Bezeichne
exp die zur Metrik gehorige Exponentialabbildung. Dann gibt es zu
jedem p € M eine Umgebung U, in M und eine Umgebung der Null
V,in T, so daB exp: V, — U, ein Diffeomorphismus ist. Sei p ¢ M,
6Ty = {veTy/gs (v) =v fiir alle g € G}. T} ist ein linearer Teilraum
von T, Es gilt exp(V, N ¢T,) = U, N Mg, denn goexp (v) =
exp (g4v) = exp (v). Die Dimension von T p ist fiir alle p aus einer
Zusammenhangskomponente von M konstant. Damit haben wir
fiir jede Zusammenhangskomponente von Mg den gesuchten Atlas
gefunden.

q.e.d.
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4.7. Sei M eine endlich-dimensionale Mannigfaltigkeit, 7" (M)
das Tensorbiindel vom Typ (r, s) iiber M. Die Tensorfelder vom Typ
(, s) d.h.: die Co°-Schnitte dieses Biindels, versehen mit der kom-
pakt-offen Topologie bezeichnen wir mit 7. Eine Subbasis der
kompakt-offen Topologie bilden die Mengen der Form

{teJ7/sup sup sup [¢ 1777 2(p) =t "7 (p)| < e}
Menis feafy  PEK i, o, ], Jis wer Jr

Dabei ist £ € T, 0 < ¢ € R, und K kompakt, enthalten im De-
finitionsbereich der Karte, beziiglich der die Koeffizienten der Ten-
soren berechnet werden.

4.8. DrriNtrioN. Sei Vv eine kovariante Ableitung fiir M, T ihr
Torsionstensor, f e C°°(}, R). Wir definieren H': TM & TM - R
durch (X, V)l H (X, Y): = X (Yf) — (vx ¥) f+ 1/2-T(X, Y) /.
Dabei bezeichnet Y eine Fortsetzung von Y zu einem Vektorfeld.
H' heiit die Hessesche Bilinearform von f beziiglich V. Wenn p der
gemeinsame FuBpunkt von X und Y ist, so schreiben wir auch
Hf, (X,Y) statt H (X, Y).

Die rechte Seite der Definition ist nur sinnvoll, wenn Y ein Vek-

torfeld ist. Fiir g € C°(M, R) ist H' (X, g- V) =X ((g- V) f) +
~(Vx(g- V) f+12¢(D) TX, V) f=Xg Y f+gp) X(Y])+

~

—e()(VxY)f—Xg Y f+1/2:g(p) - T(X,Y)f=g(p)-H(X,Y).

Mit den lokalen Koordinaten (x!, ..., %) gilt in einer Umgebung
von p: V,=23 Y, - :‘—9— . Zusammen mit der Additivitit von
i=1

ox'

q
H' folgt, daB die linke Seite der Definition tatsidchlich nur von Y
abhingt.

Aus H (X, Y) — H (Y, X)=[X, Y] f—Vx Y f+ Vy X [+
+ T (X, Y) f=0 (nach der Definition von 7) folgt, daB H/ sym-
metrisch ist.

H' ist ein Tensorfeld vom Typ (2, 0) und verallgemeinert die alte
nur fiir Punkte p mit df, = 0 gegebene Definition von H’,. Aus der
Symmetrie von H’, folgt auch sofort, daB H/ (X, Y) unabhingig von
den Fortsetzungen von X, Y zu X , Y ist.
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4.9. LEMMA. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit
kovarianter Ableitung v, 2 <k eN.

Dann ist die Abbildung H: *Ce (M, R) - T2 mit f |- H' stetig.

Beweis: Sei U der Definitionsbereich fiir eine Karte (x', ..., x").
Dann ist H iy = X f,; dx' @ do’ mit fa; (p) = iif l, + Z 0% (p) -
1 k—1

0%’ 0

i,j=
éa—ki,, f fiir p € U, wobei die #*; nur von v abhingen. Da die Werte
%

von b*; auf einer kompakten Menge K ¢ U beschrinkt sind, unter-
scheiden sich die /a;; beliebig wenig von den éa; auf K, wenn sich
nur die ersten beiden Ableitungen von f und g geniigend wenig auf
K unterscheiden. Mit 4.7. folgt die Behauptung.

q.e.d.

4.10. DEFINITION. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltig-
keit, p e M, t ¢ T2 nully(t) : = dimg (X e TM,/t, (X, Y) =0 fiir
alle Y € TM,). rang, () : = n — null,(?).

Bemerkung: 1. Seien #; die Koeffizienten von ¢ beziiglich einer
Karte. Dann gilt rang, (f) = rang (£; (p)), wobei der letzte Ausdruck
als Rang einer Matrix in {iblichem Sinne aufzufassen ist.

2. Sei N eine kritische Mannigfaltigkeit von f. Dann ist 2.6.3. ge-
nau dann erfiillt, wenn null, (H) = dim (N) fiir alle p € N gilt.

4.11. LrmmA. Sei M eine mn-dimensionale Mannigfaltigkeit,
t e T2, Ac M, A kompakt, und es gelte fiir alle p ¢ A rang, (f) = .

Dann gibt es eine Umgebung U von ¢ in J%; und eine Umgebung
K von A in M, so daB fiir alle (z, p) e U x K gilt: rang, (v) > 7.

Beweis: Sei x = (x!, ..., ") eine Karte in U,, einer Umgebung

von p € A. Dann ist ¢y, = > t; dx' @ dx’ und rang (4; (p)) = 7. Nun
ij=1

gibt es eine Umgebung W, der Matrix (#; (p)) in der {iblichen Norm-

topologie, die nur Elemente vom Rang groBer als » enthilt. Sei K, ¢ U,

eine kompakte Umgebung von p, so daB (£;(K,) ¢ W,. V,:=
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= {t € T2, [t;(K,) ¢ W,} ist eine offene Umgebung von ¢ Endlich
viele K,., ..., K, iberdecken A. Dann haben U:= nV,, und
r =1

1

K : =y K,, die behaupteten Eigenschaften.
i=1
q.e.d.

4.12. 1. Wir benutzen folgende wohlbekannte FErgebnisse: fiir
jedes x ¢ M ist G - x, die Bahn von G durch x, eine kompakte Unter-
mannigfaltigkeit von M. Bezeichne G, die Isotropiegruppe von x
in G. Dann ist G - x diffeomorph zu G/G, . Der Faserraum (G, p,, G/G,)
besitzt in einer Umgebung W von p,(¢) = {G,} in G/G, einen
Co°-Schnitt s. e bezeichnet das Einselement in G.

2. Wir fithren die Abkiirzungen ein:
B, (x): = exp(v (G - x) (), S, (x) : = exp(v (G - %) () N=a~1(x)).

Dabei bezeichnet (v (G -x), =, G -x) das Normalenbiindel von
G -x in M, versehen mit der von T/M induzierten Riemannschen
Metrik. Aus der Kompaktheit von G - x folgt, daB fiir geniigend kleine
7 > 0 die linken Seiten der Abkiirzungen sinnvoll sind. B, (x) ist
eine Umgebung von G-x. Da G eine Gruppe von Isometrien ist,
gilt g (B, (¥)) = B, (») fir alle g ¢G.

3. Sei G - x eine kritische Bahn von f, f e CZ(M, R). Dann
ist 2.6.3. fiir alle p € G-x erfiillt, wenn es nur in einem Punkt
po erfiillt ist, denn nach 2.4.2. gilt H, (X, Y) = Hy¥ (X, Y) =
= Hlg, (g4 X, g4 Y) fiir jedes g ¢ G und alle X, Y € TM,,.

4. Index (G - x, f) ist fiir jede nichtentartete kritische Bahn G - x
von f definiert, denn ((I — P)¥(G - %)), = &« (I — P)»(G - x)5,).
wobei P durch 2.8. und 2.10. bestimmt ist.

4.13. DEFINITION. Sei M eine #-dimensionale G-Mannigfal-
tigkeit, A eine Teilmenge von M. Setze

| A ist eine Umgebung der kriti- |
schen Punkte von fin 4 und diese '
CXA; M,R): =" feC¥(M,R) | Punkte sind eine Vereinigung -
von nichtentarteten kritischen \
Bahnen von G.

4. 14, LumMma. Sei 2 <k eN, A eine kompakte Teilmenge
von M. Dann ist C&° (4 ; M, R) offen in *CZ°(M, R).
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Beweis: Sei f e CZ(4; M, R). Da 4 kompakt ist, enthilt es nur
endlich viele nichtentartete kritische Bahnen G -x, ..., G -x, mit
%; € A von f. Nach 4.11. und 4.9. gibt es eine Umgebung V von f in
*CP(M, R) und Umgebungen B, (x) c A von G -%;, so daB fir
alle 2 =1, ...,7, p € B,;(x;),g ¢ V gilt: rang,(H®) > n; fir n;, =

rang,,(H). In der kompakten Menge C : = 4 — |:| B,, (x;) hat f keine

kritischen Punkte, also ist inf l[gradf,ll=a > 0.Q: =V Nn{ge
pec

C&(M, R)/inf |l gradg, |l > a/2} ist eine offene Umgebung von f in
pec

kC> (M, R). Es ist zu zeigen: Q c C3° (4; M, R). Dazu sei g € Q, und
x € A sei ein kritischer Punkt von g. Es gibt ein ¢ ¢ N mit x ¢ B,, (x;),
und daher ist auch G -x c B,, (x;). Es ist rang,(H®) > n;, = n —
dim (G - %;) fiir alle ¢ € G - . Nun gilt nach 2.7.2. Rang (H?) <#n —
dim (G - x). G - x ist also nichtentartete kritische Mannigfaltigkeit,
wenn nur dim(G - x) > dim(G - x;) ist. Es ist x = exp(v) mit v ¢ TM,
und p € G - x;, und daher gilt fiir alle g € G: gx = exp(gy (v)). Aus
gx = gx folgt gp =7p also auch G, c G,. Mit 4.12.1. folgt daher
dim (G - x) > dim (G - p) = dim (G - x;). Daher ist dim (G - x) =
dim (G - x;).

q.e.d.

Das folgende technische Lemma beantwortet eine lokale Frage,
die im Beweis des Dichte-Lemmas auftritt.

4.15. LeEmMMA (A.G. WASSERMAN (14))

Vor.: Sei H ein endlich-dimensionaler Hilbertraum, 0 < 7 ¢ R,
G eine Gruppe von orthogonalen Transformationen von H und Hg
der beziiglich G invariante Unterraum von H. Sei feCg (H, R),
so daB flyg, nur nichtentartete kritische Punkte hat, und 0 e H
der einzige entartete kritische Punkt von f in Hg(7) ist.

Beh.: Zu jeder Umgebung U von f in *Co<(H, R) gibt es ein

~

feU, so daB gilt:
1. fl{xeH[|xll>r}=fl{xecH/Ixzll>r}
2. hoat in Hg(r) nur nichtentartete kritische Punkte.

Beweis: Bezeichne P: H — Hg die Projektionsabbildung. Da alle
kritischen Punkte von flg,, isoliert liegen, gibt es ein ¢ ¢ R mit
r>c>0, so daB die Kugel vom Radius ¢ um Oe¢H nur 0 als
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kritischen Punkt enthilt. Sei 2: R—R wie im Klebe-Lemma gewihlt.
Setze f(x) =7f(x) + e- A (1x/cli?)li(I — P) (v)ii2 fiir x ¢ H, e€¢R.
Uber das ¢ wird noch verfiigt. Fiir llxil > ¢ ist f(x) = f (%) und 1.
ist erfiillt. Wegen /g, = fly, haben f und f auf H; dieselben kriti-
schen Punkte. Wir untersuchen, ob 0 ein nichtentarteter kritischer
Punkt von fN ist.

Es gilt Hy (v, w) = d2 f1, (v, w) + 2¢ < ([ — P)(v), (I — P)(w) >.

Wir zerlegen v und w beziiglich P, dann gilt in Matrix-Schreib-
weise mit durch f bestimmten 4, B, C

(P (v), (I — P)(v)) ((dz(fiyu)'o, B ) ((P (w)
A, C+e2l) \U-P) (w)

Die Determinante der groBflen Matrix ist ein Polynom in e, und
da d2(flg,) lo invertierbar ist, ist die groBe Matrix genau dann inver-
tierbar, wenn ¢ ungleich jeder Wurzel des Polynoms ist. Wenn ¢
zusitzlich geniigend klein ist, so unterscheiden sich f und 7in der
C*-Topologie wenig.

) = Hiy (v, w).

q.e.d.

4.16. INDUKTIONS-METHATHEOREM (R.S. Parars ((8), 1.8.1.)
Sei P eine aussagenwertige Funktion, die fiir alle kompakten Lie-
gruppen definiert ist. Wenn fiir jede kompakte Iiegruppe G aus der
angenommenen Richtigkeit von P(H) fiir alle echten Untergruppen
H von G die Richtigkeit von P(G) folgt, dann ist P(G) fiir alle kompak-
ten Liegruppen G richtig.

Beweis: Wir nehmen an, daB es eine kompakte Liegruppe G gibt,
fiir die P(G) falsch ist. Unter allen kompakten Liegruppen G, fiir
die P(G) falsch ist, gibt es solche mit minimaler Dimension und unter
diesen eine, die wir mit G* bezeichnen, mit der kleinsten Anzahl an
Komponenten. Fiir alle H ¢ G* ist dann P (H) wahr, so daBl nach der
Voraussetzung widerspriichlicherweise auch P(G*) wahr sein miifite.

g.e.d.

Sei H e CP(M, R), e: M — (0, o) stetig. Wir benutzen die Ab-

kitrzung C(M, R)(H, ¢): = [f e CP(M, R)/|H(p) — /()] Se(w}
fir alle p e M

CZ(M, R)(H, &) ist eine abgeschlossene Teilmenge von *°C&°(M, R).
CZ(M,R)(H, &) versehen mit der induzierten Topologie bezeichnen
wir mit <°Cg(M, R)(H, ¢).
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4.17. DicurE-LEMMA (A.G. WASSERMAN (14), § 5)

Sei M eine endlich-dimensionale G-Mannigfaltigkeit mit abzihl-
barer Basis, G eine kompakte Liegruppe. Dann gilt:

1. C¥(M; M, R) ist dicht in =C(M, R).

2. Fiir alle H und ¢ ist C2®(M; M, R) n CX(M, R)(H, ¢) dicht
in *CP(M, R)(H, ¢).

Beweis: Zul. (A)Seix e M — Mg, d.h.:G,#G, und sei0<7 e R
so gewihlt, daB B,,(x) sinnvoll ist. Wir zeigen durch Induktion,
daB C&(B, (x); B, (x), R) dicht in *°Cg(B,, (x), R) liegt. Nach De-
finition der C°°-Topologie geniigt es dazu, fiir jedes % ¢ N die Dichte
in der C*Topologie nachzuweisen. Wir verwenden das Induktions-
Methatheorem.

Sei also CZ. (S, (x); S, (x), R) dicht in *Cg (S, (¥), R). Sei F ¢
CZ(B, (x),R), F: = Fls,,, . Wahlef € CZ (S, (x); S, (*), R) in der
C*-Topologie nahe zu F und setze es folgendermaBen zu einer Funk-
tion f auf B,, (x) fort: Fiir p € B,, (x), ¢: = moexp~!(p) und gx =g¢
mit g € G setze f(p): =f(g~' ). f ist wohldefiniert, da f unter G,
invariant ist, und invariant unter G. Diese Konstruktion macht aus
F natiirlich wieder F. Sei /: G|/G, - G - x der Diffeomorphismus
g G, l>gx, V:=nh(W) (siche 4.12.1.), U: = exp(v (G - x)(27) | V),
und sei ¢: U - S,, () durch p |- (soh~tozmoexp~! (p))~! p gegeben.
U ist eine Umgebung von S,, (x), ¢ ist differenzierbar, und es gilt
fo¢ly = fly. Da f invariant ist, folgt hieraus f ¢ C& (B, (), R).

Wir haben einen Diffeomorphismus K: S,, (x) X V — U der
Form (a, b) |~ so k=" (8) - a, und es gilt (*): fo K (a, b) = f (a).

Sei z ein kritischer Punkt von f in B, (x). Dann ist auch a: = ¢(2)
€S, (x) kritisch, und wegen fls,, () =f ist dfl,, = 0.

Nach Induktionsannahme ist G, - a eine nichtentartete kritische

Mannigfaltigkeit von f: und es ist a €S, (x), daher liegt die Bahn

durch z schon in B, (). Da K(G, -axV)=G-anU ist, und da
G, -a X V eine nichtentartete kritische Mannigfaltigkeit von fo K
ist, folgt mit 4.12.3. und 2.4.2. also: f ¢ C3°(B, (x); B, (%), R).

Nun gilt analog zu (¥): F o K(a, b) = F(a). Endlich viele
g (U) =:U,; g G, tiberdecken B,, (x). Mit 4.2.4. und den Karten

{@oo K 'ogi Yo el, wobei {g,} « €I ein Atlas fiir S,, (¥) X V ist,
i=1.2,..¢
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und unter Ausnutzung der Invarianz von F und f folgt, daB f nahe
F in der C*Topologie liegt, wenn nur f gut gewihlt ist. Nach dem
Induktions-Methatheorem folgt also, daB CZ’(B, (x); B,, (x), R) dicht
in *Cg° (B, (), R) liegt.

Es gilt auch: CZ°(B, (x); M, R) ist dicht in *C3°(M, R). Denn sei
feC=(B, (x); B,, (), R) eine C*-Approximierende von F |z, mit
F € C>(M, R), und sei ¢ € CZ(M, [0, 1]) mit ¢@lg, = 1 und

@l CB, (x) =0. Dann ist g: =¢ f 4 (1 — ¢) F eine beliebig gute
C*-Approximierende von F, wenn nur f gut gewdhlt ist, da die ersten
k lokalen Ableitungen von ¢ auf B,, (x) — B, (¥) beschrankt sind.

(B) SeixeMg, A(x): = B(x) N M, wobei B(x) eine kompakte Um-
gebung von x ist. Wir zeigen, daB CZ(4(x); M, R): = {f ¢ CZ(M, R)
| die kritischen Punkte von f in A(x) sind nichtentartet} dicht
in *CZ(M, R) ist. In ((7), § 6.8) wird gezeigt, daB C>°(B (x); M, R)
dicht in #Co°(M, R) liegt. Das Bild einer dichten Menge unter einer
stetigen surjektiven Abbildung liegt dicht. Mit 4.5. folgt daher, daB
wir zu jedem F ¢ C®(M, R) eine C*-approximierenden f ¢ CZ°(M, R)
finden koénnen, so daB fly, nur nichtentartete kritische Punkte in
A(x) hat (fiir & ¢ Coo(M, R) ist & lsg = Mly,). Die kritischen Punkte
von fly,in 4 (x) liegen isoliert, daher hat f in A(x) hochstens endlich
viele entartete kritische Punkte x,,..,%,. Sei K (r): = {x¢T,,/
Nxll <7}, 0<7eR, und exp: K (27) - M eine Karte fiir eine Um-
gebung von x; mit x; ¢ exp (K (27)) fir s =2, ..., e. Auf f o exp wenden
wir 4.15. an. Dadurch finden wir eine C*-Approximierende fiir f,
die nur noch e — 1 entartete kritische Punkte in A(x) hat. Durch
Induktion folgt die Behauptung.

(C) Nach Lemma 4.14. sind die Mengen Cg” (B, (x) ; M, R) offen.
Sei f e C& (A(x); M, R), seien x4, ..., x, die nichtentarteten kritischen
Punkte von f in A(x). Sei K eine kompakte Umgebung von A4(x),
die auBer x,, ..., %, keine weiteren kritischen Punkte von f enthilt.
Es ist f e C&(K; M, R), und nach 4.14. ist CZ(K; M, R) offen.
Sei g e CZ(K; M, R), p € A(x) und dgl,=0. Dann ist nach Defi-
nition von CZ(K; M, R) p ein nichtentarteter kritischer Punkt
(p € Mg). Es folgt: CZ(A(x); M, R) ist offen. Da M eine abzahlbare
Basis hat, iiberdecken abzdhlbar viele Mengen {B,, (x.); 4(%;)}ijen M.
In einem Baireschen Raum liegt der abzihlbare Durchschnitt von
offenen dichten Mengen dicht. Mit 4.4. folgt daher: C&°(M; M, R)
ist dicht in *°CZ(M, R).
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Zu 2. Die zweite Behauptung wird mit denselben Argumenten
bewiesen, wie die erste. In Teil (A) wihlen wir f zusitzlich so, daB
sup | f(p) — H (p)| <inf (¢(p)) gilt.

PES2,(x) PEB2,(x) q.e.d.

4.17. Sarz: (A.G. WASSERMAN (14), § 5) Sei M eine endlich-
dimensionale G-Mannigfaltigkeit mit abzidhlbarer Basis, G eine
kompakte Liegruppe. Dann gibt es eine G-invariante nach unten
beschriankte Morse-Funktion auf 3/, deren kritische Menge eine
Vereinigung von nichtentarteten kritischen Bahnen von G ist.

Beweis: Eine eigentliche Abbildung f: M - R (d.h. : f~!(4) ist
fiir kompaktes A kompakt) erfiillt die Bedingung (C). Seien g, d ¢
Co(M,R),seild| durch 0 <7 € Rbeschrankt, und sei | f(x) — g () | <
|0 (x)] fiir alle x ¢ M. Dann ist auch g eigentlich, denn g-—![a, d] ¢
f~t[a—r,b+7]. Auf M gibt es eigentliche Funktionen. Sei z. B. {9; }ien
eine invariante Zerlegung der FEinsfunktion mit kompakten Tri-
gern K;. Dannist p mit y (x) : = Zl,;z y; (x) eigentlich. Da Cg(M; M, R)

1€]

n Ce (M, R)(y, 1) dicht in *°Cg(M, R)(y, 1) liegt nach 4.16.2., exis-
tiert die gesuchte Funktion. g.e.d.

4.18. BEMERKUNG. Uber die Existenz von Morse-Funktionen
auf unendlich-dimensionalen Mannigfaltigkeiten ist nichts bekannt.
Eine Ubertragung der in ((7), § 6) dargestellten Methode zur Kon-
struktion von Morse-Funktionen scheitert daran, daB kein Analogon
des Satzes von Sard ((7), 6.1.) fiir Hilbertriume gilt.

Die verallgemeinerte Morse Theorie ist nach 2.16. nur fiir voll-
stindige Riemannsche Mannigfaltigkeiten entwickelt worden. J. Mc
ArpiN hat gezeigt ((11), 7.4), daB jede Mannigfaltigkeit mit abzihl-
barer Basis, die lokal wie ein separabler Hilbertraum aussieht, sich
als abgeschlossene Untermannigfaltigkeit in einen separablen Hil-
bertraum einbetten 148t. Jede solche Mannigfaltigkeit besitzt also
eine Riemannsche Metrik, durch die ihre Topologie vollstindig me-
trisiert wird.

Wir nehmen einmal an, daB auf einer vollstindigen Riemann-
schen Mannigfaltigkeit M eine nach unten beschrinkte Morse-Funk-
tion existiert. Aus ((7), Appendix) und 3.6. und dem Satz iiber die
zellulare Approximation angewendet auf die Anklebeabbildungen
und unter Benutzung der Bemerkung 3.2. folgt dann, daB M den
Homotopietyp eines abzdhlbaren CW-Komplexes hat.
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