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INTRODUCCION (*)

1. Fanrappifi, tras desarrollar la teoria de los funcionales ana-
liticos, la aplicé a la resolucién de ecuaciones en derivadas parciales,
Posteriormente, J. Casvrrrras 3], J. TEIXIDOR [121, J. AUcE [2]
v R. Acuind [1] se basaron en ello para resolver ciertas ecuaciones
en derivadas parciales totalmente hiperbdlicas. Nuestro trabajo
ha sido concebido con la idea de lograr sistematizar en lo posible
los célculos necesarios para resolver ecuaciones en derivadas par-
ciales con coeficientes constantes, lineales, homogéneas, con tres
variables independientes y totalmente hiperbdlicas.

Para ello hemos partido tanto de los trabajos de FaxTapprif
como de los otros citados.

En el capitulo I se empieza definiendo lo que se entiende por
ecuaciones totalmente hiperbdlicas y estudiando sus propiedades
generales, para acabar planteando el problema de CAUGCHY corres-
pondiente y resolviéndolo mediante el método de Fanraprrit. La f6r-
mula final obtenida en este capitulo requiere para su calculo el es-
tudio de una cierta funcién algebraica | = J (X, Y) determinada por
la ecuacién de partida.

En el capitulo ITI se realiza un estudio de esa funcién, que repre-
senta m determinaciones si es m el orden de la ecuacién. Decisivo
ha sido en este capitulo, y consiguientemente en los restantes, el
empleo de la resultante R(X, Y, ) en la forma usada en § 5, como
puede observarse inmediatamente a lo largo de todo el trabajo.
Este capitulo es sensiblemente més amplio en la Memoria original,
puesto que alli incluimos un estudio del comportamiento local de las
determinaciones de J que, no obstante, no es necesario para la obten-
ciéon de la férmula final.

En el capitulo III se pasa a un estudio de las propiedades glo-
bales de las determinaciones de J, para lo cual nos basamos en los
resultados del capitulo II. Estas nuevas propiedades son ya de in-
fluencia directa en el cdlculo de la solucién de la ecuacién y vienen
a preparar el camino de la expresién final de dicha solucién.

En § 10 se introduce la nocién de traza que resuelve muchas
posibles dudas y paradojas que se nos habian presentado anterior-

(*) TLos nituneros encerrados entre corchetes corresponden a la biblio-
grafia expuesta al final,



202 Mariano Gasca Gonzdilez

mente. Consideramos este capitulo decisivo para llegar a las conclu-
siones finales del trabajo. En los § 12 y 16 sc ve la no influencia de los
puntos singulares de 1/] imaginarios en el cédlculo de la solucién.
En § 13 se estudian las propiedades fundamentales de las determi-
naciones de J que se anulan en un punto real de la curva P = 0,
cuya expresién tangencial es dada directamente por la ecuacién
que estamos resolviendo. Por tiltimo, en los § 14 v 15 se ven ciertas
propiedades, también importantes, de las tangentes a la curva P = 0.

En el capitulo IV se elabora la expresién final de la solucién
de la ecuacién, viéndose claramente la influencia de las tangentes
multiples reales de I’ == 0.

s de destacar que, ademas de que hemos empleado los resul-
tados obtenidos por FaNTaPPIL, los estudios que han realizado AGUILO,
Avcr:, CAsULLERAS v TEIXIDOR de sus respectivos problemas nos
han servido de inapreciable ayuda, tanto por sus conclusiones como
por la variedad de los casos que presentan, en nuestras investiga-
ciones de caracter general.

Como final de esta introduccién, creemos conveniente precisar
los dos conceptos siguientes:

1) Tangente de inflexion de una curva es una recta tangente a
una rama, al menos, de la curva cuya clase sea mayor que uno.

2) Tangente miiltiple de una curva es una recta tangente a dos
ramas diferentes, al menos, de la curva.

Advertimos también que con A denotamos, mientras no se diga
lo contrario, la expresién imaginaria conjugada de A
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ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES TOTALMENTE
HIPERBOI,ICAS, CON COEFICIENTES CONSTANTES,
HOMOGENEAS YV CON TRES VARIABLES INDEPENDIENTES

1. Generalidades.

Consideremos una ecuacién en derivadas parciales, de orden m,
lineal, irreducible, homogénea respecto al orden de derivacién y con
coeficientes constantes reales:

(] . ]) “ a-m "

P A v
it fﬁ"»»z i ox? ayf oz* f (x‘ + Z).

Hagamos notar, ante todo, que cualquier ecuacién en derivadas
parciales de orden m, lineal, con dos variables independientes y con
coeficientes constantes reales puede reducirse a la forma (1.1) mediante
la introduccién de una tercera variable independiente (1).

Ia ecuacién de las superficies caracteristicas de (I.1) es

IR [C [C
g k—m dox) \dy) \dz
ecuacion que satisfacen, evidentemente, los planos
(1.3) o (v — %) + By — o) +y(z —2) =0
cuyos coeficientes cumplen la condicién
(1.4) Yo et iyt =0.
P k=

Tista es la ecuacién tangencial de un cono de clase m v vértice
(o, Vo, Zo) que se llama cono caracteristico de vértice en ese punto.

El cono caracteristico relativo a cualquier punto se obtendrs,
por tanto, proyectando desde ese punto la curva del plano impropio
que tiene por ecuacién tangencial en ese plano (1.4), que es una curva
de clase m.

(1) Véase I,. TPANTAPPIE, [81.
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sta ecuacién y la puntual de su envolvente desempefian un
papel principal en la resolucién del problema que vamos a tratar.
Efectuando una transformacién proyectiva

o =apa--apf+apzy

(1.5)

=
l

=ayn o+ anf + axny
Y =ayo+apf+asy
no degenerada, es decir, tal que

a1 @12 a3
(1.6) as a4z a3 | # 0,

aszy a3z a33

(1.4) se transforma en

(1) S BTy =0,

i-i-j-bk=m
Por otra parte, haciendo en (1.1) el cambio de variables
x=ay X +ay v +ay 2
(1.8) V=ap ¥ 4 ap v+ ayp

z=ap3 &'+ axy v 4 a2

se puede escribir, simbdélicamente

a a 0 La 0 ta
ox' "ax 2 év iy
Pl A

(1.9) T =ay i @ + a 9.
oy’ 0x ¢y 0z
0 0 0 0
— = a3 — + a3y — + a33 -—
0z’ Y 2 ov Sy

y se obtiene

(1.10) y < Tu W,y ),

kT
ititk=m 0x 0y" 02’

para la cual la ecuacién de las superficies caracteristicas es (1.7).
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Puede establecerse, segtin esto, una clasificacion de las ecuaciones
en derivadas parciales, lineales (1.1), en correspondencia con la clasi-
ficacién proyectiva de las curvas (1.4).

Entonces basta tener la resolucién de una ecuacién de una de
estas clases para poder resolver todas las ecuaciones posibles de esta
clase.

2. [FEcuaciones tolalinente iiperbolicas. Propiedades.

DrrINICION 2.1. — Se dice que una ecuacién (1.1) es del tipo
totalmente hiperbélico cuando mediante una transformacién (1.5)
la ecuacion (1.4) puede llevarse a una forma tal que dando valores
arbitrarios reales a dos de las variables, «, f8, resulta una ecuacién
de grado m en y que tiene siempre todas sus raices reales.

Sea (1.1) una ecuacién de este tipo. Entonces supondremos siempre
que

(2.1) Cx By = Y o G af iyt =0

ijik=m

estd ya puesta en la forma indicada en la definicién anterior.
Llamaremos C a la curva envolvente cuya ecuaciéon tangencial
en coordenadas homogéneas es (2.1).

TroreMA 2.1. — Por cada punto de la recta impropia, (%, f, y) -=
(0, 0, 1), pasan m tangentes reales a la curva C.

D1MOSTRACION. —- En efecto, las tangentes a C que pasan por
el punto (xg, v, 0), donde xy, vy son reales, son las soluciones (=, f, 7)
del sistema:

% %o + f yg = 0
(2.2)
C (B, y) = 0.

Sustituyendo =z == vy, f= — x5 en C(z, £, ) =0 se obtiene
una ecuacién de grado m en y, con todas sus raices y; (1 = 1, 2, ..., m)
reales.

Por tanto las soluciones del sistema (2.2) son (yg, — %o, Y1), -
(v0, — %0, ¥m), (¥ sus proporcionales), es decir, que tenemos m tan-
gentes reales a C por el punto (xy, vy, 0). #
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TrorEMA 2.2. — La recla impropia, (=, f, y) == (0, 0, 1), no cs
tangente a la curva C.

DrEMOSTRACION. — De la definicién de tipo totalmente hiperbé-
lico se deduce que al hacer « = f = 0 debe resultar una ecuacién
de grado m en y.

Por tanto, el término de grado . en y ha de ser distinto de cero,
por lo cual (0, 0, I) no verifica (2.1), es decir, que la recta impropia
no es tangente a C. %

CoRrROLARIO 2.2.1. — La ecnaciion

2 3 am 1
' ANl Cisy — e 2z X, Vv, 2
( ) N ﬂj\,__m ijk a,\,’i a}"j éz" f( y Vo )’

del tipo totalmente hiperbilico, puede escribirse en la forma

o o
4+ AT U C v
(2‘4) A 0 I— A\-J ¢ ijk Nai Aad Aok fl ('\" .\,’ "')'
(o4 i k=m CX oV CX
k<m
DisosTRACION. — Lin efecto, del teorema 2.2 se deduce que en

C (o, #, y) = 0 hay un término en y™ cuyo cocficiente, ¢, ,,, es dis-
tinto de cero, ¥, al dividir por él, llamando

N (‘f//\'
Clijp == ==,
('Ill)lllv
(2.1) se reduce a
mo_|_ Al o i B Ak —
(2.5) Y g =0,
. iijrkem
k<m

luego (2.3) puede escribirse en la forma (2.4) llamando

f] ('\T: N Z) = ——l— f (.XT, v, :’) =

C 0o

Del teorema de CavcHy-Kowarnrwskl se deduce entonces que
la condicion necesaria y suficiente para (ue dado un punto cualquiera
de la superficie analitica

(2.6) 1z =g, y)
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exista un entorno de él en /I, tal que en dicho entorno exista una
v s6lo una solucién

(2.7 =1 (x, v, 2)

de la ecuacién totalmente hiperbélica (1.1), donde f es analitica,
con las condiciones iniciales

13
(2.8) (ﬁ”) == g (v, V) (k =0, L,..., m — 1)

6 zk 1

sobre [, siendo las funciones ¢, (x, ¥) analiticas, es que [’ no sea
superficie caracteristica, es decir, que se verifique

] i A ] (3 Sk
cQ oq C Q)
(2.9) v c,,,,(_q_f) (_7) (_‘7) £ 0.
i-i- -k =m \C X (’/5.\', oz
TroreMA 2.3, — La curva C no tiene puntos tmpropios reales.
DryostracioON. — Con objeto de simplificar el lenguaje, en

C (=, B, y) tomaremos («, 5, 7) como coordenadas puntuales.

Para demostrar el teorema basta ver que por el origen (=, 3, y) =
= (0, 0, 1), no pasan rectas reales tangentes a C (%, 8, y) == 0. Me-
diante una transformacion

(%, p, y) = (4, v, w)

del tipo (1.5) podemos conseguir que el origen v una recta (ue pase
por él y no sea tangente a la curva se transformen, respectivamente,
en (u#, v, w)==(0, 1, 0) y la recta w = 0.

Para ver que por (0, I, 0) no pasan tangentes a la curva trans-
formada de C(«, f3, ¥) == 0, basta ver que en coordenadas absolutas
(22, ), (w = 1), la curva no tiene tangentes paralelas al eje de las v.

Sea (a, 0) un punto de la curva (¢ v b reales). Iin un cierto en-
torno de @ la curva admite un desarrollo en serie de la forma

(2.10) v — = § ¢ (1t — a)klr.
ko1

Veamos que p puede tomarse igual a 1.

n efecto, como hemos visto en las demostraciones de los teo-
remas anteriores y teniendo en cuenta las transformaciones hechas
aqui, toda paralela al eje de las v debe cortar a la curva en m puntos,
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todos reales. Supongamos que p fuera impar y mayor que uno. Dando
a u un valor cualquiera del entorno de a, el desarrollo sélo ha de dar
valores reales. Entonces, tomando en (# — a)'* la determinacién
real, resulta que todos los coeficientes ¢, han de ser reales.

Teniendo esto en cuenta, al tomar la determinacién ¢>? (it — a)li?,
donde (1t — a)l/? es la determinacién real, resulta que cen cada tér-
mino del desarrollo se ha de verificar:

(2.”) =0 o /z:jb)

ya que en caso contrario todos los valores no serian reales.

Por tanto, en el desarrollo se puede tomar p = I.

Si p fuera par, al dar a # valores mayores que a dentro del en-
torno en el cual es valido el desarrollo, v tomiando en éste la deter-
minacién real de (1 — a)li resulta ¢ue todos los coeficientes ¢, han
de ser reales.

Y por ello, al dar a # valores menores que a y tomar la determi-
nacién e%? (@ — u)lP, donde (¢ — u)!/” es real, resulta que en cada
término del desarrollo debe verificarse:

(2.12) =0 0o k=p.
TIintonces podemos tomar p = 1.
Al ser los tnicos desarrollos posibles los de la forma
(ee)
(2.13) v—0b=Y ¢ (t — a)f,
k=1
resulta que la tangente a la curva en ningdn caso puede ser para-
lela al eje de las v, como es evidente, ya que v'(a) = ¢| # 0. %

TrOREMA 2.4. — La curva C no tiene tangentes de inflexion reales.

DrmostracION. — Tomando de nuevo («, 3, y) como coordenadas
puntuales, basta demostrar que C (e, f§, ¥) = 0 no tiene puntos cus-
pidales reales. Pero esto se deduce de la demostracion del teorema
anterior, ya (ue se¢ ha visto que en los desarrollos que aparecen
se puede tomar p =1 (2).

Unicamente falta verlo en los puntos de la recta impropia, w = 0.

(2) De esto se deduce que la clase g de cada rama de C tangente a una
recta real es 1.
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Y para verlo en ellos basta hacer un nuevo cambio que deje inva-
riante el punto (0, I, 0), pero no a la recta w = 0, y aplicar el método
del teorema 2.3 a los puntos de esa recta. #

TrorrMaA 2.5. — Las tangentes muiltiples reales a la curva C no
pueden tener los puntos de contacto tmaginarios.

DEMOSTRACION. — Tomando («, ff, y) como coordenadas pun-
tuales, basta ver que la curva C («, 3, y) = 0 no puede tener puntos
multiples reales aislados (es decir, puntos multiples reales con tan-
gentes imaginarias).

in cfecto, si tuviera un punto mdltiple real aislado distinto del
origen (0, 0, 1), una recta préoxima a él que pasara por (0, 0, 1), cor-
taria a la curva en dos puntos imaginarios conjugados, al menos,
contra la definicién de tipo totalmente hiperbdlico. Por otra parte,
el origen, («, f, ) == (0, 0, 1), tampoco puede serlo por el teorema
22, #£

3. Planteamiento del  problema de Cavcny. Consideraciones
generales.

Sca
e
. ot
(3]) E cijk ”:-. o Tk - (x, _\', Z)
ijtkeem ox' oy oz

la ecuacién que se trata de resolver, con las condiciones iniciales:

(3.2) ( o

dzk_) = g (% V) O<k<m—1),
.

siendo /" la superficie no caracteristica
(3.3) I':z=¢(x, V)
v o (x, v), ¢, 3) (k=0,1, ..., m — 1) analiticas.

Efectuando en (3.1) el cambio de funcién

»1»_—1 2 — @ (x, v h
(3.4) w=1uv-+4+ ¥ _(___»qh'(_,))_ en (%, ¥)
h=0 .

14 — Collectanca Mathematica
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el problema queda reducido a resolver la ecuacién

6'" v

(3.5) E L‘i_f/f "\—'—“ " ]‘ — g (,'17, _\’, Z),
i k=m ox'! U}‘ﬂ 0z
con las condiciones iniciales
; al\' v
(3.6) (~/ =0 O<k<m-—1)
. CZ)r

sobre /', como es inmediato comprobar.

Vamos a limitarnos, por tanto, a la resolucién de la ecuacién
(3.1) con condiciones iniciales nulas. Suponemos que (3.1) es una
ecuacién de tipo totalmente hiperbdlico.

De que u verifica

o u
(3.7) ( 3 1) =0 O<k<m-—1)
¢z /r

se deduce que cumple también

if ik gy
(3.8) (—a———i) =0 (0<i4j4+rbm—1).
oxt o\ 0z%)p

Vamos a demostrar esto por medio de una doble induccién. Co-
menzaremos probando que (3.8) es cierta para i 4 j - k=1, ¥,
después, suponiendo que se cumplepara 0 <¢ +j + & <n <m — I,
veremos que también es cierta para 7+ j + k& = n + 1. Este ul-
timo paso lo haremos por induccién respecto al valor de 7 + 7.

En efecto, que (3.8) es cierta para 7 + 7 4+ &£ = 1 es inmediato,
va que derivando # = u(x, v, 2) respecto de x sobre la superficie I’
resulta, teniendo en cuenta que (), = 0,

o ‘Cu\ Gz
3.9 (_) - (__') - O)
( ) _ax‘p—T ‘aZ“,pax
ou .
y como (T) = 0 por (3.7), se tiene
0% )1
(3.10) (ﬁf) —0.
Jx I
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Analogamente se ve que
ja}
ot
(3.11) (—) — 0.
CAYE
Supongamos ahora demostrado que
Cogiti ik gy
(3.12) ——] =0
éxt oy’ ¢zt),

para 0 <i 47+ k <n <m — | y veamos que también se cumple
para i -7+ k=mn4 1.

Sii+j+ k=mn+41, la igualdad (3.8) es cierta para { 4 j = 0
por (3.7). Veamos que si

A il
(3.13) ( ”—“—) -0
r

oxt ovi 6zt

para 0<i+j;<I/<<mn+ 1 también lo es para i +j =1+ L
En efecto, al derivar
An -l g,
(C 7L) -0
0 zn—l Ir

sobre [’ ¢ veces respecto de x y j veces (j=1[-+4 1 — i) respecto
de v, aparece un término que es

/ Al g
(3.14) ( c ) :
;

Oxt QL gl

y en el resto de los términos aparecen derivadas de orden n -+ 1

pero con orden de derivacién respecto a z superior a # — [ y, por

tanto, con la suma de los 6rdenes de derivacién respecto a x e v infe-

rior a /, y también aparecen derivadas de orden inferior a # 4 1.

Las primeras son nulas segiun (3.13), y las ultimas segun (3.12).
Por tanto, se tiene

An-tlo A
(3.15) ( ¢ ) — 0,
oxt dyti1=i gzn i

es decir, que (3.13) es cierta para + +j =1/ 1.

Con esto queda demostrada también (3.12) para i+j+k = n + 1.
Luego es cierta para cualquier valor de 1 47+ k2 <m — 1 (4, 7, &
enteros no negativos).
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4. Resolucion del problema de CAUCHY con condiciones iniciales
nwlas. Método de T'ANTAPPIE.

Tratemos ahora de resolver la ecuacién dada (3.1).
Para ello definimos unos operadores funcionales

(4.1) Iy = IJ w(x, v, )d{
L
(4.2) Biu=1ID,u=| u,(x 5 &d&
.
(4.3) Byw=1IDyu=| u,(x,y,8)de

”

suponiendo u, u,, v, continuas.
Teniendo en cuenta que la solucién u que buscamos cumple
(#)p = 0, resulta

(4.4) D.1u=1D,u,
ya que
D.Iu= -(1— | wd = ] w, dl — ()p @,
U,v L@ 7

= | u,dl=1D,u.

.o
Por la misma razén:

(4.5) D, ITu=1D,u

y también

(4.6) D, Iu=1D,u,

puesto que
D.ITu=u=u— (4)p= 5 w,d ¢ =1D, u.
. @

Veamos ahora que

(4.7) Bi, Bi,u= IV Di Di, DFu (1+7+k<m).
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Por definicién de (4.2) y (4.3) se tiene:
(4.8) B/ B/ju= D) (ID,) u.
Por otra parte
(4.9) w= (I D) u

para cualquier entero k. En efecto, para & —= 1 estd demostrado en
(4.6), v suponiendo que es cierto para k =/, también lo es para
h -+ 1, ya que

(DYt u=(ID) (ID) w=1ID, u~—nu

Tuego de (4.8) v (4.9) tenemos, cualesquiera que sean los valores
de i, j, k, enteros no negativos,

(4.10) B, Bju == (ID,)i (ID,) u.

Tomemos 7, j, & de forma que 7 + j 4+ # = m en (4.10) y veamos
que se verifica (4.7).

Trivialmente se tiene
I D, u=1D,un,
y, suponiendo demostrado que
IDYu=1"D!u (I < m),
veamos que
(I D)*1 = Jhe1 DJiw1 g,

Fu efecto, por definicién de I y por ser (D, u); = 0 se tiene, para
todo entero 7 > 0,

(4.11) (I* DI u)yp =0,
luego
IDYyHNu=(ID)I"D}uyw=1(D,I) "1 Dy =12D,I""1 D" n

=DD, I"2D}yy = .. =T+ Dp+ly,
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En particular, en nuestro caso, por ser & < se tiene
(4.12) I D) u=1I"DFu.

Por tanto,

ID,(ID)wu=1ID,I*D}u
v, por (4.11), si b+ 1 <m
IDI"Dfu=I1(D,I)I*"1DFuu=1>D, I*" 1D} u
=DID,I"2>Dtu= ... =I"1D, D} u.

Andalogamente, si &+ 2 <m, y teniendo en cuenta (3.12), se
verifica

IUDUID)Ywu=I1ID,I*1"D,D}u=1(D,I)I*D,D*u
=0I’D,I"D,D}u=..=12DD}u,
v, reiterando el proceso,
(I D) (I D)k ww=1""* D} D}

para cualquier entero /, no negativo, tal que & + 2 < m, y, en par-
ticular, en nuestro caso:

(4.13) (I D,)i (I D)t w = Ii** Dj D} u.

Por definicién de I, y por (3.12), se tiene también, teniendo en
cuenta (4.13), si 7+ k-1 <m,

ID (IDYID)Yu=ID I'"*DiD}u=1(D,I)I"*1DJDkFu
=D D" 1DiD}y=.. =1""*D DJDFu

y, reiterando el proceso, se obtiene ya

(4.14) (I D) (ID,) (ID)w=TI++*¥DiDJjDku

para i+ j+ k=m. En el proceso se observa inmediatamente
que (4.14) es valida también para 7 4 j + & < m.

Sea ahora

(4.15) Q, fl= % cjop

i+i=Zm
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donde ¢; = ¢, (1 4- j + k& = m), siendo los ¢, los coeficientes de
la ecuacién (3.1).

Por (4.7) se verifica
(4.16) Q (B, B)yu=1I" f(x, v, z).

Por tanto, llamando
(4.17) Sfu (%, v, 2) = 1" f(x, v, 2), (0 <k <m),
se tiene

Q (B_\‘) B;\') = ]fl (x) :\') Z))

es decir
(4.18) w=Q (B, B)™11If.

Siguiendo a FaxTaPPIR(®) se obtiene para # la expresién

_ b (derdBt T T D pyde
@19) w = | (‘:_/.3_.|075( o )W (wprd,
siendo
(4.20) Pl f) =07 (x f)
v

@21) W f) = | IA%+ 2 = D"+ B C —arn]d
donde

(4.22) fF=fetall—2, v+ B -2, 0
vy z, verifica
(4.23) ¢ x4+ a(zo —2), v+ B (20 — 2) = 2.
C; v C, son curvas cerradas de los planos complejos o y f res-

(3 Véase I.. FANTAPPIE [10].
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pectivamente, tales que en su interior y sobre ellas la funcion W (2, f3)
es regular, v en su exterior y sobre ellas lo es

(15

Ia expresién de W(z, f) se puede simplificar. Tin efecto, teniendo
en cuenta que f, — [, resulta, al derivar fi* respecto a I

@) A = T e,

das

con lo cual

| (E—2) lafi* B fr,*d S

|z z z
=@ =S| = | frAiH] =D hrd

<0

Y como

porque para { == z se anula el primer factor y para 7 = 2, el segundo,
resulta, sustituyendo en W (z, f3),

(4.25) Wi f)=| (z—0fr*ds,
es decir,

W f)=| —0fslr+2(E—2, v+pE—2,0ds

- fo

Tratemos ahora de expresar # en forma mas sencilla para cl
célculo.

Descomponiendo p (z, ff) en fracciones simples se tiene

4.26 wf) = v
(4.26) ACH) Dy
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donde u es el grado de Q («, f) en f,

(4.27) 0 (o B, () = 0 (1<r<u
1 1
4.28 ¢, (%) = 57— - = —- - .
( ) ( ) (LL) (L)ﬁ (7" f (7))
4 ﬂ B prix)

Tin lo sucesivo escribiremos

(4.29) Opr = Op (. B, (2))-
También, si¢ = ¢ (2, f3), denotaremos
- T T—1
4.30 ¢=q|——— - —"}).
(4.30) / /( P )

Con esto, # puede expresarse

P - -1 e 4
w1 S| da| dp]| ic LWl f)
@zi2Zla e o aft—1 4
ﬂ 14
L L] B,
2=i)2, = "¢, 100’- Jat—1—88
1oe o tdy 1 =1 W(,p)
= — 3 d(l ‘—( ) e dﬂ))
27'[1;'%],’(71 _‘0 ol .2751','C2ﬁ-r Qﬂr ﬂ_‘r_:_ l
B,
es decir
— 1 1 w (g" : r 1)
(@31 n=g S| de] Py

2:‘[‘2,:1“!(-1 0 lﬁr Gﬂr

Efectuemos ahora el cambio de variables

(4.32) X=o , vy="1,
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Teniendo en cuenta que Q (o, f, («)) = 0, resulta

(4.33) B () = — X2,

luego

Por tanto,
1
(4.34) 1[=:§_J_¢ ax | LY gy
=127 e o XQp —Y0,
es decir,
1
(4.35) " — é | B0 dY W(X,Y)

r=1,0 2'7{1 CIX—Qﬂr - S‘I’—{,)otr

Con 04, v 0,, hemos expresado, como se ha dicho en (4.30):

Op, = Qﬁ(v— i’ﬂr<— 5)) = Qﬁ(‘.— 5@)

— T T B
Qar = Qa(_ e ﬂr(_ —)> - Qfx(_ - !/37) .
x oL o
Ahora bien, teniendo en cuenta (4.32), resulta

(4.36) X 4BV +1=0,
o

es decir, que
(4'37) =X @ﬁr -Y er
puede expresarse en la forma

(4.38) Jr=X0,—Y0Q,
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donde o, 8 cumplen las condiciones
Qx p)=0
(4.39) e X+pY +1=0
p0) = p (0).

Con esto resulta

ax.

1
(4.40) 3 = {1 TROAY [ WX, Y)
~ile 2mile ], (X, Y)

I.lamando

(4.40) puede escribirse en la forma

(4.41) w=3 [T"ZY Aty
2o 2aile, ] (X, Y)

aX.

Ahora bien, teniendo en cuenta que J, definida por (11.1), tiene
m determinaciones, tomando

Y, =0 (r=pu+1, p+2 .. m

(4.40) puede expresarse

aX.

(4.42) " :E] ]0 2w T E D

m  Yr 4Y Jﬁ W(X, Y)

Veamos ahora que el valor de # es independiente del limite infe-
rior de la integracién respecto a Y en (4.42). Es decir, que # puede
expresarse:

m Y,
(4.43) w=1Y av - WX Y) aX,

D vl B s

donde Y, es un ntimero real cualquiera,
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Al formar la diferencia entre los segundos miembros de (4.43) y
(4.42) se tiene:

LAY WX, Y)
,‘:]A 0 2751:: Cl]r (X Y’)

aX

Yo dY T o ] I
= = WX Y)Y —————FdX=0,
.0 2?!1“(.'1 r=1]r("\r ))
va que, segin veremos en el teorema 7.2,

{L‘ __1_ . (_ ‘4";—1)
:l ]f \ A

m



Carirvro II

ESTUDIO DE LA FUNCION ALGEBRAICA [ — J (X, Y)

5. Eliminacion de las variables =, p.

En la expresion de # tltimamente hallada (4.43), aparece J,(X, Y),
(ue es una determinacién de la funcién J(X, Y) definida por

(5.1) (X, Y)=X0Q,— YO,
con las condiciones

Q(x, ) =0
(5.2)

2 X 4B Y 4+ =0

Obsérvese que, considerando Q(x, f) = 0 como ecuacién de una
curva en coordenadas tangenciales (5.2), indica que el punto (X, Y)
pertenece a una tangente a esa curva.

En lo sucesivo indicaremos con P(X, Y) =0 la ecuacién en
coordenadas cartesianas de la curva citada.

Para obtener J como funcién implicita de X, Y basta eliminar
o, 8 entre (5.1) ¥ (5.2). En (5.2) podemos despejar f en la segunda
ecuacion y sustituir en la primera, con lo que resulta

(5.3) QP"';;_ﬁ;O

Ilamando g al grado de Q en f, como ya hemos hecho anterior-
mente, basta multiplicar (5.3) por Y’ para obtener una ecuacién
fle) == 0 en la que f(«) es un polinomio cuyos coeficientes son poli-
nomios en X, Y:

(5.4) ﬂ@:wgh_Z%ig.

Siendo u el grado de Q en f (4.15), puede escribirse

Q, fl= X cju'p
id-gim
Iz
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y, con ello (5.4), queda en la forma

f@) = X e (— 1YY" iai (@ X + 1),
Lijsm

jsn
que puede expresarse

(5.5) f@) =¥ gt

k=0

donde

AT N v v
Ay 1= X ¢ (= I)f( JXEi Y i (o <k <m),
kini+ism kR —1
ik, j<n
es decir, que los coeficientes a,, ; son, como hemos dicho, polinomios
en X, Y, cuyo grado es igual o menor que g, y que a, es precisamente
de grado u:

" S
(5.6) ay =¥ ¢y 55 (— 1) XY 7,

i=0
ya que alguno de los coeficientes ¢, ;; es distinto de cero, por
ser ) de grado m y ser de grado u en f.

Por otra parte, sustituyendo

2 XA
f = 7
en (5.1) resulta:

2 X 41y o aX 1
]:XQ,,(OC,—_ - )—lQ,‘(fx,— Y_),

que, pasando J al segundo miembro y multiplicando por Y# I, queda

a X + 1
Y

(5.7) X yn-i Q,,(a., -

)— yrQ, (/ _

X + l)_

Ahora bien,

fw=wmh—;%—FW%@—xu—M~ﬂ
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0 sea
R e R G O e ]
. ! . Y
luego, llamando
(5.8) 1= —Yro
la igualdad (5.7) puede escribirse en la forma
fla) —n=o.

Es decir, que el problema de eliminar o, f entre (5.1) y (5.2) ha
quedado reducido a eliminar x en

fe) =0
(5.9)

Fla) —n =0

v luego sustituir » segun (5.8).

TEOREMA 5.1. — La eliminante del sistema formado por (5.1)
v (5.2) respecto de « v f es un polinomio en X, Y, J de grado m en J.

DiMOSTRACION. — Basta ver (ue la climinante de (5.9) respecto
de « es un polinomio de grado m en .

En efecto, al formar la resultante de SvLvEsTER de (5.9) se ve
que es un polinomio en » de grado m tal que sus coeficientes son po-
linomios en los a; de (5.5) v, por tanto, polinomios en X, Y, y que
el coeficiente de ™ es (— )" a1 £ 0.

Expresaremos
(5.10) RX,Y,n) =% A4,y %
k=0
siendo

A() — (_ l)m ao-m—] .

Sean oy, %7, ..., ..., o, las raices de f («) = 0. Si a, 7 0 se verifica

-

S (@) =a, 11 (o0 — o).

k=1
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La resultante R debe anularse para y == f' (%) (8 — 1, 2, ..., m),
luego, si a, # 0, puede escribirse

m

R, Y, ) = (= a1 (g — 7 ().

k=1
es decir,

kA

R(X, Y, n) = a™ ! H. (f" () = ).

Es de hacer notar que a, = 0 implica que f(2) = 0 admite una
raiz infinita y, por tanto, una recta « X 4-fY + | = 0 que pasa
por el punto (X, Y) v es tangente a P (X, Y) = 0 se convierte
en una recta X - vY = 0 que pasa por el origen.

Es inmediato, entonces, ver que la ecuacién de las m tangentes
a Q(x, f) = 0 (y, por tanto a (X, Y) = 0) que pasan por el origen
de coordenadas es

(5.11) YU oray =0 £

6. Estudio de la resullante.

TroreMA 6.1. — La resultante R(X, Y, ») puede expresarse en
la forma a, R* (X, Y, ), donde

R¥ (X, Y, n) =P, (a, ai, ..., a,; 1),

siendo P,, un polinomio en a,, a;, as, ..., a,, n de grado m en y v tal
que P, (o, ay, as, ..., a,; 1) # 0.

DEMOSTRACION., — Si m = 2 se deduce facilmente que la resul-
tante de

f () =ays> -+ aj«+ a

¥
f(2) —n=2ay2x4a —y
es
R =ay,n2+ 4 a2 ay — a,a;?,
luego

R = a, (n> + 4 ayay — a;?) = ay R*,
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donde R* es, efectivamente, un polinomio de grado 2 en » que no se
anula idénticamente para a, == 0.

Vayamos ahora al caso general m > 2. Como la resultante R de
fl=) =0y f'(2) —n = 0 es, evidentemente, una funcién R(a,, 4, ...,
a,,; 1) de los coeficientes a; de f(«) y de 5, y R = a, R*, para demos-
trar el teorema basta probar que R* = R/a, tiene un limite finito
distinto de cero, cuando a, tiende a cero permaneciendo fijos los
ay, a, ..., a,, 17, de modo que a; # 0 y la ecuacién

m

(6.1) fol@) = X apom~t=0

k=1

tenga todas sus raices oy, %39, .oy eee, %

“mg

simples.

Si hacemos tender, entouces, a, a cero se deduce (ue una de las
raices, xy, de f() == 0 tiendec a infinito y las otras a«,, «3, ..., «,,, tienden
a las raices azy, %39, ..., %,, de f; (z) = 0.

Por tanto, como

2 da
ay o 4 ay + - f 2o 0,
(7'1 alnr 1
resulta
lim (ag2; + a;) == 0
ag—0
v
(62) dy Ly ~ — al

cuando a, — 0. Andlogamente se tiene

(63) f/ (’1]) ~ — "J.[m_z
v
(6.4) ag™ 2 f" (ag) ~(— a)"!

cuando a, — 0, puesto (ue

may " = a2 A
—a; o,_lmA—Z — al o,.lm-—z — “1 o,_lm--—z
ma, o a,, ..
=D L —m) 4 el
— ap — ay 0(1'"'_2

15 — Collectanca Mathematica
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cuando a, - 0 y, por consiguiente,

lim ag"=2 f' (a)) = — ay lim (ay o))" "2 = (— a))""L

ag—0 ag—>0
Ahora bien, como, segtin esto,

lim R* = [lilll a2 (f (o) — 77)] I () (o) — )

ag—>0 ag—0 i=2

e

= (—a;)"1 Hz (f'0 (a0) — )
por ser m > 2, resulta

lim R* :£0, oo,

ap—0

puesto que a; # 0 y

flo (%0) = “11 II (o0 — @) # ©

Fii
para i =2, 3, ..., m. #

TEOREMA 6.2. — La expresion del polinomio P, del teorema an-
terior es

(6.5) P, (a0, @y, g, ey ay; ) = ag" 2 IL(F () — )
st ag # 0,

(66} I)m (0: Ay, Aoy ooy Ay ’/) - (— I)m 1 alm 1 H (f,() ("7'170) - )7)

i=2

st a1 #:0: y

(6.7) Pm (Oy 0: A2y eiey Ay 77) = 0.

DEMOSTRACION. — Las igualdades (6.5) y (6.6) resultan del teo-
rema anterior teniendo en cuenta que

. )3k
1)m ((lo, ALy eeey Ay 77) = R*
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9
19
=

para a, # 0, y

P, (0, a, ..., a,; n) =lim R*,
ag—0

Por otra parte, si permaneciendo ay = 0 y a,, a, ..., 4,,, 5 fijos,
con a; % 0, hacemos tender a; a cero resulta, de manera andloga
que en el teorema anterior,

lim (ﬂl %2 -}- (lp_) =0
a;—>0
Yy, por tanto,

(6.8) ay oy ~ — a,

siendo =z, la raiz de f, (x) = 0 que tiende a infinito cuando a; -~ 0.
De modo andlogo se obtiene también

(6'9) f,() (120) ~ — ap ’1%_3

cuando a; = 0 y, por consiguiente,

(6.10) lim @™ 1 (f'y (a0) — ) = 0.
a1—0

Iinalmente, si denotamos por «3y, %4y, ..., %, las raices de

m
fil@ =Y a, 2"+ =0,
k=2
para ¢ == 3, 4, ..., m se tiene:

"

lim f'y (%) = lim a; [T (%0 — 2jo)

a;—0 a—0 | P

"

= ay I (21 — o),

que es finito, y, por tanto,
P, (0,0, ay, ..., a,; n)

= lim P, (0, ay, a3, ..., 4,,; 7)

a1—0

=1lim (— )=t a1 [1 (fg (20) — 9)
a1—0 i=2

13

=0 II (f1 (@) — ) =0,

1=
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de donde resulta (6.7) para a, # 0 y, por consiguiente, por conti-
nuidad, también para a, = 0.

En lo que sigue, llamaremos A,* al coeficiente de 7" * en
R¥*(X,Y,n)

7. Estudio de los coeficientes A,, y A, _,.

TroreMA 7.1. — A% puede expresarse en la forma

m(m-—1)

2 4,

(71) ‘l-lm* = (— ])

donde A es el discriminante de f (o) = 0.

DEMOSTRACION. — Si @y =% 0, la expresion de R* viene dada
por (6.5), luego

Ahora bien,

L m(m—I) L

a2 Il 77 (o) = (— )77 a20-0 [T (o — ;)2

i=1 i>]
m(m—1)
=(—1)"2 4,
yYa que
I (o) == ay I_Il (o0 — o)
;"7’»”5
y

A —] aoz("”’”“ II (('/.i — U.j)z
i>7

luego se tiene (7.1), si a4, # 0. Siendo A4,* y A polinomios en a,
ai, ..., a,, se deduce, por continuidad, que (7.1) es también vélida
para gy, = 0. #

TEOREMA 7.2. — A*,,_| es idénticamente nulo.
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DrvosTrACION. — En efecto, si a, 3£ 0 v las raices o; de f(«) = 0
son simples se verifica

A% 1= (= 1) a" 2 [f" (22) f" (23) - [ (o) +
+ o) [ (0a) £ (o) o [ (o) A e S (o) [ () o S (o )]

luego entounces

sk _ ES N
A m. 1 7 T A e :

= ()

Ahora bien,

luego
(7.2) 1 —= ﬁi @) _1_
oo —ao f ()

de donde, desarrollando, resulta

%o ,251 }[' zo:,,-) =0 Om > 1),

por ser el primer miembro de esta igualdad el coeficiente del término
en o”"1 de (7.2).

Por tanto,
m 1
$ =0
By S ()
y
. . m ]
/{rvm 1 == — Amﬂ. E rr =0
=1 S (o)

para todo a, 7 0 si las raices o; de f(«) = 0 son distintas, de donde,
por continuidad, resulta A*, ; = 0 cualesquiera que sean los coe-
ficientes a,, a4y, ..., a,, de f(«), es decir,

(73) A*'m—l == O,

como queriamos demostrar. #
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Como consecuencia inmediata de estos dos teoremas, se tiene

m(m—T1)

A,=(—17"2 a1
Am—-l = 0
TroruMA 7.3, — A%, se anula iinicamente sobre la curva

P(X, Y) = 0, envolvente de Q (=, §) = 0, sobre sus tangenles mailtiples
A de inflexion v sobre el eje OX.

DrMOSTRACION. — Segin el teorema 7.1 A*, puede expresarse
en la forma (7.1), lo cual implica que A*, se anula tinicamente en
aquellos puntos (X, Y) para los cuales f(x) = 0 tiene raices multi-
ples, lo que equivale a decir que entre las m tangentes que se pueden
trazar por el punto a la curva hay algunas que tienen la misma in-
terseccién con OX, ya que dicha interseccién viene dada por — 1/a;
(=1, 2, ..., m), donde z; son las raices de f(x) = 0. Y es evidente
que esto sélo sucede en los puntos arriba indicados. #

Es de hacer notar que en ecuaciones de tipo totalmente hiper-
bélico, como son las que estamos estudiando, las tangentes de infle-
xién a la curva P(X, Y) = 0 son imaginarias, en caso de que existan,
como consecuencia del teorema 2.4.

CororariO 7.3.1. — A¥,, puede expresarse en la forma
(7.4 A%, = BY? Prosins . nS,

donde k es un mitmero complejo distinto de cevo, v; =0 (¢t =1, 2, ..., i)
son las ecuaciones de las tangentes matltiples y de inflexion a P(X,Y) = 0
yp,q 8 (1 =1,2, .., h) son mimeros naturales no ntlos.

DEMOSTRACION. — Tis consecuencia inmediata del teorema an-
terior. #
8. Puntos de ramificacion de J. Desarrollos en serie de PUISEUX.

TrOREMA 8.1. — Los puntos de ramificacion de J estdn sobre la
curva P = 0 v sus tangentes miltiples v de inflexion.

DEMOSTRACION. — Sustituyamos # por su valor (5.8) en

m

E Ak nm—k =0,
k=9
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Resulta asi una ecuacién de grado m en J:

m

(81) 2 (__ l)m—k Ak Y (k=10 —k) ]m»»k = 0.

k=0

Recordemos que esta ecuacién se ha obtenido eliminando o, f§
entre

{(Q(%ﬂ)—o

(8.2)
| e X 4 BY +1=0
v
J=X0 = Y0,
Observemos que J puede escribirse en la forma
LQ
-l

y, por tanto, coincide con el jacobianodeQ (o, f) va X + Y + 1
respecto de f, .

Entonces, si P (X,, Yo) #0 v 9 X+, Y+ 1=0 es una
tangente a P = 0 que pasa por (X,, Y,) v no es multiple ni de
inflexién, se tiene

Q (20, fo) =0

0 Xo 4 o Yo+ 1 =0
y

Jo =0, Xo — Qyy Yo #0,
puesto que si fuere

0[;‘0 Xﬂ - Qan YO — 0:

|d

siendo

[Qne | + 105, | # 0,

resultaria

(XO’ YO) = (QM/Q‘,"D’ Qﬁo/Q;'o) = (50: 770)
y, por tanto, P (X,, Y,) =0,
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De esto se deduce que las componentes =,  de la solucién de
(8.2) que toman los valores =, f, en (X, Y,) son funciones ana-
liticas de (X, Y) en (X,, Y,) ¥, por consiguiente (X,, Y,) no es punto
de ramificacién de la correspondiente determinacién de J.

Para estudiar el caso en que I’ (X, Y,) #0y % X -, Y =0
sea una tangente a P = 0 que pase por (X,, Y,) y no sea multiple
ni de inflexién, pasaremos a coordenadas homogéneas en (8.2). Asi
se obtiene

’ 2 m a (A o
() (7., /’;, ‘}/) =Y () ( Rk / ) 0

\» ‘}) )l
(8.3)
2 X +BY +y=0.

Es obvio que no pueden ser, simultineamente, 2, =0 v 3, = 0
Sea f3, 7= 0; entonces, el jacobiano de Q («, By, ) ¥ 2 Xy + oYy + ¥
respecto de =z, y es

(8.4) OO 0%, 10, %0

Xt |
en (x, ) = (%, ¥o) = (%0, 0), ¥, por tanto, las componentes =, y de
la solucién de (8.3) para f = f, que toman los valores 2, y, en (X, Y)
son funciones analiticas de (X, Y) en (X, Y,) ¥, por consiguiente,
(Xo, Yy) no es punto de ramificacién de la correspondiente deter-
minacién de

(8.5) ]:%%Wﬂﬁfmﬁﬂf

Finalmente, observando que cuando «, %% 0 se puede proceder
de forma andloga, queda demostrado el teorema.

CoroLARIO 8.1.1. — Los puntos de ramificacion de J verifican
A,* (X, Y)=0 v, por tanto estdn entre los que anitlan a a, o a alguna
determinacién de J.

DrEMOSTRACION. — Es consecuencia inmediata del teorema ante-
rior y del corolario 7.3.1. #

Consideremos que la recta Y = 0 sea tangente a la curva
P(X,Y) = 0en & puntos distintos (2 > 0). Sean (X;,0) (i = 1,2, ..., )
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los puntos de contacto, que serdn todos finitos segtn el teorema 2.3.
Entonces, en un entorno de (X;, 0), cada una de las ramas de la curva
tangentes a Y = 0 en ese punto admite un desarrollo en serie de PuI-
SEUX de la forma

oo k
(8.6) =N by (& - X)'"% (hii 7 0),

ks

donde g;, »; son, respectivamente, la clase ¥ ¢l orden de la rama.

De la nota (2) se deduce que w; = 1, por ser real la recta Y —= 0.
Trorema 8.2, — St la curva P (X, Y) =0 presenta o ramas
. 1
(o0 > 0) tangentes a OX en el origen, con los exponentes v, = 1 + —
Vi

(i=1,2,..,0),vvesel exponente de Y en a,, se verifican las siguientes
relaciones

(8.7) m>u+oc>2c
(8.8) p=r=13 v >oa
=1

DreMOSTRACION. — En primer lugar, observemos que desde un
punto genérico del eje OX se pueden trazar exactamente p tangentes
a la curva distintas de 0X, ya que dando un valor arbitrario a « en
Q(, B) = 0 resulta una ecuacién de grado u en pB.

Tomemos un punto (X,, Y,) (Y, # 0) préximo al eje de las X.
Desde él se pueden trazar m tangentes a la curva, entre las cuales
hay una tangente a la rama i-ésima

oo k
(8.9) n=¥ by &% (b #£0) (=12, ..,0)
k=1
en un punto préximo al origen, y otras u que, cuando Y, — 0, tienden
a las u tangentes diferentes de OX trazadas por (X,, 0) a I>=0.
Por tanto, m > u + o.

Por otra parte, tomemos un punto (X,, 0) con X, préximo a 0.
Entonces hay »; de las p rectas tangentes a P = O diferentes de
OX trazadas por (X, 0) que son precisamente tangentes a la rama
i-ésima (8.9), y, por comnsiguiente,

2
n = ¥y v

i=
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Con este razonamiento resulta evidente que el ntimero de tan-
gentes que llegan a confundirse con OX cuando X, - 0 es

o3
Y
Y v
i=1

permaneciendo distintas de ese eje las restantes. Tuego », que es el
cxponente de Y en a,, es

v = 2 ;.

i=1

T.as demds desigualdades son inmediatas. #

TEOREMA 8.3. — St la curva P(X, Y) = 0 tiene o ramas tangentes
a 0X en el origen, con los exponentes

Th=l+vl 1<t < ... <70)
h

de forma que cuando T, = t) Se verifique by # by, v st los demds
puntos de contacto de la curva con OX son todos distintos entre si, pre-
sentando una sola rama en cada uno de ellos, entonces, si se numeran
convenientemente las raices o; de f () =0 vy

(8.10) Ji=— lim}—cﬁ) (1 <1< m),

Y—0 Yr—1
se tiene

(8.11) Ji:{ @© si 1 <i<m—u

#0,0sim—pu+1<s<m
cuando pu > 1, v

i1<1
(8.12) ],“{OO sil<i<o

N #0,0sic+1<i1<m
cuando u = 1, excepto en et caso m = 2, y = o = 1, en el cual

(8.13) Ji #0, (1<i<2),
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DEMOSTRACION. — Sea (8.6) la ecuacién de una rama tangente
a 0X en (X;, 0), (4; = 1). La tangente a la curva en el punto (&, ) es

es decir

k x
= % baf1+ —)(s — X (X — 8),
k==1 \ Vi

que, haciendo el cambio de & — X; por & y simplificando después,
queda

(8.14) Y=¢(¢X-X) -y,
siendo
oo k
(8.15) P =13 b€t
k=1
oo k
(8.16) pE) =13y Eb,.k g,
k=1 V;

donde ¢’ (§) es la derivada de ¢ (£) con respecto a &.
Si (X;, 0) = (0, 0), de (8.14), (8.15) y (8.16) se deduce que

As=(’.—yl. (10 (1) €~ 0)
bl + ) x

\

y al sustituir en

N )
v (§)
se obtiene
‘/bn(ll + -1~) X\ .
(8.17) o= —(_Y_”__/) (v, + 1)(1 + o(1)) (€0
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Si el punto de contacto (X;, 0) no es el origen, es decir, si X; # 0,
entonces de (8.14) se sigue que

I A )
v (€ + Xiq' (&)

v de ahi

(8.18) ¥ - ——\l—"-(l - o(1)) (

“M

Ire

- 0).

Tinalmente, los valores de « correspondientes a las u tangentes
distintas del eje OX que se pueden trazar desde un punto genérico
(X, O) de dicho eje a la curva coincidirdn en ese punto. En un en-
torno de él los valores de « vienen dados por

(8.19) 2 = — _ﬁf_Y;ﬁ_l

’

donde los valores f3;, son, en general, todos distintos en el punto con-
siderado.

Como

nm

J' () = a I_]’1 (o — =),

157

veamos las distintas expresiones de o; — «; en puntos préximos
al eje de las X, segun (8.17), (8.18) y (8.19).

Si «; y o; corresponden ambas a ramas de la curva tangente en el
origen y 7; < 7;, su diferencia es

(820) o — % = k,‘;‘ S./— Vi (] "{‘ 0 (1)) (kij :,+— 0, E - 0).

Si «; corresponde a una de esas ramas y o; no, resulta igual-
mente

(8.21) o —oy=k; Y% (1 +0(1)) (k; #0, £~ 0).

Si a; y «; corresponden a ramas de la curva tangentes a O X en
puntos distintos del origen su diferencia es

(8.22) o —o;=ky;(1+0(l))  (Fy+#0,&>0)
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Si corresponden a las tangentes que se pueden trazar desde el
punto a la curva distintas de OX se verifica

(8.23) a; — o = k" Y (1 4 o(1)) (k"; #0, &= 0),
segtin se deduce de (8.19).

Por dltimo, si 2; es una de estas dltimas y «; corresponde a una
rama tangente a OX, con punto de contacto distinto del origen

(824) % — Y%= k”’i/' (l "I" 0 (l)) (k,”f/ 7& 0, E — 0)

Numeraremos las «; de forma que «; (z = 1, 2, ..., o) corresponda
a la rama i-ésima tangente a OX en el origen, «; (i = ¢ + 1,0 + 2, ...,
m — u) a las ramas tangentes a OX en puntos distintos del origen,
y o ((=m—p-+41, .. m) las restantes.

{ntonces:
f’(y_l) EE Y DI N bl CI AN VT
f’(az) e o(l) Y v O 2)ry
f’(a”) — eo(l) Y omere o ovg L= (m- o)re
a
— N
f’(,]_d l) — o) Y i1 == e0(1)
I'—-<_{2 v;
. ) S )
/ (rj_m /') P10 D R o o)
[
— N -1 .
/ - pl 7 : — po(l -
f (7'1;1-—>ll»i-l) = WY i = ¢t yn
G
o= DR ST | »
fl(g'm) = e ) =1 = col) Yr-1,

Dividiendo — f'(«;) por Y71y hallando después el limite, cuando
Y — 0, obtendremos el valor de J; para un punto genérico de la
recta Y = 0.
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Supongamos g > 1. Si m > 2 se tiene
Y — v — o — g — (m— )y, <v— (m— 1)
<v—2<p—1

parai = 1, 2, ..., o, puesto que u > » segin (8.8) y, por tanto, J; = o
(=1, 2, ..., o) para un punto genérico de Y = 0.

Sim = 2 se verifica m = pu luego ¢ = 0.

Is evidente que para ¢ = ¢ 4+ 1, ¢ 4 2, ..., m — u resulta, tam-
bién para un punto genérico (X, O), J; = oo, por ser f'(x;) = eoll)
y u> 1

Por dltimo, cuando ¢ == m — u + 1, ..., m, J; es finita y no nula
para un punto genérico (X, 0), por ser f’ (a;) = e0th) Yr—1L

Si w =1, exceptuando el caso m = 2, y == ¢ = 1, la tnica dife-
rencia con el caso anterior es que para i = ¢ + 1, ..., m — yu resulta
J: # 0, oo, como es evidente, para un punto genérico de O X.

Enelcasom = 2, u = o = 1, J; y J, son ambas finitas y no nulas
en un punto genérico de Y = 0, como es inmediato comprobar.

9. Estudio de los cocficientes S,, v Sy.

Counsideremos la ecuacion (8.1). Simplifiquémosla dividiendo por
los factores comunes que existan en el primer miembro, v sea
" .
(9.1) YOS (X, Y) =0

k=0

la ecuacién que resulta. Nuestro objeto principal en esta seccién
va a ser el estudio de los coeficientes S, y, en particular, de S,, ¥ S,.

Para comenzar volvamos por un momento a la ecuacién

AN ‘4"‘ 7im [ —
k=0
TroruMA 9.1. — La condicién necesaria v suficiente para que la

ecuacion f(o) == 0 tenga exactamente k raices simples (R <m) para
valores de X, Y tales que a, # 0 es que en

m

R, Y, ) =3 A; oy
i=0
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se verifique:
(92) flm = "_lmv»-l = e = ‘!1/"-{»1 =0, Ak 7 0.

DryostraciON. — Conocemos ya la expresiéon de R en la forma

"
R == ay"= V[T (" () — ).
i=1
De ella se obtienen las siguientes expresiones de los coeficientes A;:
. "
4 - ’
"Ln- = ay" ! [If (7'!')

i=1

Ao = (= 1) @=L ) [ ) o (o ) e
+ f, (7'2) f/ (7'3) f, (lm»):-

(9.3) Ay = (=1 am VIf (o) f (
'{" "i— f, ('7'»1-—-/;: l)f, (7'mr k»[-2) f’ (V'm)J

KR
1P
~
—_

K

|
i

Supongamos que f(a) = 0 tiene unicamente raices simples. Como
es sabido, f'(«;) es distinto de cero cuando %; es una de las raices
simples de f(a) = 0 y es cero cuando «; es una de las mdaltiples y,
por tanto, f'(«;) (! = 1, 2, ..., m) es nulo para m-k valores de ¢ y no
nulo para los % restantes.

Luego, observando las expresiones (9.3) de los .4;, resulta que
en d,,4,.1,.., 4.1 todos los sumandos que aparecen son nulos por
tener algun factor nulo, pero no sucede asi con 4;, en el cual son nulos
todos los sumandos menos uno, luego se verifica (9.2).

Reciprocamente, si se verifica (9.2) hay exactamente % raices
simples en f(x) = 0, puesto que si hubiera &’ = k&, segtin lo anterior
se verificaria

A=Ay = =dy =0, Ay £0, ¥ £Fk

lo cual es contradictorio con (9.2). =#



240 Mariano Gasca Gonzalez

CorOLARIO 9.1.1. — Una condicién necesaria v suficiente para que
la ecuacion f(o) = 0 tenga exactamente k raices simples (k < m) para
valores de X, Y que no anulen idénticamente a R*(X, Y, n) es que

(94) /1*,,; = ‘4*1;1,»~1 = ... = /‘1*/{_1.1 =0, “lkﬁ: 7 0.

DMOSTRACION. — Si ag 7% 0 se verifica, por el teorema anterior,
¥ siag == 0y a; # 0 también, porque basta seguir un proceso andlogo
al efectuado en ese teorema partiendo de la forma (6.6) que adopta
R* en este caso. £

Volviendo a la ecuacién (9.1) se tiene:

TrorEMA 9.2, — En las condiciones del teorema 8.3, se puede
asegurar que Y no aparece como factor en S,, (X, Y).

m

DEMOSTRACION. — Del teorema 8.3 se deduce:

lim ;1’—"-(‘—)"’)—) == 0 (i —0,1,2, .., m)).
Y-—->0 11,- (AX, l)

luego, Nlamando p al exponente de Y en 4, la ecuacion (8.1) sc
puede simplificar, dividiendo por Y?*. £

TrorEMA 9.3. — Sea P(X, Y) = 0 una curva con las condiciones
del teorema 8.3, (X, Y), un punto del plano v r, =0 (1 =1, 2, ..,
<) las h tangentes distintas que se pueden trazar por él a P = 0.
Suponemos que las reclas v; == 0 que pasan por el origen no sow lan-
gentes muiltiples ni de inflexion a la curva. Sea u';; la clase de una
rama cualquiera de I’ = 0 tangente a v; = 0 en un punto distinto de
(X, Y) y uy, vy la clase v el orden, respectivainente, de una rama cual-
quiera de P == 0 tangente a v; == 0 en (X, Y).

Y sean

(9.5) o'i = By + X (uar ) G =1,2, . h)
7

(9.6) g | O S 2i=2 (i 1,2 . h).
0 S1 Q’,j<2

Entonces una condicion necesaria v suficiente para que (X, Y) verifique
S,(X,Y)=0,5,,(X, ¥Y)=0, .., S X, Y)=0,
S, (X, Y)s£0
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es
h
9.7 Y ooi=m — k.
i=1
DiMosTRACION. — El ntimero de tangentes a la curva trazadas

desde (X, Y) que coinciden en 7; = 0 es p;/, dado por (9.5).
Entonces, como ninguna recta 7; = 0 es una tangente multiple

o de inflexién que pase por el origen, ay (X, Y) y a; (X, Y) no se

anulan simultdneamente, y segun el corolario 9.1.1 resulta (9.7). #

TrorEMA 9.4. — Sean 7, =0 (t= 1, 2, ..., j) las ecuaciones de
las tangentes distintas de OX trazadas desde el origen a la curva P = 0.
Entonces Sy puede expresarse en la forma:

(98) S() =LY e’y o, .y?_-?j

donde k ¢s una constante no nula vt vs, (i =1, 2, ..., j) son enteros no
negativos, verificdndose s; > 0 si r; = 0 no es tangente mailtiple ni de
inflexion a la curva P = 0.

DEMOSTRACION. — Que en Sy no pueden figurar mas que estos
factores es claro, asi como que £ %0 y que ¢ty s; (1 =1, 2, ..., 7)
son enteros no negativos. Que s; > 0 si 7; = 0 es una tangente simple
a la curva es cierto también, porque 7; figura como factor en A%,
y no en A*,.

Siuna recta ¢ es tangente maltiple o de inflexién a la curva P = 0
y no pasa por el origen, el exponente de f en S,, es el mismo que en
A*,,, ya que ¢ no figura como factor en ay.

TrorEMA 9.5. — El exponente de P(X, Y) en S,, es 1.

DrMOSTRACION. — En un punto genérico (&, #) de la curva P =0
se verifica:

Sm (E’ '/) =0 ) Sm—Z (5: 77) = 0:

ya que gy 7= 0 y en la ecuacién f(a) == 0 hay, para (X, Y) = (§, #)
una raiz doble y las demds simples, segin se ve inmediatamente.
Entonces, por continuidad, existe un entorno de (&, #) tal que en él
, no se anula.

S

m-

16 — Collectanea Mathematica
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Luego, despejando I’ en (9.1) se tiene, para J - 0,
(9.9) P(X,Y)=K(X, Y)]J2 4 o (J2l)

en un entorno de (&, ) siendo K(X, Y) # 0 en ese entorno y ¢ el
exponente de P’ en S

Es obvio que el sistema formado por
a X +BY+1=0
Q@ p) =0
XQ=Y0,—J=0
es cquivalente al
Q) =0
(9.10) (Qu+BONX +Qu—BJ =0
(20 +BQ) Y +0s+aJ=0
cuando « Q, 4 Qs # 0.
Homogeneicemos (o, ff) ==
0@ b7 =0 (= L) =0
Yy v,

Entonces, por el teorema de EULER, resulta
0Qu (o B, ) + B0 B, 7) +70, (% f, 7) =
=mQ( f y) =0,
v, en particular, .
(9.11) 20, + 80 +Q=0()

para y = 1.

(49 Es de observar que con Q, denotamos Qu(x, f, 1) = Qule, f) y ana-
logamente con Qg y Q.
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Por tanto, (9.10) puede escribirse
Ql p) =
—QX+0, —f]=0
— QY Oyt 2] =0,
de donde se deduce

X — Qi V — QL‘

Q:' _ Q‘/ J .
- ﬂ % Q;' ,

por lo que, llamando

(9.12)
Q % Qa _}— ﬁ Qlf
resulta
(9.13) X—& Y—u ]
_ ﬁ o Q
cuaudo Q. == — (2 Q, 1- B Qp) # 0.

243

El punto (&, ») dado por (9.12) es un punto de la curva I’ = 0,

evidentemente, y por tanto

a(X =& +p(Y —n) =0

es la ecuacién de la tangente a dicha curva cuyo punto de contacto
s (&, 7). Teniendo en cuenta (9.13), en los puntos de un entorno

de (&, n) situados sobre esa tangente se verifica

P(X,Y)=P (5 BT ]

Qy Qy

=ﬂ@m—%&@m+gﬂﬁm+

-
b
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J?
+- 0

(ﬁ?. ‘P'EE — 2 f} 1)5'1 ‘l_ 22 1)1;7;) —I" o (]2)’
donde
'7'1)7] - ﬂ 1)5 = 0’

ya que las coordenadas («, ) de la tangente en (&, %) son, por dua-
lidad de (9.12),

S N S T
§ P+ P, £ P+ 9y P,
Como ademaés
P y) =0,
se tiene
14 POV = o (52 Py =208 Pyt o Py o),

luego de la igualdad de (9.9) ¥ (9.14) se deduce que ha de ser ¢ = 1,
puesto que si no tendria que verificarse K(X, Y) = 0. £



Carfruro III

PROPIEDADES CLOBALES DE LAS DETERMINACIONES
J. DE J

10.  Individualizacion de las determinaciones J, de J.

Tas determinaciones J, de J no quedan individualizadas hasta
que no se definen las correspondientes hojas en la superficie de Rie-
MANN de Jy(X) = J(X, Y), mediante adecuados cortes que haremos
variar continuamente al variar Y.

Es evidente que estos cortes no deben influir en el calculo de
en los puntos (x, v, 2) en los que esta solucién esté univocamente
determinada. Por tanto, los podemos elegir arbitrariamente.

Para un valor genérico de Y, Y = Y*, los puntos singulares
de 1/] son los puntos de interseccién de Y = Y* con la curva P = 0
y los de interseccién de Y = Y* con las tangentes multiples y de
inflexién de P = 0. .

Como el punto X = o no es punto de ramificaciéon de J para
ningtn valor de Y, y para X real y suficientemente grande todas
las determinaciones de ] son reales, mediante los cortes simétricos
respecto al eje real que indicaremos se logra que

(10.1) J (X, Y)=],(X,7)

para toda Y real.

Como para cada Y = Y* (real) los puntos singulares reales de
1/J forman un conjunto acotado, efectuaremos un corte a través
de todos ellos.

Supongamos que sobre la recta Y = Y* no hay puntos de re-
troceso de P = 0. Entonces, si un punto imaginario es punto de
ramificacién de J, efectuaremos un corte desde él a su conjugado,
que, evidentemente, también es punto de ramificacién de J. Este
corte lo tomaremos simétrico respecto al eje real, por conveniencia,
como ya hemos dicho.

Sean P; y P, dos puntos reales tales que los valores que toma
J, en los bordes superior e inferior del corte P; P, coinciden, res-
pectivamente, con los que toma J en los bordes inferior y superior
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de dicho corte. Entonces, de P; a P,, uniremos el borde superior
(resp. inferior) del corte de J, con el borde inferior (resp. superior)
del corte de J,.

Si los valores que toma una determinacién J, en el borde su-
perior de PP, coinciden con los que toma en el borde inferior, se
unen ambos bordes entre si a lo largo de P;P-,.

Si un punto A es punto imaginario de ramificacién de J de orden
p — 1, el punto conjugado A lo es también, permutdndose en ¢l
las mismas determinaciones de J que en A, ya que se verifica (10.1).
Si a 1o largo del corte A4 los valores que toma una determinacién I,
en el borde de la izquierda coinciden con los valores de otra, J,,, en el
borde de la derecha, se unen dichos bordes, y se prosigue de ma-
nera andloga hasta llegar a una determinacién J,, de J en la cual sus
valores en el borde de la izquierda coinciden con los que toma ],
en el borde de la derecha, por lo cual uniremos dichos bordes. Para
evitar algunas dificultades que pudieran aparecer, tomaremos siem-
pre el corte AA de forma que no pase por ningtn otro punto de
ramificacién imaginario ni por ningtin punto real de P =0 que
presente alguna caracteristica especial, como ser punto de retro-
ceso, punto de contacto de una tangente multiple o paralela a
0X, etc.

Si los valores que toma una determinacién J, de J a lo largo del
borde derecho del corte A4 coinciden con los que toma la misma J,
en el borde izquierdo de A4, se unen estos bordes entre si.

Ilamamos #raza (de los cortes 4A4) a la linea lugar geométrico
de los puntos de interseccién de los cortes A4 con el eje real del
plano complejo X cuando Y = Y* varfa. Entonces al atravesar la
traza se permutardn dos o varias determinaciones J, de J. Por la
forma en que hemos tomado los cortes, esta traza no pasard por
ningtin punto de retroceso ni tampoco por ningtin punto real de
P =0 que presente alguna de las caracteristicas especiales indi-
cadas antes, en el que no se anulen las determinaciones de J que se
permutan en un entorno de dicho punto en la traza.

Del teorema 9.5 se deduce que un punto genérico de la curva
P(X,Y) = 0es punto de ramificacién de primer orden, permutdndose
en él, por tanto, dos determinaciones de J.

Mediante el teorema 9.3 podemos hallar el nimero de determina-
ciones de J que se anulan sobre los puntos del plano XVY.

Y mediante desarrollos en serie de PUISEUX y razonamientos
andlogos al de la demostracién del teorema 8.3 puede efectuarse
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un estudio del comportamiento local de la funcién 1/] en un entorno
de sus puntos singulares.

Como sabemos, por la definicién de ecuaciones totalmente hi-
perbdlicas, la curva P = 0 tiene m tangentes reales paralelas a 0X.
Aunque eventualmente pueden coincidir algunas de ellas, en este
capitulo las supondremos distintas y con punto de contacto ordina-
rio, mientras no se diga lo contrario(®). Entonces cada determinacién
J, queda univocamente fijada porla tangente Y =Y, (r = 1,2, ..., m),
en donde

Jr =05 (X = X)),

siendo
Qs, = 05 (0, B, (0)).

Tomemos un punto (X,, Y,) tal que la tangente a P = 0 en él
sea Y = Y,. Supongamos, para fijar ideas, que la concavidad de la
rama estd dirigida hacia abajo. Por ser el punto (X,, Y,) un punto
de la curva P = 0 existe otra determinacién de J que se anula en él
y que vamos a llamar J,.

Por otra parte, sabemos que un punto de la curva P = 0 préximo
a (X,, Y,) es punto de ramificacién de J de primer orden y, por con-
tinuidad, se deduce que, puesto que las determinaciones de J que se
permutan en dicho punto han de anularse en él, estas determinaciones
son J, v J,. Sea Y = Y* (fig. 1) una recta préxima a ¥ =Y,

Fig. 1
con Y* <Y,.

Sean A’ vy A" los puntos de interseccién de Y = Y* con la curva
P(X, Y) =0 que provienen por continuidad de (X,, Y,) cuando

(5) Esta restriccién no tiene gran importancia porque se puede eliminar
por consideraciones de continuidad en los coeficientes de la ecuacién, segtin
indicaremos,
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nos desplazamos de ¥ =Y, a Y = Y* y sean X’,, X", las abscisas
de A" y A" respectivamente. En los puntos de Y = Y* préximos
a A’ v con abscisa menor que X', las determinaciones J, ¥ J; son
reales, puesto que corresponden a las tangentes reales a la curva
que tienden a confundirse en la tangente cuyo punto de contacto
con P =0 es A’. De estas consideraciones se deduce que la expre-
sion de J, en un entorno de A’ es

(|02) ]r: }: Clk (X,

con los coeficientes ¢’ reales.

Anélogamente, en un entorno de A’ admite la expresion

(10.3) =Y

k==h

7" (X _ ‘Y,”)k’lz,

con los coeficientes ¢'’, reales.

Por tanto, en la recta Y = Y*, proxima a Y = Y,, y en puntos
proximos a A’, J, es real para los puntos situados a la izquierda de
A’, es decir, en la parte convexa de la curva, e imaginaria para los
situados a la derecha de A’. Por el teorema 11.1, que demostraremos
en el parrafo siguiente, sigue siendo imaginaria para puntos situados
entre A" y A" y, de acuerdo con (10.3), vuelve a ser real a partir
de A”.

J, no presenta méas puntos de ramificacién sobre Y = Y*, ya
que tendrian que provenir, por continuidad, de un punto sobre Y = Y,
en el que se anularfa J,, y sobre dicha recta J, no se anula mdés que
en (X,, Y,), como se deduce de su expresion

J =0 (X — X)) (v =Y,).

De igual manera se podria considerar el caso en que la conca-
vidad de la curva estuviera dirigida hacia arriba, obteniéndose ana-
logos resultados.

11.  Cardcter veal o imaginario de una determinacion.

Tomemos un punto real ordinario 4 de interseccién de P = 0 con
una recta real cualquiera Y = Y*, Supongamos, para fijar ideas,
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que la parte convexa de la curva corresponde a la izquierda de A4
(fig. 2). Al desplazarnos de izquierda a derecha sobre la recta Y = Y'*

A~

Y=Y*

b

Fig. 2

en un entorno de A, hay dos tangentes que tienden a confundirse
en una sola, cuyo punto de contacto es 4, ¥ que corresponden a las
dos determinaciones de | que se anulan en 4. Entonces estas deter-
minaciones admiten un desarrollo en serie con coeficientes reales
de la forma (10.2) en un entorno de 4, luego ellas son reales a la iz-
quierda de 4 e imaginarias a la derecha de 4 en un entorno de este
punto.

De manera andloga, si la parte convexa de la curva corresponde
a la derecha de A, las determinaciones de J que se anulan en 4 son
reales a la derecha de A e imaginarias a la izquierda, en un entorno
de este punto.

TrOREMA 11.1. — Sea Qy una regién del plano X Y limitada por
los arcos de P = 0 donde se anula J, v por los arcos de la traza en los
que se permuta J, con otra determinacion de J. Entonces se verifica
necesariamente una de las siguientes propiedades:

a) J, es real en todo punto (X, Y) de .

b) ], es imaginaria en los puntos de 2y no situados sobre la curva
algebraica S(X, Y) =0, lugar de los puntos en los que existen dos
determinaciones de | que toman el mismo valor distinto de cevo.

Si (o, B) es la vecta t asociada a J, mediante
(lll) ]erQﬁ_YQau
t es real en el caso a) e imaginaria en el b) para todo punto (X, Y) € Qy(5).

DEMOSTRACION. — La regién considerada, ), queda dividida
por la curva S(X, Y) = 0 en subregiones. Hagamos la demostra-
cién del teorema por reduccién al absurdo. Sea 2 una subregién

(6) Este resultado es valido aunque algunas de las tangentes Y =Y,
coincidan o alguno de sus puntos de contacto sea de retroceso,
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y 4 y B dos puntos de ella tales que la determinacién J, es real
en A c imaginaria en B. Supongamos que el segmento A B estd con-
tenido en . Entonces existe un punto H de ese segmento tal que
en AH J, es real y H es punto de acumulacién de puntos H' de HB
tales que en ellos J, es imaginaria.

Sea J, la determinacién de J tal que
Jo (H') =], (H').
Por continuidad se deduce que

lim J, (') = J, (H)

H'—H

Js (H) =lim J, (H')

H'—>H

= lim J, (H') = J, (H),

H'—H

luego J.(H) = J, (H), por ser J, (H) real.

Por tanto, H tendria que ser punto de ramificacién de J, o tendria
que pertenecer a un arco de la traza en el que se permuta J, o a la
curva S (X, Y) = 0, lo cual va en contradiccién con nuestras hipé-
tesis.

Si el segmento A B no csté contenido en 2, los puntos 4, B pueden
unirse mediante una poligonal contenida en £, luego habrd un seg-
mento de ella en el que en uno de sus extremos J, seria real y en el
otro imaginaria, lo cual es absurdo por lo anterior.

Sean ahora ' y 2" dos subregiones contiguas de una misma re-
gién £y, y supongamos que ], es real en {2’ e imaginaria en 2. To-
mando un punto 4 de 2’ y otro B de 2" tales que el segmento 4B
s6lo corte a la curva S(X, Y) = 0 en un punto, este punto seria el H
del caso anterior. En él no podria ser J, analitica, porque, si lo fuera,
su desarrollo en serie en un entorno de H tendria coeficientes reales,
por ser [, real en ', luego H no podria ser punto de acumulacién
de puntos en los que J, es imaginaria. Por tanto H no perteneceria
a S(X, Y)=0, lo cual es absurdo.

Entonces, si hay una subregién Q' de £y en donde J, sea real,
lo serd en toda la regién £2, con lo que, por exclusién, queda comple-
tamente demostrada la primera parte del teorema.

Veamos ahora la segunda, Sea (X, Y) un punto de la regién £
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tal que S(Xy, Yy) # 0. Supongamos que en £, J, es real, es decir,
el caso a) y que en (X, Y)) la recta ¢ es imaginaria. Entonces también
! estarfa asociada a J,, puesto que

(1 ]2) ]r ()(0’ l70) == ]r (XOr yro)
= X005 (& B) — Yo 0u(= B)
¥, por tanto, se verificaria que S(X,, Y,) = 0 contra la hipétesis.

Si (X, Yo) es un punto de £, en el que S(X, Y) = 0, por paso al
limite del caso anterior resulta que ¢ debe ser real también.

Tomemos ahora una regién @, en la que J, sea imaginaria en
los puntos no situados sobre S(X, Y) = 0, y sea (X, Y,) un punto
de Qg para el que la recta ¢ es real. Entonces, como

XQﬁ_YQozzjf?éO
es el jacobiano del sistema

s X+BY +1=0
(11.3)

Q (2, ) =0

respecto de «, f3, se deduce que o y f son funciones reales de X, Y
en un entorno del punto dado (X,, Yy), por lo cual J, es una fun-
cién real de X, Y en ese entorno, contra nuestra hipétesis. #

12.  Influencia de los puntos de ramificacion de J imaginarios
en el cdlculo de la solucion.

Tin (4.43) figura una curva Cy, orientada en sentido positivo, que
hay que determinar para efectuar la integracién y hallar el valor
de 1. Esta curva Cy, fija para todo valor de Y, debe contener en su
interior a todos los puntos singulares de 1/], y en su exterior a los
singulares de W(X, Y). Teniendo siempre esto en cuenta, podemos
deformarla continuamente para cada valor de Y sin atravesar nin-
guno de dichos puntos singulares, de manera que en el término 7-ésimo
(r=1,2, .., m)de (4.43), y para Y = Y*, esté formada por los bor-
des de los cortes que presenta la determinacién J, de J, y por cir-
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cunferencias de radio arbitrariamente pequeiio (7) y centro (X;, Y*)

. . 1
(=1, 2, ..., h) si estos puntos son polos de — .

r

TrOREMA 12.1. — En el cdlculo de w mediante (4.43) puede pres-
cindirse de los puntos imaginarios que son puntos de ramificacion

de J. (%)

DiMosTRACION. — Para demostrar el teorema, dada la ccua-
cién (3.1) vamos a tomar una funcién f(x, v, z) adecuada. Sea (¥, y1, 2),
un punto no perteneciente a la superficie I" (3.3) y suficientemente
préximo a ella de modo que el valor u(x, y;, z;), de la solucién del
problema de CavcHY (con condiciones iniciales nulas) quede univoca-
mente determinado por el segundo miembro, f, de la ecuacién pro-
puesta, lo cual se puede conseguir por no ser la superficie Iz = ¢(x, y)
una superficie caracteristica.

Sea

(12.1) flx v, 2) =f(x ¥

— E (_ l)h+k , (Y _ xl)h (_1, —}’1)"'
ke

=~

en un entorno de (%, Vi) ¥ 20 = % (X, Y) la funcién analitica de X,
Y en (0, 0) determinada por

(12.2) ¢ (1 + X (21 — 20), i + Y (21 — 20)) = 2.
FEntonces,
P e
(]23) fz(x,_\_,z)—f(x,)) (77’!-——2)' ’

donde ¢ = ¢ (x, v), ¥, por tanto,

(12.4) W(X,Y)= | & _(2(5_*2‘)”:)"’_2f(xl+x (E—2z1), i+ Y (C—2))dC

donde ¢; = @ (x1, V1)-

(7) Sin un analisis previo no se puede hacer tender a cero el radio de
estas circunferencias, ya que no se puede asegurar que las correspondientes
integrales sobre ellas tienden a cero,
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Por un cambio de variable resulta
(125) W(X,V)=| 2O T NGy, — YO dS

luego para X, Y suficientemente pequeiios se tiene

T—z9 “hi k1 2 —qq — )2
(12.6) WX, V)= Na,xiye) o @ =)
0

ag
Ak (m — 2)!

Y - .
= }__( Chp X7 ),r[“
Ik

£

Por tanto, como

. - ‘Ihk .‘:l:hq:l ]- H 1 @ Fa 7 =
Cpp == — ——— Thokil(zp —qg— o) 2d2 4+ L,
" (111—2)!'0 B =) b
PO m= k-h
== _(_i___‘l;_ﬁ_ — B(h+k+2,m—1)ay,+ Ly
(m— 2)!
(h+ k-1

B (Z_Lfi—m)_' (=0 — g™ " ap + Ly,
k) |

donde L, es una funcion lincal

NPy
}J Chk ﬂ/,,,
P

de los coecficientes a,, de indices
pP<h , gk , ptg<h+k

que se anula idénticamente cuando ¢ es constante, se deduce que,
cualquiera que sea la funcién analitica

Al r b )
L Ch Xh Yk
h,k

en (0, 0) se pueden determinar por recurrencia los coeficientes a,;,
puesto que

24— =2—¢ (X, ) #0,

de miodo que, en el caso ¢ constante, la serie

E (_ ])IH—k A X YV

hk
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define una funcién analitica, f, en (0, 0), por ser

_ (]Z —|— k +ﬁ¢)_' Chik (b)

hk — o N

(h+k+ 1)1 ) (2 — qp)iihm

Entonces se puede tomar

(12.7) wx, v) — 3

X — 7

donde y (Y) es una funcién analitica de Y y 4 es lmaginaria.

Xl punto (4, Y) debe pertenecer al exterior de C; en (4.43), segtn
se ha indicado al principio de este § 12.

Supongamos que para Y == Y* J presenta dos puntos de rami-
ficacién imaginarios conjugados, los puntos B(Y*), B(Y*). Entonces
existe un intervalo (Y, Y"') en el cual J presenta, para cada valor
de Y, dos puntos de ramificacién imaginarios conjugados B (Y),
B (Y), que se deducen, por continuidad, de los anteriores.

Fijemos un valor de / préximo al corte B (Y*) B (Y#), tal
que (4, Y) no sca punto de ramificaciéon de J para Y pertene-
clente a (Y', Y”). En la curva C, para Y' < Y < Y existe una
parte, que es el corte B (Y) B (Y) recorrido en los dos sentidos.
Este corte lo vamos a tomar de dos formas distintas, dejando el
resto de la curva C; invariable: una de ellas, la que lamaremos
C,’, de modo que el punto 2 quede, para Y perteneciente a (Y’, Y"'),
a la izquierda del borde izquierdo del corte y préximo a ese borde,
y otra, que llamaremos C,”, de modo que 2 quede, para los mismos
valores de Y, a la derecha del borde derecho del corte y préximo
a dicho borde, todo ello con el fin de que Z sea interior a la curva
cerrada C'y — C"'y.

Calculando w(x;, vy, z;, A), tomando Yy < Y’, primero utili-
zando las curvas C';, y luego las C’’;, ambas recorridas en los dos

J

sentidos, vy formando después la diferencia, se tienc
oy L
O wx, vy 2 ( SR Jax
LY’ 2 T Cy—ey” .]r' (‘Xr 1) ]r” (" ’ 1)

= u (¥, y1, 21, &) — (¥, vy, 5, 2) == 0,

(8) T.a demostracion de la analiticidad de f en ¢l caso general presenta
algunas dificultades.
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donde el sumatorio estd extendido, para cada Y, a los valores de »
tales que Y, > Y, y doude J,, J,» son, respectivamente, los valo-
res limites de J, a la derecha y a la izquierda de C;" y C,”" en cada
término del sumatorio anterior.

Entonces, por un calculo de residuos, se tiene

o
v () 2(____'_--;.- . ) dy
y L WY) ok Y)
A s, V) 2 S Jex o
Sy 2@ =y Jo (X, Y) [ (X, Y

Como o (Y) es una funciéon analitica arbitraria de Y resulta

\‘ . 1 _——— 1 - =
(12.8) ““MKW )

el calculo de # mediante (4.43) para cualquier funcién analitica, f,
puede prescindirse de la parte citada de C,;, porque la suma en 7
de las integrales a lo largo de C’| (o C"'}) en los términos en que apa-
rezca esta curva es nula.

CoroLARIO 12.1.1. — Si para Y = Y* ] presenta dos puntos de
ramificacion de primer orden imaginarios conjugados, siendo J, v ],
las determinaciones de | que se permutan en cllos, entonces (Y, — Y¥)
e (Y, — Y*) tienen el mismo signo, donde Y =Y, (k—1, 2) es,
como stempre, la tangente a P = 0 sobre la cual [, admite la expresion

Ju= O (X = X,) (9.

DMosTrRACION. — El corolario es inmediato, puesto que si no
(12.8) quedaria reducido a

1 ]

(12.9) B =
Jn (X, Y) T, (X, Y)

’

por lo que
]"l (X’ 1') = ]rg (X: 1,):

y esto es absurdo. £
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OBSERVACION. — Il corolario anterior es valido tanto si los
puntos de ramificacién imaginarios considerados son puntos de la
curva P = 0 como si son puntos de tangentes imaginarias conjugadas
de la misma.

13.  Propiedades de las determinaciones de | que se anulan en wun
punto real de P = 0.

Vamos a considerar en qué forma pueden permutarse las deter-
minaciones de J en los puntos de retroceso reales de P = 0 con v = 2
y tangente no paralela a OX. En las figuras escribiremos, junto a los
puntos reales de la curva, las determinaciones de J que se anulan.
El arco de traza que pasa por el punto de retroceso lo indicaremos
con una linea de puntos y, junto a ella, escribiremos las determi-
naciones de J que se permutan en dicho arco de traza.

Teniendo en cuenta que en un punto de retroceso con » = 2
se anulan tres determinaciones de J, los tinicos casos que se pueden
presentar son los de la fig. 3.

]r]/

Fig. 3

En efecto, vamos a ver que no pueden darse ninguno de los casos
de la fig. 4.
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Para ver la imposibilidad del caso (a) tomamos un punto 4 (fig. 5)
1o situado sobre P(X, Y) = 0 y suficientemente proximo al punto de

Fig. §

retroceso C para que la circunferencia de centro C y radio C4 no
tenga puntos comunes con ningdn otro arco de traza distinto de CB.

En 4 tomamos una determinacion cualquiera de las tres J,,
Js J: v recorriendo la circunferencia citada, en un cierto sentido,
llegamos al punto /4 de nuevo, después de atravesar dos veces a la
curva real P == 0 y una vez a la traza.

Si partiendo de una determinacién real llegamos a A con la
misma determinacién pero imaginaria, o reciprocamente, el caso
planteado es imposible. Esto es lo que sucede en el caso (a) de la
fig. 4 tomando la determinacién J, en A y recorriendo la circunfe-
rencia de la fig. 5 en el sentido que se indica en dicha figura.

Andlogamente puede verse el caso (b).

Para ver la imposibilidad del caso (c) basta tener en cuenta que
el punto C es de ramificacion de J de segundo orden, y que, por tanto,
si la tercera determinacién que se anula en C no se anula en puntos
reales proximos a C debe anularse en los puntos imaginarios de in-
terseccién de Y = Y’ (Y’ < Y*, siendo Y* la ordenada de C) con
P’ = 0 que se confunden en C cuando Y’ tiende a Y*.

Andlogamente pueden tratarse los puntos de corte de la curva
real P = 0 con la traza. Los tinicos casos posibles puede verse fa-
cilmente que son los de la fig. 6:

]x.]/

o,

~
~

17 — Collectanca Mathematica



258 Mariano Gasca Gonzalez

TroreMA 13.1. — Si un punto real (X, Y) de la curva P = 0 es
punto de ramificacion de J de primer orden, permmutdindose en él las de-

terminaciones J,, J,,, se tiene

(13.1) (Y, —Y) (Y, —Y) <0,

donde Y =Y, (=1, 2) es la tangente a P =0, paralela a OX,
sobre la cual [, puede expresarse

]rk = Q/:’f’k (‘Y - ‘Xyrk) (0)

DEMOSTRACION. — Suponemos, en primer lugar, que la curva
considerada mno tiene puntos de orden » > 2 ni de clase u > 2,
ademds de las hipétesis que hacemos siempre sobre las tangentes
Y=Y,.

Tomemos una compounente rcal de I =0 y consideremos en
primer lugar un punto de retroceso con » = 2 situado sobre ella.

Segtn se ha dicho, los tinicos casos posibles son los de la fig. 3.
En el primer caso, llamando Y* a la ordenada del punto de retroceso,
si se toma Y’ < Y*, resulta

(Y, —Y) (¥, =Y)>0

por el corolario 12.1.1, luego Y, — Y ¢ Y, — Y’ tienen el mismo
signo. Iintonces es evidente que si Y > Y#

el signo de
(Y, = Y)(Y,—Y)

es el mismo que el de
(Y, - V) (v, — V),

va que Y* =Y, Y,. Por tanto, sobre la curva P =0, a ambos
lados del punto de retroceso y en puntos proximos a ¢l, se conserva
el signo del producto indicado en el teorema.

En los casos segundo y tercero la igualdad del signo del producto
es trivial.

Si el punto que consideramos es un punto de corte de P = 0 con
una traza, se tienen los casos de la figura 6. De ellos, en el primero
y tercero también es trivial la igualdad del signo del producto que
se cousidera,

(Y, — Y) (Y, — V).
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En el segundo caso, llamando Y* a la ordenada del punto de
interseccidn, si Y es préximo a Y* se tiene

(Y, =Y) (Y, - Y)>0
por el corolario 12.1.1, luego es inmediato que si Y’ < Y¥e Y > Y*,
el signo de
(Y, =Y (Y, =Y
es el mismo que el de
Y, —=Y") (Y, —Y").
Sea ahora (X,, Y,) un punto de P = 0 con tangeute paralela
a 0X, Y =Y,. Supongamos, para fijar ideas, que la concavidad

en (X,, Y,) estuviera dirigida hacia abajo (fig. 7). Sobre una recta
Y =Y préoximaa Y =Y, con Y <Y, J, presenta dos puntos

Y=Y
Y=Y,

N -

Fig. 7

de ramificacion de primer orden: los puntos reales de interseccién
de Y =Y’ con P =0 que se deducen por continuidad de (X,, Y,).
Sea J, la determinacién de J que se permuta con J, en esos puntos.
Sobre una recta Y = Y" préxima a Y =Y,, con Y > Y,, J pre-
senta dos puntos de ramificacién imaginarios conjugados de primer
orden, que se deducen por continuidad de los anteriores, en los que
se permutan J, vy J,. En la parte de la traza correspondiente a estos
puntos se verifica, segtn cl corolario 12.1.1,

(Y, —Y") (Y, —Y")>0

y, como cousecuencia, se tiene

(Y, — Y) (Y, — Y') <0.
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Ahora bien, puesto que la curva P = 0 no tiene tangentes de
inflexién reales, en una componente cualquiera de la curva siempre
existe un punto en el cual la tangente es paralela a OX y » = I.
Por tanto, en todo punto de esa componente se verifica

(Y, —Y) (Y

¥2

—Y) <0
si J,,, J,, son las determinaciones de J que se anulan en él.

Por otra parte, si la curva presenta puntos de retroceso con tan-
gente paralela a OX o puntos con » > 2 o u > 2, o tangentes mul-
tiples paralelas a OX, es decir, los casos que habiamos excluido, por
consideraciones de continuidad sigue cumpliéndose el resultado
anterior, puesto que modificando muy poco los coeficientes de la ecua-
cién dada se obtiene otra curva que verifica las hipétesis anteriores
y, por tanto, vale la conclusién para ella. %

En un punto de retroceso de orden » = 2 con tangente paralela
a OX tnicamente pueden presentarse, segiin el teorema 13.1 y el

corolario 12.1.1, los casos indicados en las figs. 8 y 9.

L LT

et
~
|

Fig. 9
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T.a imposibilidad de los casos de la fig. 9 puede verse facilmente.
En efecto, en el caso (a) basta tomar el punto A4 indicado en la fig. 10
suficientemente préximo al punto de retroceso C para que la circun-

Y=Y,

ferencia de centro C y radio C.l no corte a la traza mas que cn los
dos puntos marcados en la figura. Al desplazarnos a lo largo de esa
circunferencia en el sentido que se indica, J;, que es real en A, pasa a
tomar valores imaginarios y se permuta primero con J, y después
con J,, con lo cual llegariamos de nuevo al punto A con valores
imaginarios, lo cual es absurdo.

Anélogamente se ve la imposibilidad del caso (b).

14.  Propiedad del par de tangenles imaginarias conjugadas de
P =0 que pasan por un punto real.

TrorEMA 14.1. — Si desde un punio (X, Y), real, pueden trazarse
dos tangentes imaginarias conjugadas, t v t, a la curva P =0 y lla-
mamos J, y J, a las determinaciones de ] asociadas a t v ¢, respectiva-
mente, en (X, Y), mediante

] —= ‘Y()ﬂ - YOD’.’
se tiene
(14.1) v, =¥) (Y, - V) <0,

donde Y =Y, es, como siempre, la tangente a P = 0 sobre la cual [,
admite la expresion

Jr =05 (X — X))

v andlogamente Y = Y para J,. ()
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- DrymostrACION. — Ilamemos (X', Y') al punto A = (X, Y) que
se considera. Desplazdndonos a lo largo de la recta Y = Y, las
determinaciones asociadas a las rectas que se deducen por continuidad
de t v ¢ en los puntos de Y — Y’ son J, v J, en los puntos proximos
a A, verificindose J, = J,. Si al desplazarnos cortamos a un arco
de traza en el que se permutan, por ejemplo, J, v J,, a partir del
punto de interseccién de Y = Y’ con la traza, y en puntos préximos
a él, las determinaciones asociadas a las rectas que se deducen por
continuidad de ¢ v ¢ en los puntos de Y = Y’ pasan a ser ],y J,, v,
entonces, en esos puntos, el producto (14.1) pasa a ser

(Y, = ¥) (Y, =V,
cuvo signo es el mismo que el de (14.1), porque
(Y, =¥ (Y, = Y') >0,
seguin el corolario 12.1.1.

Siguiendo asi a lo largo de la recta Y = Y’, se observa que el
signo del producto (14.1) se mantiene constante. Para valores de X
muy grandes, por ser la ecuacién totalmente hiperbdlica, todas las
tangentes trazadas desde un punto (X, Y) a la curva P = 0 son
reales, luego en nuestro desplazamiento llegaremos a cortar a I> = 0
en un primer punto en el que ¢ v ¢ se hacen reales. Si son, por ejem-
plo, J, v Js las determinaciones asociadas a ¢ y ¢ en ese puntc, se
verifica

(Y, —Y) (Y, — YY) <0,
seguin el teorema 13.1, v, por tanto, también se verifica
(¥, — V) (Y, — V) <0,

como querfamos demostrar. =

7

15. Propiedad de las determinaciones de | que se anulan en un
punto de una tangenlte real.

THEOREMA 15.1. — Sea t una tangente real a la curva P =0 en
en un punto (X;, Y,) de ella. Suponemos que t no es paralela a OX, Sea
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J, la determinacion asociada a t en un punto (X, Y) de esta recta me-
diante

Jr=X0, —YO0,.
Entonces, st Y <Y, se verifica que Y, >Y v si Y >Y,;,

Y, < Y, siendo Y =Y,, como siempre, la tangente a P = 0 sobre la
cual J, admite la expresiin

‘]r = Oﬂ, (‘Y - ‘¥r> (ﬁ)’ (9)

DrMostRACION. — Tomemos una componente de la curva real
P == 0 y supongamos que en los puntos de toda la curva P = 0 se
verifica que » < 2y u < 2, ademas de las hipétesis sobre las tangentes
Y = Y,. Para fijar ideas estudiaremos el caso de la fig. 11.

Fig. 11

Ias conclusiones que obtengamos para puntos de la semitan-
gente AB préximos a /A se extienden a toda la semitangente AB.
En efecto, si demostramos, como indica el teorema, que

(Y, - Y)(Y; =Y)>0

en los puntos de 4B préximos a 4, siendo J, la determinacién de J
asociada a ¢ en esos puntos, el resultado sigue siendo vélido al des-
plazarnos a lo largo de A B, ya que al atravesar un arco de traza
en el que se permute J, con otra determinacion J, a partir del punto
de interseccién se verifica

(Y, —YV)(Y;,—Y)>0,
por ser en esos puntos
(Yr - Y) (Yr' - Y) > 0,

segtin el corolario 12.1.1.

(9) Este teorema permite conocer qué determinaciones dec 1/J presentan
polos de una tangente miiltiple real a la curva P = 0,
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Andlogamente sucede con la semitangente .AC, por lo cual nos
limitaremos a demostrar el teorema para puntos préximos al de
contacto.

Consideremos la recta ¢ tangente a P = 0 en un punto (X', Y’)
de la componente tomada. Supongamos que £ no es paralela a 0X,
como indica el teorema, v que (X', Y’) no es punto de retroceso ni
punto de corte de P = 0 con la traza. Haciendo variar a ¢ con con-
tinuidad, de manera que siga siendo tangente a I> = 0, el punto de
contacto (\X;, Y,) ird variando, permaneciendo proximo a (X', Y”)
(fig. 12).

Fig, 12

Sea B un punto de ¢ préximo a /1 y sea J, la determinacién de J
asociada a ¢ en él. Tomando otra posicién de la recta ¢ y desplazdn-
donos con continuidad con el punto B de una a otra sin cortar a la
curva real P = 0 ni a la traza, se observa que en el nuevo punto, D,
la determinacién asociada sigue siendo J, y que, por tanto, en la
semitangente 4B se conserva, al variar, el signo del producto

(Y, — Y) (Y, — Y).

Haciendo las mismas consideraciones para la semitangente AC,
teniendo en cuenta que en C la determinacién asociada a ¢ ya no es J,,
sino otra, J,, se llega a la conclusién de que también en esa semi-
tangente se conserva, al variar, el signo del producto considerado.

Veamos ahora el caso en que el punto (X', Y') es punto de retro-
ceso (v = 2) o bien es un punto de corte de P = 0 con la traza, Si
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la determinacién J, pasa a ser, a partir de ese punto, J,., de los casos
estudiados en § 13 se deduce que

(Y, —=Y) (Y, —Y')>0.

Por tanto, al variar ¢ y coincidir su punto de contacto con el
punto que estamos considerando, el producto

(Y, —=Y) (Y, —Y)
pasa a ser
(Y, = Y) (V; = Y),

pero su signo se conserva.

Si la determinacién J, no se permuta con otra en ese punto, es
trivial que el signo del producto se conserva.

Consideremos ahora el caso en que ¢ es una tangente a P =0
cuyo punto de contacto estd préximo al punto de contacto de la curva
con una tangente paralela a 0X, Y = Y, y supongamos, para fijar
ideas, que la concavidad en el punto de contacto (X, Y,) esté diri-
gida hacia abajo.

Sean [, J; las determinaciones de | que se anulan en un punto C
de I’ = O préximo a (X, Y,). Enlafig. 13 se observa que en el punto 4
la determinacién asociada a ¥ = Y es J,, luego la determinacién
asociada a ¢ en 4 es J,. Por el contrario, en el punto B la determi-

Fig. 13
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nacién asociada a ¢ es J,. En los puntos de la semitangente CB pro-
ximos a C, porser Y, =Y, e Y < Y,; < Y|, se verifica

(Y, — V) (Y, = V) > 0.

En los puntos de la semitangente CA4 préximos a C, se tiene
Y, =Y, v como

(Y, =V (Y, = V) <0,
seguin el teorema 13.1, al ser YV, < Y,; < Y resulta
(Y, = ¥) (Vi = V) >0

Fstas conclusiones se extienden, segtin hemos dicho, a todos
los puntos de las semitangentes CB y CA respectivamente.

Como en la componente considerada de P = 0 siempre hay un
punto con tangente paralela a OX, que por nuestras hipétesis no
es de retroceso, y sobre esta componente el signo de (Y, — Y) (Y; —Y)
es constante, se llega a la conclusién de que en los puntos (X, Y) de
las tangentes a esa componente de la curva real P = 0 se verifica

(Y, =Y) (Y; = Y) >0

Como ya hemos hecho anteriormente, este resultado se extiende,
por consideraciones de continuidad en los coeficientes de la ecuacién,
al caso en que la curva pertenece a alguno de los casos excluidos,
en nuestras hipétesis, quedando asi demostrado el teorema. #*

16. Influencia de las tangentes imaginarias wmatltiples v de in-
flexion de P = 0 en el cdlcilo de la solucion.

DEFINICION 16.1. — Sea ¢ una tangente imaginaria midltiple
o de inflexién a la curva P = 0 y sea (X, Y,) un punto genérico de ¢.
Sea ¢ una rama de P = 0 tangente a { en un punto (X,, Y;), siendo
1= p; la clase y » = »; el orden de o.

Se dice que [, (X, Y) es asociada a la rama o en (X,, Y,) si

(161) ]r (X: Yf):XQﬁ_-Y'Q‘l

en un entorno de (X,, Y,), donde («, ) son las coordenadas de una
tangente a la rama ¢, que pasa por (X, Y)).
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Es inmediato ver que el ndimero de determinaciones de J aso-
ciadas a o en (X,, Y,) es u.

Ixma 16.1. — Sea

ANYo<Y <V,
donde Y =Y, en la tangente a P = 0 sobre la cual J, se expresa

Jr=05 (X —X,).
Sea Yy =sup {Y (X, Y) €S,} cuando S, # ¢.

Entonces Y’y es finito v no puede coincidiv con la ordenada Y, del
punto de contacto de o con t (9).

DiMosTRACION. — Que Y es finito cuando S, # ¢ es inmediato,
porque se verifica

Yo <Y'yo<mix. {Y,lr=1, 2, ..., m}<< oo.

I.a demostracién de que Y’y 7% Y; la haremos por reduccién al
absurdo. Supongamos que Y’y = Y;.

Tomemos Y*; ¢ S, tal que Y*;, < Y’, y suficientemente préximo
a Y’ de forma que entre Y = Y*;e Y = Y’y no haya ninguna recta
Y =Y, correspondiente a una determinacién de J asociada a g en .
Por ser Y*, < Y’ existe J, asociada a g en el punto (X, Y*) de ¢ tal
que Y* < Y* <Y'ge Y* <Y,, ya que en caso contrario no seria Y’
el supremo de S,. Entonces, en cada entorno de (X;, Y;) existe un
punto (X', Y’) de ¢ que es punto de ramificacién de primer orden
de J,. Llamemos J, a la determinacién de J que se permuta con
J.en (X', Y'). Porser Y, > Y* se tiene Y, > Y’, no pudiendo ser
igual porque Y = Y, serfa la tangente real Y = Y, a P =0, lo que
contradice nuestras hipétesis sobre dichas tangentes.

En la tangente a ¢ en (X', Y’') es J, la determinacién de J co-
rrespondiente a los puntos de ordenada menor que Y’ y J, la corres-
pondiente a los puntos de ordenada mayor que Y’, puesto que, en
caso contrario, al tender (X', Y') a (X;, Y;), J, estaria asociada a p
en los puntos de ordenada mayor que Y’ y, por tanto, Y’j no seria
el supremo de S,.
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Como J, se permuta con J, en (X', V') y X' es imaginario, segtin
el corolario 12.1.1 también es Y > Y7,.

Por tanto, existe Y’ proximoa Y'gtalque Y, > Y" > Y’y y que
verifica Y"" €S,, puesto que, por continuidad, al tender (X', Y’) a
(X;, Y;), se deduce que J, es asociada a o en puntos de ¢ de ordenada
superior a Y’y. Como esto contradice la definicién de Yy, se deduce
que tiene que ser Y, # Y.

Este lema sigue siendo vilido cuando no se cumplen las hipétesis
sobre las tangentes Y = Y,, por las mismas razones que hemos
expuesto en otras ocasiones, ya que se puede probar por continuidad
en los coeficientes de la ecuacién. #

De manera andloga podriamos expresar y demostrar un lema
semejante para

S ={YI(X, Y)ct N3], asociada a g en (X, Y))

ANY, <Y <Y}

e

Y"y=1inf. {YI(X, Y) €S} cuando S’, # ¢.

TEOREMA 16.1. — Sean ¢t v o la tangente v la rama, respectiva-
mente, que estamos considerando. Entonces, si la clase de o es 1, se

tiene S, = S’y = ¢. (°)

DEMOSTRACION. — Sea u = u; = | y supongamos, para fijar
ideas, que S, # ¢. Entonces existirfa Y’j finito, y los puntos de ¢
con ordenada Y* <Y’ serfan polos de una determinacién 1/],,
no siendo puntos singulares de 1/, los de ordenada Y* > Yy, lo cual
es absurdo segun se deduce por continuidad. 7

CororARIO 16.1.1. — Toda rama de P = 0 tangente a una recta
¢t imaginaria que es tangente mailtiple o de inflexion a la curva es de
clase igual o mavor que 2, v, por tanto, no existen tangentes muiiltiples
imaginarias que no sean de inflexion. (5)

DEMOSTRACION. — Si hubiera una rama de P = 0 tangente a ¢
con u, =1, en esa rama seria S, = S’, = ¢, independientemente
del valor de Y, lo cual es absurdo porque tomando Y, de manera
adecuada puede conseguirse inmediatamente que uno de los dos
seg no vacio. #
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TrorEMA 16.2. — Sean t v o la tangente v la rama de P = 0 que
estamos considerando. Entonces, si S, # ¢, el punto (X', Y'y) de
t, donde Y'y = sup (Y i (X, Y) ¢S,}, es real, v, por tanto, interseccion

de 1 con su conjugada t. (°)

DrdostrACION. — Hagdamoslo por reducciéon al absurdo.

Si X' no fuera real, (X', Y’g) seria punto de ramificaciéon para p
determinaciones de J que llamaremos [, (k==1, 2, ..., u). Ana-
logamente ocurriria con el punto (X’y, Y’y) de ¢, que seria punto de
ramificacién para las mismas determinaciones de J. Por continuidad,
debe seguir habiendo puntos de ramificacién de J,= Jn (k=12 ..., u)
en los puntos de interseccion de YV = Y* con ¢ y ¢ para Y* > Y’
suficientemente proximo a Y’,. Entonces, Y = Y’, no puede ser
una de las tangentes Y =Y, a la curva por nuestras hipétesis
sobre dichas tangentes, y no puede ser tampoco que todas las Y,
(k=1,2, .., u) verifiquen Y, <Yy, por la definicién de Y, luego
habria al menos una Y, tal que Y, > 1", con lo cual se llega a una
contradiccién, porque seria

Yy <sup {Y (X, Y)cS,}

Por continuidad en los coeficientes de la ecuacién el teorema
sigue siendo valido cuando no se verifican las hipdtesis sobre las
tangentes Y = Y,. #

TroreMA 16.3. — Las tangentes tmaginarias no influven en cl
cdlculo de w en (4.43) v, por lanto, puede prescindirse de ellas en dicho
cdleuldo. (%)

DrMosTRACION. — Las tangentes imaginarias simples no in-
fluyen, como se deduce del teorema 16.1. Por el corolario 16.1.1,
toda tangente multiple (o de inflexion) imaginaria, ¢, de P> =0 tiene
todas las ramas de la curva tangentes a ella de clase u > 2, luego
no existen polos de 1/] sobre ecllas, sino tnicamente puntos de ra-
mificacion, que por el teorema 14.1 no influyen en el cdlculo de .

TEOREMA 16.4. — Sea o una rama de la curva P = 0 tangente
a una recta imaginaria t, v sea u(> 2) la clase de o. Entonces, si son
Jo (k==1,2,3, ..., u) las determinaciones de ] asociadas a o en un
punto (X, Y) de &, se verifica que las difevencias

Y, =Yy (k=1,2 ., p
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tienen el mismo signo que Y'y — Y, siendo Y'y la ordenada del punto
de interseccion de t v t. (%)

DEMOSTRACION. — Consideremos en primer lugar el caso u = 2 ¥
scan J, v J, las determinaciones de J que presentan puntos de ra-
mificacién en los puntos de ¢ de ordenada Y < Y.

Si (X, Y) es uno cualquiera de tales puntos, se verifica, segtin
el corolario 14.1.1,

(Y, = V) (Y, — ¥) > 0.

Por otra parte, en cualquier entorno de Y’ existen puntos (X, Y)
de ¢t con Y < Y’y en los que se verifica Y, > Y o Y, > Y, luego
por lo anterior, se tiene

Y, —Y>0 ¢ Y, —-Y >0
y, por tanto,
Y, =Yy >0 e Y, — Y >0
Andalogamente puede verse que, para puntos de ¢ con ordenada
Y > Yy, si son J, v J, las determinaciones asociadas se tiene
Yy —Yo<0 ¢ Yy~ Y, <O
Siopw> 2, serfan [, (k =1, 2, ..., p) las determinaciones de [
que se permutan en un punto de ordenada Y <Y’y v [, (k=1,2, ..., )
en un punto de ordenada Y > Y. Este caso puede considerarse
mediante un paso al limite del anterior. En efecto, variando los
coeficientes de la ecuacién con continuidad, la rama ¢ se convierte
en varias ramas con g == 2, en las que se verifica lo anterior. Sean
J.0, JM las determinaciones de J asociadas a la rama ¢, en puntos
(X, Y) de ¢, con ordenada Y << Yy, donde Yy, es la ordenada del
punto de interseccién de ¢, v ¢,. Entonces se verifica
)/"(h) - )Huh > 0 ¢ y’.\(h) - 3/"”’1 > 0
para
Tt >
¥ 0n — Y >0

v, por tanto, pasando al limite,

Y, —Y>0 (k=1 2, ..., u)
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para
Yy—Y >0
Analogamente, se tiene
Y, —Y(<0 (k=12 .., w
para

Yi— Y <0 (). #

(19)  Partiendo de este teorema se puede probar de otro modo el teorema
14.1.



Cariruro IV

FORMULAS RESOIUTIVAS

17. Nuimero de langentes imaginarias a P = 0 que pasan por
un punto real e indice de C respecto del mismo.

TrorEMA 17.1. — Sea C la curva real P = 0, orientada de forma
que en todo punto de ella quede la convexidad a la derecha v la con-
cavidad a la izquierda(''). Sea n(C, A) el indice de C respecto de A,
donde A es un punto real no perteneciente a C. Entonces el nibmero de
tangentes imaginarias a P = 0 que pasan por 4 es 2 n(C, A).

DiMOSTRACION. — Tracemos por el punto 4 una semirrecta r
cualquiera. Esta semirrecta corta a P = 0 en un ndmero finito
de puntos Pk == 1, 2, ..., h) que suponemos distintos y ordenamos
de forma que &> k' si AP, ¢ AP,. Tomando un punto de » sufi-
cientemente alejado de /1, todas las tangentes que se pueden trazar
a P = 0 son reales, luego el ntimero de tangentes imaginarias que
se pueden trazar desde ese punto a > =0 es 0, asi como también
es 0 el indice de C respecto del mismo punto.

Al acercarnos a A a lo largo de 7 sigue sucediendo lo mismo hasta
llegar al punto P}, al cual llegaremos por la parte convexa de la curva.
Tomando un punto de 7 comprendido entre P, y I’, ya aparecen
dos tangentes imaginarias conjugadas y aumenta en una unidad
el indice de la curva.

Px

Fig. 14

(11)  Lsta orientacién es posible por no haber en C puntos de inflexion.
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isto sucede cada vez que al atravesar C acercandonos a .4 a lo
largo de 7 se presenta el caso de la fig. 14. En cambio, cuando lle-
gamos por la parte céncava de la curva, al atravesar C, disminuye
en dos unidades el niimero de tangentes imaginarias que se pueden
trazar a la curva P = 0 y disminuye en una unidad el indice de C
respecto de .1, con lo que queda demostrado el teorema.

Cororario 17.1.1. — En todo punto A del plano XY se verifica
(17.1) n(C, 1) >0

CoroLarIO 17.1.2. — En cada componente del conjunto abierto
complementario de C el niimero de tangentes imaginarias (o reales) que
pasan por un punto A es constante.

18.  LExpresion de las integrales dobles en X, Y que inlerviencn
e el cdleulo de la soluciin.

Sean P’} y P, dos puntos reales de igual ordenada Y. Hagamos
un corte a lo largo del segmento P, P, y sean [, J,» los valores
limites de J, en los bordes inferior y superior, respectivamente,
de este corte.

Recordemos que si una de las J,, [ es real a lo largo de P P,
también lo es la otra, por ser ambas conjugadas, y entonces se pueden
unir, en la hoja J,, los bordes superior e inferior de P, P,.

Si son imaginarios salvo para un namero finito de puntos de
P> y este segmento 1o tiene ningtn punto interior perteneciente
a P ==0 o0 a la traza, entonces, exceptuado un conjunto finito de
valores de Y, unimos el borde superior (resp. inferior) del corte P, P,
de la hoja r-ésima con el borde inferior (resp. superior) del mismo
corte de una cierta hoja s-ésima (v # s).

“n la formula (4.43) que da la expresion de la solucion # que se
busca podemos separar dos sumandos

(18.1) w =1 - u’

tales que el prinlero corresponde a la parte de C; que contiene en su
interior s6lo puntos reales de P = 0, v el segundo a la parte de C,
que contiene en su interior s6lo puntos de tangentes multiples reales
de P =0.

18 — Collectanca Mathematica
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Para simplificar y fijar ideas tomaremos
Yo <<min {Y,.r =1, 2, ..., m}.
Veamos, en primer lugar, la expresion de u'.
Sea .4, la regién determinada por
(18.2) A =(din(C, 4) =7}

y sea A == (X, Y) un punto cualquiera de 4;. Entonces desde 4 se
pueden trazar 2j tangentes imaginarias a P =0, que llamaremos
b, ta, .o, By, by, by, ..., £y que corresponden a las determinaciones
de J que nos interesan para el calculo de u por lo dicho al principio.
Sean [, , J,, (kR =1, 2, .., 7) esas determinaciones. Por el teorema
14.1, si son [, , ], las determinaciones correspondientes a #, y £,
se tiene
(18.3) (Y, - Y) (Y, —-Y)<o.
Llamando J, (k= 1, 2, ..., j) a todas las que verifican Y, > Y,
sea

(18.4) R — =_1( B _L_.___T.)
L5 (X, Y) 2i\J. (X, Y) . (X, Y)

donde [, es el valor limite de J, cuando nos aproximamos a (X, Y)
por la parte inferior del corte que pasa por dicho punto y ], el
valor limite de J, cuando nos aproximamos a (X, Y) por la parte
superior del corte.

Sea
i 1
(18.5) Hj= % — .

E3
k=1 J7n

ILas determinaciones de J que aparecen en esta suma varian con
el punto (X, Y), pero es evidente que si dos puntos pueden unirse
mediante un arco que no corte a la curva C, el conjunto de las deter-
minaciones que figuran en (18.5) en esos puntos es invariable, inde-
pendientemente de que se atraviese la traza o mno.
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TroreMA 18.1. — Sea

1

i
Hi=3% -,
o ST
1 . . .
donde — e¢s la expresion (18.4). Entonces se ticne
x
1 ) <
(18.6) u’:}:—-” H (X, YYW(X,Y)dXdY.
i T
DrMosTRACION. — En efecto, hemos deformado la curva C; para

cada Y, hasta quedar reducida a los cortes que haya para ese valor
de Y. Esto se puede llevar a cabo porque, siendo

1/, =0(1X — X,i 172)

en un entorno de X, para cada determinacién J, y cada (X, Y)
perteneciente a 2 =0, si se excluye un ndimero finito de dichos
puntos (Xy, Y), en el calculo de #” se puede hacer tender a cero
los radios de las circunferencias |X — Xy = r, correspondientes
a tales puntos, que forman parte de Cj.

De estos cortes, tinicamente nos quedaremos con los que unen
puntos reales, porque hemos demostrado que se puede prescindir
de los restantes, y sobre aquellos unimos los bordes de unas hojas de
Jy con los de otras, o los de una con los de ella misma, segin hemos
dicho al principio de este pardgrafo. Por tanto, la férmula (18.6) re-
sulta inmediata a partir de (18.4), (18.5) v (4.43). #

19.  Lxpresion de las integrales simples en Y que intervienen en el
cdleulo de la solucion.

El término #’’ de (18.1) corresponde, como ya hemos dicho, a las
tangentes multiples reales de P == 0.

Sea t una tangente multiple real de P = 0, no paralela al eje 0X,
v sea [(> 2) el nimero de ramas de la curva tangentes a . Supongamos
que ¢ es la nica tangente multiple real de P = 0y sean Y*, > Y*, >

>Y* las ordenadas de los puntos de contacto (X*,, Y*,) (b =1,
2, ., 0.

Entonces, del teorema 15.1 se deduce que en los puntos (X, Y)
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de ¢ tales que Y*,,, <Y <Y, * (h =1, 2, ..., | — 1) existen /& deter-
minaciones J, de J que se anulan sobre ¢ y verifican Y, > Y.

Sea 0 = 0, el maximo orden de los polos de las determinaciones
de 1/J en un punto genérico de ¢. Entonces #'' puede expresarse:

Y 4+u",

(19.1) o’ == ) ............ i ((X,,_ X)° WX, Y))
Y X=X

Jn (X, Y)

donde (X, Y) es un punto de ¢ v J,, es la determinacién de J en (X, Y)
asociada a la rama de P =: 0 tangente a ¢ en (X*;, Y*#) y, por tanto,
r; depende del punto (X, V) y J,, (X, Y) = 0 para X = X,.

El término u,"" puede expresarse:.

Yot 2 cool W (X YV
(19.2) w' = | v ;_‘_1((1\'_)(,)” A ’-5,)) dY + 'y,
Yt (0'— I) ket © Xe \ ]r,c (Xr y) X=Xy

donde (X, Y) es un punto de ¢ y J, es la determinacién de J en
(X, Y) asociada a la rama de P= 0 tangenteafen (X;*, Y, *) (k= 1, 2).

Procediendo asi sucesivamente resulta

(19.3) /"=~ y Vool

J (X, Y)

siendo, como antes, (X;, Y) un punto de ¢y J, la determinacién
de J en (X, Y) asociada a la rama de P = 0 tangente a ¢ en
(Xp*, YV*) (R=1, 2, ..., h) y, por tanto, J, (X, Y) = 0 para
X = Xt-

bl

I—1 7rY*, h al 2N | X Y
LS (e )

X=X\

En efecto, para Y < Y;* se tiene

El

Lol / \ r
(19.4) ¥ 4 ---—((X — X)) IK(_\ ))‘)
SRR 1, (X, Y)

X=X

porque como

se verifica

S = ¥
izt J, (X, Y) st Jp (X, Y)
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v, por tanto, la suma de las determinaciones de 1/] que presentan
polos sobre un punto (X, Y) de ¢ para Y < Y,* es una funcién ana-
litica.

Si la curva presenta varias tangentes multiples reales, ¢, no pa-
ralelas a OX, #'' estard formada por la suma de las expresiones del tipo
(19.3) correspondientes a esas tangentes.

Tistos resultados pueden resumirse asi:

TroreMA 19.1. — Sean (X%, Y,,.*) (h=1, 2, ..., I,) los puntos
de contacto de una tangente miiltiple real, t, no pavalela a OX v o, el
mdximo orden de los polos de las determinaciones de 1] en un punto
genérico de t.

FEntonces se liene

L—1 Y=, h | 7 7\
(19.5) "=V ! \ oo ((X_X,)rn 11__(21)) dy
X =

7‘ (01_ ])' ’l.:l N Y*}rf'll/\":l 0 X1 Jrk (‘Y’ Y)

donde el sumatorio con respecto a t estd extendido a todas las tangentes
matltiples veales de P = 0 no paralelas a 0X.

>

Xt

20. Expresion final de la solucion.
Para formar la expresion final de » supondremos:

1. La superficie I', sobre la que se dan los valores inmiciales, es
cortada en un solo punto por las generatrices del como sdlido carac-
teristico, esto es, las correspondientes a puntos A = (X, Y) tales que
n(C, A) > 0. ‘

2. La superficie I' es corlada en un solo punto por las rectas que son
proveccion, desde (x, v, z), de los segmentos (X*,, Y*,,) (X*,,, Y*,.),
segiin la notacion de § 19, de las tangentes muiltiples reales, t, de P = 0
v qute, por tanlo, estdn contenidas en los planos tangentes miiltiples al
cono caracteristico de vértice (x, v, z).

Sustituyamos en (18.6) W(X, Y) por su valor

Q0. WX, V)= | =0+ X(E =2 vt V(E—2, 9ds

Zn
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y hagamos el cambio de variables
E=x+ X —2

(20.2) p=v4+ Y (-2

Se tiene

D(X,Y,7)

DA m 3 e 2)?

v, por tanto,

e
(203) W=y - ||] nH,-(i’i t U \)fg(f,n,:)dsdndi,

I A
T A T e A

donde I”; es el volumen limitado por el cono que proyecta la region 4;
de (18.2) del plano impropio desde el punto (x, v, 2) y la superficie /.

Mediante integraciones por partes, (20.3) puede expresarse de
manera que aparezca explicitamente f en la integral.

Por otra parte, llamando

s
2T, X

se tiene

l L—1 "Y*;, am—-l . . 0 . .
(20.4) u" =Yy - — VY — ((\ —X ) W(X,Y)H, (X, Y)) dyY.
T o —1)! 7,2»_‘1 D yepe, 0 Xl [ : X=X

Sustituyamos W(X, Y) por su valor (20.1) ¥ hagamos el cambio

ne=yv 4+ Y (0 —2)

(20.5)
Se tiene
D 8 _-_,
D (Y, ?)
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vy, por tanto,

(20.6)
’ . l h—1 ,. h a‘ﬂ-l " )/ — .
W= F Y e S g (X XD (XTSS9 dyas
I T ((Tt — I) ! /,_2_1.|‘| Sgll) o Xo—! ( ,) : oz f et
cuando ¢ es constante, con el signo — o -+, seglin que z > ¢ (v, v)

0o z << q(v, V), respectivamente, siendo

Sre
-
T
N
-
—
Ioe
'
2
=

v S5, la regién plana engendrada por las semirrectas que son pro-
yeccién desde (x, v, z) del segmento (X%, Y3, *) (X%, 14, Y1) de t,
seglin la notacién de § 19, ¥ estd limitada por la superficie /.

I lamando
£ =—x-4 X, (& —2)
se tiene
%.f_é_:f = X-X,,
C—z
luego
’” 1 I-—1 Jov—1
R S
21‘((7 —-1)',,_",1‘ | 50 A Eo—1

(E=&) pE—x np—u i .
=8 god—s n=2\ e alanas
l.(f — 2" ’ ( 4 )f— (& n )] 3G

es decir:

(20.7) vy N L e
. i = .\ A
_h‘;‘(o’—l)'/:l ‘ 55}1)2-—g @ o=

cuando ¢ es constante, con el signo + o — segtin que z > ¢ (¥, v) o
7 < ¢ (v, y) respectivamente.
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Si I’ — 0 no tiene tangentes muiltiples reales, "' = 0.

Analogamente a lo dicho en el cédlculo de ', mediante integra-
ciones por partes puede lograrse que en (20.7) aparezca explicita-
mente f.

Como resumen de estos resultados se tienc:

TrorrMa 20.1. — La solucién 1 = u(x, v, 2) de la ecuacion di-
Sferencial (3.1), con condiciones iniciales (3.2) nulas, suponiendo qite
la superficie I (3.3) sobre la que se dan dichas condiciones inicia-
les es cortada en un solo punto por las rectas contenidas en la en-
volvente convexa del cono caracteristico ('?), puede expresarse en
la forma

t:;,@fﬂ)ﬁ(&qlgdgdnd:

< AN

(20.8) w =\ i I‘I.I‘ —H;
i T .. ..

]

. [ G E—x n—)
:l: }: e ]‘\H-l | ~ - l(g—ft)“‘ Hgf)(; —,'_Z, ‘]' -

Y
T (o —1)! Sz — g agnt 2

- F4

)2 en :)‘| dnd:

N at]

cuando q es constante, con el signo + o — segiin que z>¢ (x, V) o0
z < q (v, v) respectivamente, donde V; es el volumen limitado por el
cono que provecta la region A; de (18.2) del plano impropio desde el
punto (x, v, 2) v la superficic I', v S, es la region plana engendrada
por las semirrectas que som proveccion desde (x, v, 2) del segmento
(X%, Y%5) (X0, Y¥,0 ), segitn la notacidn del § 19, que une dos
puntos de contacto consecutivos de una tangente miiltiple, {, con P = 0
v estd limitada por la superficie I

OBSERVACION. - El teorema anterior es también vilido, aun-
que ¢ no sea constante, cuando ¢, = 1 para toda tangente multiple
real, ¢, no paralela a OX, como ocurre cuando todas las tangentes
multiples son dobles y sus dos puntos de contacto son distintos.
Por otra parte, en el caso general, a partir de (20.3) v (20.4) ¥ te-
niendo en cuenta que entonces z; es funcién de X, Y, se puede ob-
tener una férmula resolutiva més general que (20.8), pero bastante
més complicada.

(12)  Se ve facilmente que esta condicién es equivalente a las condiciones
1y 2
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21. Consecuencias cualitativas.

TroreMa 21.1. — La solucion u(x, v, z) de la ecuacion (3.1) sélo
depende divectamente, segiin (20.3) v (20.4), de los valores de f en el
cono convexo limitado por ' que es proyeccion desde (x, v, 2) de la mi-
nima region convexa que contiene a la curva real C.

DiMosTRACION. — En efecto, teniendo en cuenta que

fo=1"2,
donde

If— ’ w (x, v, {) d S,

.

al efectuar las integraciones por partes indicadas anteriormente en
las expresiones (20.3) y (20.4) resulta que #(x, v, z) depende de los
valores de f en el cono convexo (simple) de vértice (x, v, z), limitado
por /', que es proyecciéon desde (x, v, z) de la minima regién con-
vexa del plano impropio que contiene a C y al punto (X, Y) = (0, 0).
¥l hecho de que aparezca este punto y no otro se debe a que

Ak
(" if)zo O0O<k<m—1),

.82’*’ r

pero como por hipdtesis I" no es superficie caracteristica, se puede
efectuar un cambio de coordenadas de modo que el plano z =0
quede invariable y que la recta

x=0

y=20
sea interior al cono caracteristico, en el sentido de que para A = (0, 0)
se verifique #(C, A) > 0y el cono convexo /A = A (x, v, 2) citado antes

se reduce a la proveccién desde (¥, v, z) de la minima regién convexa
que contiene a C.

22. Generalizacion de la férmula vesolutiva.

TrOREMA 22.1. — Sea oy el mdximo de los valorves o, para todas
las tangentes wmailtiples reales de P = 0, tomando o9 = 1 cuando no
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hava tales tangentes miiltiples. Entonces, si [ es de clase Co—1) gn el
cono convexo Ay limitado por 1', que es proyeccion desde (xq, vy, 21)
de la minima region convexa del plano impropio que contiene a la curva C
v al punto (X, Y) = (0, 0) v st en dicho cono A, ¢ es constante, o con-
tinua v oy = 1, la formula resolutiva (20.8) es vdlida en el interior de A,
en el sentido de que define una funcion u que es una solucién del pro-
blema propuesto segiin la leoria de las distribuciones.

DivostracION. — Como las derivadas de f y ¢, de orden no su-
perior a gy, pueden aproximarse uniformemente en A; mediante
las correspondientes derivadas de sendos polinomios, pasando al
limite en (20.8) v teniendo en cuenta lo dicho en § 21 queda probado
el teorema.

CororARrIO 22.1.1. — Si P = 0 no tiene tangentes multiples reales
o todas som dobles con puntos de contactos distintos y si £ v o son
contintas en Ay, la formula resolutiva sigue siendo vdlida en el in-
terior de A;.
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