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I - INTRODUZIONE

In questi ultimi anni é stata sviluppata da vari autori la mag-
netoidrodinamica relativistica, ottenuta accoppiando alle equa-
zioni elettromagnetiche quelle della idrodinamica relativistica, en-
trambe invarianti per il gruppo di PoiNcarii a 10 parametri [1°.

Particolarmente importante € poi il caso in cui il fluido ha una
conducibilita elettrica infinita, perché tale ipotesi, oltre a portare
ad una notevole semplificazione matematica della teoria, ha un ampio
significato fisico, e costituisce il modello per un buon numero di
applicazioni.

Nella magnetoidrodinamica relativistica «deale» che cosi si
ottiene, accade che il campo elettromagnetico si riduce al campo
magnetico, per ogni osservatore proprio (cioé solidale al fluido nel
punto considerato). Avviene allora che i tensori elettromagnetici
H,, (induzione elettrica-campo magnetico) e B, (campo elettrico-
induzione magnetica), oltre ad essere proporzionali, risultano sem-
plici, cioé si possono esprimere come il prodotto esterno della velo-
cita relativistica #; e di un secondo vettore /i; che rappresenta il
campo magnetico [2].

Nel 1956 ho fatto vedere che si pud ottenere una pilt adeguata
impostazione teorica della magnetoidrodinamica, se utilizziamo la
«relativita proiettivan, e cioé se passiamo dal cronotopo di MINKOWSKI
(a curvatura nulla) a quello di D S1rrER a curvatura costante, o
meglio alla sua rappresentazione geodetica piana (cronotopo di
CasrtELNTOVO0). Il campo elettromaguetico F;, e quello idrodinamico
C, vengono allora riuniti in un unico tensore proiettivo H,p
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(4, B=1, 2,...5), che possiamo chiamare il tensore magnetoidrodi-
namico. In conseguenza, la teoria dei fluidi perfetti incompressibili e
la teoria del campo elettromagnetico senza induzione, possono essere
riunite in una sola teoria, invariante per il gruppo proiettivo di Fax-
TAPPIE [3].

Nel 1968 ho completato questo risultato estendendolo al caso
dei fluidi perfetti con indice e del campo elettromagnetico con indu-
zione [4]. In questo lavoro mi propongo di dimostrare che la «mnag-
netoidrodinamica ideale», sviluppata con i metodi della relativita
proiettiva [5], assume un aspetto assai semplice ed elegante.

Viene cosi confermata per altra via l'esigenza, espressa da vari
fisici, di perfezionare la relativita ristretta, senza abbandonare la sua
impostazione gruppale, cosa che puo farsi utilizzando il cronotopo
di D SrrmER a curvatura costante [6]. Si ottiene uindi una nuo-
va relativita che meglio risponde ai problemi sollevati dalla moderna
cosmologia e dalla fisica delle particelle elementari.

2 — FLUIDI ELETTRIZZATI CON CONDUCIBILITA
ELETTRICA NULLA

To studio di un fluido perfetto elettrizzato, con conducibilita
elettrica nulla (¢ = 0), in presenza di un campo elettromagnetico,
si fa osservando che la corrente si riduce in questo caso solo a quella
di convezione

(2.1) i = oty (h=1..4)

Le equazioni del campo elettromagnetico senza induzione sono
le seguenti

(2,2) Rot Iy, =0 ; Div F, = — ou,fc

A partire da [, si pud costruire il tensore energetico
. -, -~ g~ 1 -~
(2:3) 1 /ik = Z'is Iﬂsk + VZ Z’rs Frs (S-ik

ed allora la forza ponderomotrice di LLorENTZ é data da

0
(2,4) fo=Div Ty = Fyjy = Iy
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Se poi si tiene presente che il tensore energetico del fluido per-
fetto é il seguente
(2,5) T"y = p'ujh, + p oy con p' =p+ plc2
possiamo costruire il tensore energetico dello schema fluido perfetto-
campo elettromagnetico o tensore emergetico totale
(2-6) Ty=T" — T,ik

Prendendo la Div dei due membri, otteniamo ['equazione dinamica
™ A ’ ’ A 2
(2,7) 8, Ty =1; & (p'wy) + p'w, 60 + 0,p — ° Fy o, =0

Moltiplicando i due membri per u; e sommando, 1'ultimo termine
si annulla, e si ottiene la stessa equazione di continuita, valida per
1 fluidi perfetti

! ;
(2’8) ' Cza/: (lulu'k) = “ia'l /) II

Tenendo conto di questa equazione, la (7) si pud scrivere cosi

cdu; w; dp 0 1
Wt o gy o=, Fawm

(2,9)

e ci da 'equazione dinamica del fluido perfetto elettrizzato [7].
Dalla (8) eseguendo la derivazione e semplificando, segue che

(2,10) (uc? 4 P) 0, 1, = 14, 6, (uec?)

Nel caso di un fluido perfetto incompressibile, 1’equazione di
stato é la p = uc?, ed allora ne segue che

' pertp we f
dove f ¢ l'indice del fluido. Dalla (8) si deduce allora che
(2.12) 01, = 14, 0, log f
Si osservi che la (10), in virtt della (I1) si puod scrivere cosi
fo,u, + u, 9, f = 0 cioé Div (fu,) = 0, ed introducendo il vettore
corrente idrodinamica C, = fu,, avremo
(2,13) Div C, =0

Ja quale esprime la incompressibilita del fluido,
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D’altra parte, l'equazione di conservazione della elettricita
dx(ort,) = 0, si pud scrivere cosi 00,1, + 1, 0,0 = 0, e quindi

(2,14) Gyt = 14, 0, log o
Sottraendo membro a membro con la (12) si ricava che
(2,15) w; 8 log (o/f) =0

e quindi si avra

(2.16) off = cost =k li

cioé il rapporto £ si mantiene costante lungo le linee di corrente.
Un fluido si dice elettrizzato in maniera omogenea se il rapporto
k é costante in tutto lo spazio. Seguendo il I1cENEROWICZ, un fluido
perfetto elettrizzato pud essere descritto dal seguente vettore «cor-
rente idrodinamica»

(2,17) Ci=C,—Fk A,

dove A; ¢ il potenziale elettromagnetico. Prendendo il Ro¢ dei duc
membri, si ottiene la seguente espressione del «vortice»

(2.18) Q= — kT,

cioé al vortice idrodinamico occorre aggiungere un contributo dato
dal campo elettromagnetico.

3 — LE EQUAZIONI DI HEIMHOLTZ SUI VORTICI

F’ noto che nella idrodinamica classica vale il teorema di HELM-
HOL1Z, che ci da la legge di formazione dei vortici, e che nel caso
dei fluidi barotropici é espresso dalle equazioni
(3,1) dofldt = (o X 7)o

cioé, in forma tensoriale
(3,2) VU, 0, (g = (g O30, (¢, f=1, 2, 3)

Ne segue che se inizialmente m = 0, esso rimarra nullo, cioé
in un fluido perfetto un vortice, una volta formato non puo essere
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distrutto, perché la sua intensita é invariabile, o lo é quella totale
dei vortici in cui si spezza (primo teorema di HELMHOITZ).

Per estendere tale teorema alla idrodinamica relativistica, osser-
viamo che l'equazione dinamica si pud scrivere cosi [8]

(3,3) fi=Cy Ry con 0,0, + 0,2, + 0,2,;,=0

In assenza di forze esterne si avra C, Q;, = 0 ed allora ne segue
che

0 (Cr Qi) — 0, (C, L) =0
sviluppando le derivate e semplificando avremo
02,6,C, +CLo,8y —8,0,C, —C, 0,2, =0, cioé
Q4 0,C, — 24, 0;C, + Cp (6, 2y — 0, 2) = 0

e tenendo conto della seconda delle (3) otteniamo le equazioni di
Hurmmor1z relativistiche

(3.4) ; Cp 0y Q= 92;,0,C,, — 2, 0.C,

ottenute per altra via dal LicENrrowIicz [1].

Tale risultato pud essere esteso al caso dei fluidi perfetti elettriz-
zati, se osserviamo che, in assenza di forze esterne, l'equazione del
moto é data da

(3:5) ]k Fik - C;v -Qik =0

Ora si ha J; = £ C; e quindi la (5) puo essere scritta nel seguente
modo

(3,6) Co(Qy —RkIFY) =0 cioé C, Q=0

Ripetendo allora lo stesso ragionamento precedente e suppo-
nendo k& costante, avremo

(3,7) Ck ak ‘Q’si = 'Q’ik as Ck _ ‘Q’sk ai Ck

che estende il teorema di HrrmuOIIZ al caso dei fluidi elettrizzati
in modo omogeneo [11.
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4 -- STUDIO DEI FLUIDI CON CONDUCIBILITA'
ELETTRICA INFINITA

Come abbiamo detto, la «nagnetoidrodinamica relativistica
ideale» é lo studio delle proprietd di un fluido perfetto, nel quale
non vi siano dissipazioni di alcun tipo, e cioé con conducibilita elettrica
infinita.

Nella materia, il campo elettromagnetico con induzione é definito
dai due tensori H, e By, e le equazioni di MAXWELL sono le seguenti

(4,]) ])i\' Hl'k - jk ; I{Ot Bik - 0

Si possono introdurre allora i due vettori 127

1

(4,2) ce,=u, By ; cd;=u, Hy :

dove ¢ € la velocita della Iuce, i quali ci danno il campo elettrico e;
e la tnduzione elettrica d;, rispetto alla direzione (temporale) della
velocita #; del fluido, nel punto considerato. Avremo poi gli altri
due vettori

| * % |
(4,3) v Chy=wu, Hy 5 ¢ b, =u By }

definiti a partire dai duali dei precedenti tensori. Essi c¢i danno il
campo magnetico h; e la induzione magnetica b; rispetto alla direzione
1t; della velocita del fluido.

Ne segue subito che questi vettori sono ortogonali alla velocita
(4,4) wie;, =, d; = u; b, =u;b, =0
e se supponiamo il fluido isotropo ed omogeneo, si avra
(4,5) di=¢ege; 5 by=pwh,
con g e uo costanti.

I due tensori elettromagnetici possono essere facilmente espressi
in funzione dei quattro vettori (2), (3) precedentemente definiti [97.
Infatti, la prima delle (3) si pud scrivere cosi

2¢ ht = Eiplm H,lm Uy,
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dove ey, ¢ il simbolo di Riccr. Moltiplicando i due membri per
giporm-, ed introducendo il simbolo 6 di kronecker, avremo
2¢ Eir'rmw = Hlm iy, (Sﬁ;lr;:n
Se allora ricordiamo che 6 é nullo se gli indici in alto non coin-
cidono con quelli in basso, e vale 4 | se tali indici coincidono, a
seconda che la permutazione (klm) é pari o dispari rispetto alla
(k" I' m’), la precedente si pud scrivere cosi

Cgiklm h’i == Hlm ”k + Hmk Uy _'_ H/m 1,

Moltiplicando i due membri per #, e sommando, avremo subito

(4’6) ¢ Hlm =1 [im — Uy d‘l _‘_ Eiktm hi Uy

In modo analogo si dimostra che

; i
(417) : 4 Blm == 7"[‘l em - ”m- £y J" Eiklm bi 'H‘k ‘

Si hanno pure le due formule [17

*
c Hlm = h‘m — U, h’l _}" Eiklm di u’l;
(4,8)

| ¢ Bl = 1y by, — 14, by + 50 €; 14
le quali esprimono i tensori elettromagnetici ed i loro duali, in fun-
zione dei quattro vettori (e, d;, h;, b;).

Fatta questa premessa, osserviamo che la corrente elettrica é
composta dalla somma di due termini, corrispondenti rispettiva-
mente alla corrente di convezione ed a quella di conduzione

(4,9) Jr=owujc+ oe,

dove ¢ é la conducibilita del fluido. Se tale conducibilitd é infinita,
poiché la corrente elettrica [, é essenzialmente finita, ne segue che
il prodotto og, deve mantenersi finito. In tale caso dovra aversi ne-
cessariamente ¢, = 0, e quindi, in base alle (5), anche 4, = 0. Questo
significa che nel riferimento proprio (cioé solidale al fluido nel punto
considerato), il campo si riduce solo a quello magnetico, ed allora

le formule precedenti si semplificano notevolmente

(4 ]0) c Hik = Stklm hl Uy, : c Bik = Eikim bl ”m
* *
’ cHy=u; by —u, by ; ¢ By =ub, —u,b
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cioé i tensori elettromagnetici sono semplici, e quindi esprimibili
come prodotti esterni di due vettori.

5 —LE EQUAZIONI DELILA MAGNETOIDRODINAMICA
RELATIVISTICA IDEALE

Nella magnetoidrodinamica relativistica ideale, i due tensori
clettromagnetici, in base alle (4,5) risultano proporzionali

(5.1) By, = uy Hy

ed allora il tensore energetico del campo elettromagnetico sara
(5’2) ’1"1'1\' = o (His H.\’k + _411. I{r.\‘ ]{rs 51‘[.’)

Tenendo conto delle (4,10) ¢ con calcoli che non riportiamo (vedi
[11 e 19Y), si trova che

dove si é posto h2 = hh,. Se ne deduce che il tensore energetico
totale (2,6) della magnetoidrodinamica ideale é dato da

(5.4) ‘ Ty =Mu;w, — pohily + P oy \

dove abbiamo posto, per brevita

+ h2 1
(5,5) M = 12 —|- f_’___:”O__ ) P = /7 + E Ho 2

c2

Si osservi che nel caso dei fluidi perfetti incompressibili si ha
p = p 2, ed allora

(5,6) 2P =29 4 pugh?2 = Mc2

Dalla (4), moltiplicando per 1, e sommando, segue che

1
(5,7) w, Ty = (P — Mc2) 1; = — (uc2 + o ko h?)
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Prendendo la Div dei due membri della (4), otteniamo 1'equazione
del moto

5,.8) | Mt 8,1, 41, 8, (M) + 2 P == g (h; 8 hg + Tty &: 1)
| k k H

Infine, se osserviamo che la forza di LORENTZ

(5;9) fx = ]L Bik = _7'/; Eirlm bl ty,

moltiplicata per #; é identicamente nulla, ne segue che l'equazione
di continuita (2,8) é quella stessa dei fluidi perfetti.

La seconda equazione di MAXWELL equivale alla Div Bj = 0,
e quindi, in base alle (4,10) diventa

(5,10) ¢ (hy 1ty — hy 1)) =0
Da essa segue una interessante conseguenza, se ricordiamo che
hiu; —= 0 e che 2, u; = — ¢2: eseguendo la derivazione si ha
Ry @iy =00, Oy — hy, S0t — 1 @0y, =0

Moltiplichiamo i due membri per #;, ¢ sommiamo
2 —_
— 20, = u; uy, é; hy,
e se ricordiamo che u; ¢; = d/dr, avremo in definitiva
(5,11) ¢2 0; hy = h; a;

dove a; é il vettore accelerazione. Ne segue che il campo magnetico 7,
é solenoidale, solo se é ortogonale alla accelerazione.
Otteniamo cosi il seguente sistema di equazioni della magneto-

idrodinamica relativistica ideale [9]:

O (hjrey, — hyu) =0 20, (1 wy) =10, p
(5,]2) ‘ ]l/[ llk —._ “k 5, (4”1/['2-{/1:) + (’7‘/, p = /10 @i (/Ilj /Zk)

3

L — —c 5 whi—0 5 u—u(p)

Poiché dalla prima equazione segue che 0; 3, (h; o, — Ay 1) = 0,
essa equivale a tre equazioni indipendenti, e lo stesso si dica per la
terza equazione, perché da essa segue l'equazione di continuita.
Abbiamo quindi un sistema di 10 equazioni indipendenti nelle 10 fun-
zioni incognite (h;, w;, u, p), ed il sistema risulta determinato,
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Uno studio delle equazioni (12) porta alla conclusione che esis-
tono tre tipi di onde, e cioé due onde idrodinamiche (lente e veloci),
con velocitd V| e V,, e Uonda di AL¥vEX con velocita

2, — M0 h2y p2 h%y

(5,13) M p+(p+ po h2)e

dove hy é la componente del campo magnetico nella direzione di
propagazione dell’onda [21. Si dimostra poi che

(5.14) Misv,<V,<c
In particolare, se il fluido é incompressibile, si dimostra che si ha
(5,15) Vi=Vy;, V,=c¢

cioé 'onda di ALFVEN é pure un’onda idrodinamica [1].
Si osservi infine che al limite classico la (13) si riduce alla formula
di ALFVEN

(5,16) V2, = uho?/p

valida nella magnetoidrodinamica classica [10].

6 — II, CRONOTOPO DI DE SITTER-CASTEILNUOVO

Come abbiamo visto in precedenti lavori {5], la relativita proiettiva,
basata sul gruppo di FANTAPPIE, puod essere sviluppata adoperando
la rappresentazione geodetica piana 44 del cronotopo V4 di DE SITTER,
a curvatura costante + 1/72. Il cronotopo A4 di CASTELNUOVO € rap-
presentato dai punti esterni alla quadrica assoluto, di equazione

(6,1) A2 =14 a2 — 52 =0

con = = x/r, ¥ = ct/r = t[t,. Introduciamo le coordinate proiettive
v (4 =1, 2, ..., 5) legate a quelle non proiettive x; (i = 1, 2, ... 4)
dalle relazioni

(6;2) Xy = 7"X,-/x5

e le normalizziamo con la condizione di WEIERSTRASS

(6.3)
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Si puo allora introdurre una velocitd proiettiva u, = dx/dr, ed una
accelerazione proiettiva a, = du /dr, dove 7 é il tempo proprio, lega-
te dalle relazioni

6,4 Vg, s o— 02 X 1y == Cox,ay =2
DUy i 4@y

mentre dalla (3) si deduce che
(6,5) v, =r[4 con A2 =1-F a2 —9?

Se poi indichiamo con &, == ¢/éx, la derivata parziale rispetto
alla coordinata omogenea x4, ¢ teniamo presente che ¢ (v;) = ¢ (%:/x;)

=y (xp), é facile verificare che si ha

(6,6) o () = A 8¢ (%)

Per esprimere la 65 in coordinate non omogenee, ricordiamo che
la funzione y(x,) é omogenea di grado zero nelle x,, ed allora dal teo-
rema di Eviiro sulle funzioni omogenee

(6,7) Xy fyp(n) =0
ricordando la (6) segue che
(6,8) 8\ Yy (5511) = —Ax 0, (x)
Per calcolare il L APLACIANO
(6,9) Zi‘I” = 0, —aA ¢ = (a-lz + 02 + 832 + 542 + 3_32) p=20
in coordinate non omogenee, osserviamo che si ha
(6,10) 02y (xy) = A202 ¢ + (x))
mentre si puod verificare che
(6,11) r2 552 Y (E,,) = A2 (x,x,0, 6, +2x, &) ¢ (x)

sostituendo tali valori nella (9), avremo in definitiva 'equazione

(6,12) | p22¢ — A2(r202 4+ x,%. 8,0, + 2%, 6) ¢ = O
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Tale espressione completa quella ottenuta in un precedente
lavoro, nel quale avevamo posto }55 = |, mentre adesso si é tenuto
conto della condizione (6,3) di normalizzazione.

Se poi ci riferiamo al caso bidimensionale (x, f), la (12) ci da il
DALAMBERTIANO proiettivo

(6,13) ' O = (1 +22) g+ 20y — (1 — p?) g2 + 209, + 2y, =0 |

il quale é una equazione differenziale alle derivate parziali del tipo
misto di TricoMmI. Tale equazione é quindi zperbolica nei punti esterni
all’assoluto (spazio fisico), parabolica mnei punti dell’assoluto, ed
ellittica negli altri punti. In conseguenza, le due caratteristiche us-
centi da un punto P non sono altro che le due tangenti all’assoluto
condotte da quel punto 4%

7 — 1I, CAMPO MAGNETOIDRODINAMICO

Nella relativita proiettiva, le equazioni del campo magnetoidro-
dinamico sono le seguenti :37

(7,1) Rot H,p= Jipe : Div H;y=0 (A4, B=12..5)

Se supponiamo che il tensore 4,5 sia omogeneo di grado 0 nelle
x4, e ricordiamo i risultati del n.° 6, tali equazioni si possono scrivere
cosi, in coordinate non omogenee:

A 1, = /; ( c 0,
(7 2) \ A Rot ][m x]ékc S A‘l (I_)l\/ I{z'\"_ Xy (,'_” Ck):()
’ " ARot C;— = Hy) = Qy, . §
i 4 ‘ A Div C,; =0

con A2 == 1 4 22 — 92, Tali equazioni sono quindi definite nei punti
esterni all’assoluto di Cavrirv-KrriN, e cioé nei punti dello spazio
fisico.

Introdotta la forza ponderomotrice

(7,3) 2 f;; == H/;(: ]_-!1;('

essa si puo esprimere come Div di un tensore energetico

- l
(7;4) T,y =H,;s Hey + 41 Hys Hys 6,45
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c tale tensore generalizza quello dello schema fluido perfetto-campo
elettromagnetico.

A partire dal tensore H ,, si possono costruire un vettore b, ed
un tensore e, cosi definiti

' e — . - - *
(7,5) P € hy=us Hys 5 ceqp=us Higs ||

In un sistema di riferimento proprio (cioé solidale al fluido nel
punto considerato), si ha « =f =y =0, ed allora u, = 0 (z = I,
"2, 3), ug =ic; 1, = 0. Ne segue che

(7’6) /1;1 - (Hzx 0: C"()) , -‘c.‘”l = (Iim ('"(l - 0)

e quindi &, generalizza il vettore magnetico, mentre .11 generalizza il
vetlore elettrico, introdotti nella magnetoidrodinamica relativistica
(n.o 4).

In modo analogo possiamo introdurre il wettore idrodinamico c,
ed il fensore clettromagnetico f,,, nel seguente modo

Ty = X H,s 5 7 fap=xsHips!

(7.7)

perché nel riferimento proprio (in cui x, = 0, x4 = 0, x, = r) si ha
(7.8) ¢ = (€0 Co0) 5 Fin = (E,, H,).
Dalle (5) e (7) segue subito che
(7.9) Iy i‘v.-t = ety =Cypty =0 ; cyx, = Jan B f—t pXp =0
Siopossono poi introdurre il welbore eletlrico
(7,10) reey = lp e H.Tlfc = —ceye ‘( =T f; ity

e lo scalare ¢, che si puo interpretare come «ndice» del Huido

(7,11) re2qg =x up H jp=—rcyupy=1chy x|

perché in un riferimento proprio essi si riducono rispettivamente
al campo elettrico E; ed all'indice f del fluido.
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In modo analogo, il tensore [ p. si pud scomporre nel vettore
corrente [, e nel tensore vortice 2,5, cosi definiti

(7,12) ".7‘-1 = 555 ]:5 7 -@.w = ’_C_s Jans l

oppure nelle due quantita
(7,13) r ](11) = ﬁs ]H;s 7 -Q(”i = l-”‘s Jans

il cui significato si trova facilmente, se c¢i poniamo nel sistema proprio.

8 — SCOMPOSIZIONE DEI, TENSORIL
MAGNETOIDRODINAMICO

11 tensore magnetoidrodinamico H ,;; si pud esprimere in funzione
del vettore i, e del tensore e,y ovvero in funzione di ¢, e di f,5.
A questo scopo osserviamo che la seconda delle (7,4) si pud scriverc
cosl

2 ¢ ey == Eqpepr e Hiy

Moltiplichiamo i due membri per &g,y € sonmmiano; con un
ragionamento del tutto simile a quello seguito al n.° 4, avremo

(8,1) we Hpp + 10y Hye + 10, Hep = ¢ eqpenr; €4
Se allora mioltiplichiamo i due membri per ., ricordiamo che
wy uy = — ¢2 e teniamo presenti le (7,4) otteniamo la formula
v R B
(8,2) i cHyp =1, hy — wy hy + einenr e Coe

In modo perfettamente analogo si trova poi che

(8.3)

1 - - -
- - 1 .
rHyp=cy Xy — Ccp Xy + &qpcnr

Da queste due formule si trae una interessante conseguenza, se si
moltiplica la prima per x; e la seconda per u,

(8,4) Z'A = ’7;4 + ‘2-1 , r ];1 =@ ;,4 + Va4
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dove ¢ é I'indice (7,11) del fluido, e si é posto
(8,5 rcqs = eqpens ¥u e enp 5 CNg = Emenp Wi X¢ for

Inoltre i due vettori g, ed v, sono rispettivamente ortogonali
ad u, ed x,, cioé si ha

(8,6) ZI_A ;‘A =0 ; .\_’A ;1 =0

Possiamo quindi affermare che nel caso generale, il vettore co-
rrente idrodinamica ¢, non é parallelo alla velocitd proiettiva u,,
ma é scomponibile in una parte parallela ad #, ed in una seconda
parte ad essa ortogonale. Si osservi che una cosa simile accade nella
idrodinamica relativistica dei fluidi conduttori del calore, dove il
vettore corrente idrodinamica si pud scomporre cosi [10].

(8,7) Ci=fu;+¢q con wuq =20

e tale formula é simile alla prima delle (4).
Possiamo allora considerare quattro casi-limite della magneto-
idrodinamica proiettiva:

1.0 Ta magnetoidrodinamica ideale protettiva che si ha quando
e 5 = 0, cioé quando il campo si riduce a quello %, per un osserva-
tore proprio. In tale caso si ha

(8,8) CHyy =ty hy —uyhy , mentre ¢, g

2.0 La clettrodinamica provettiva, nella quale i, == 0, ed allora
(8,9) ¢ Hyp == ¢ pcpp Ye epp, mentre ¢, =g,

3.0 La idrodinamica proiettiva, nella quale il campo, visto da

un osservatore proprio, si riduce a quello idrodinamico ¢,. Tale caso

si verifica per f,; = 0, ed allora
(8,10) ¥ Hypy=c; X3 — cpX, con 7rhy = cqx,

4.0 1/ elettromagnetismo proiettivo, quando si ha ¢, = 0, cioé
il campo si riduce, per un osservatore proprio, a quello elettromag-
netico:

(8,1]) 14 HA B = €4BCcDE YXC f])].; con 7 th = V4

In questa memoria ci limiteremo allo studio del primo caso,
riservandoci di esaminare gli altri casi in un successivo lavoro.

11 — Collectanea Mathematica
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9 — LA MAGNETOIDRODINAMICA PROIETTIVA IDEALE

La magnetoidrodinamica ideale (proiettiva), si ottiene quando
il campo H ,p si riduce, per l'osservatore proprio, al campo magne-
tico generalizzato %,, cioé quando si ha e,y = 0.

Questo si verifica quando la conducibilita elettrica é infinita,
perché in base alla legge di OuMm generalizzata

9,1) Ja=o0e, ovvero Jip=oae,y

ne segue che per ¢ -» oo, poiché J ¥, deve mantenersi finita, si dovra
avere ¢4z = 0. Si osservi che la legge di OHM (1), si puod scrivere cosi,
in forma duale

(9:2) ¢ Jape =0 (’-’_,1 Hye + ‘;"'1; Hgy + 7_"c H.xu)

¢ si decompone nelle

‘ ¢ Jiw—o (‘1—111' Hy, -+ '}l:k Hy + Hjy)
(9.3) : - .
( ¢ Q=0 ;Cp, —u, C; + ug Hy)

Passando al limite 7 -~ oo, si ha u; = u; u, =0, C, = fu, ed
allora la prima si riduce alla legge di Oum (scritta in forma duale)
e la seconda ci da 0, = 0.

Fatta questa premessa, per estendere alla relativita proiettiva
la magnetoidrodinamica ideale svolta al n.° 5, ¢i poniamo dapprima
nel caso piltt semplice in cui pg = 1 [11] e ci limitiamo ai fluidi per-
fetti incompressibili.

Si ha allora

9,4) ¢ Hop = ity Ty — Ty By

mentre il campo idrodinamico si riduce a

(9,5) gy =@y, , con c,x,=0

Per ottenere allora 'espressione del tensore energetico totale (7,4),
osserviamo che in base alla (4) si ha

CPHysHgy = c*hyhy —Puyuy e quindi Heg Hyg = — 2 /12
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dove si é posto /#2 = h h,. 1l tensore energetico totale é quindi dato
dalla semplice espressione

| - |
(9,6) i Ty =hghg — 112(.;_2- wy iy + ;— (5‘4,,) !
! ‘ |

che generalizza la (5,3) della magnetoidrodinamica relativistica.
Per scrivere le componenti di tale tensore, al limite relativistico,
osserviamo che si ha

9,7) chi=uHy+u, C; ; chy=u, C,

5

¢ quindi, passando al limite (v -~ oo) siavrau, = u; u, = 0; C, = fu,,
dove f é T'indice del fluido. In couseguenza

(9,8) hi=h; 5 ¢ hg= —cf
Avremo uindi
(9,9) N2 == 12 4 2 f2 == 12 4 e - p o= M2

se sl tiene presente che f2 = pu' = u 4 p/c2. Poiché nei fluidi per-
fetti incompressibili si ha 2P = Mc¢2 (vedi n.° 5), avremo, al limite

(9,10) Ty =h; by — M, — Poy,

il quale, a meno del segno, coincide con la (5,4) della magnetoidro-
dinamica relativistica (per py = 1). Le altre componenti si riducono
alle

(9,11) Ty = —cfhy ; 2T=0c2f2—h2
Tornando alla magnetoidrodinamica proiettiva, se pouiamo
(9,12) h2 == M 2222 P

il tensore energetico totale (6) si puo scrivere cosi

9,13) Taw =y — 0y — Doy |

e da esso, moltiplicando 1 due membri per w,, segue che

(9,14) wy Ty == (Mc2 — P)uy = Pu,
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Prendendo la Div della (10) si ottiene 'equazione dinamica
(9,15) Moy 0ty + 1ty 0y (M wy) + 3P = &, (hy hy)

la quale, ricordando che i, ¢, == d/dr ed introducendo laccelera-
zione proiettiva a,, si riduce alla

(9,16) | M ay + wuy 0,4 (M 11,,) + & P = /z[ aA /zB + /1,, 04h,

Per ottenere l'equazione di continuita, moltiplichiamo la (16)
per 1y, e ricordando le (7,8) avremo

9,17 — 208, (huy) + dPjdv = uyh, ¢ hy
4

In base alla (12) l'equazione dinamica si pud scrivere cosi
- o 2
(9,18) Ni2uey 0y + 1y &4 (H2uy) - = Cph2 =122, (le )

mentre l'equazione di continuita assume la forma

| oo
(9,19) ‘ 04 (MPuy) — 5 Wy Oq B2 == Tjuy 0y hy |
‘ I
La seconda equazione (7,1) del campo magnetoidrodinamico
(9,20) Oy gy — g hy) =0
al limite relativistico si decompone nelle
(9,21) G (wihy —u,h) =0 ; 0;(fu;) =0,C, =0

la seconda delle quali esprime la incompressibilita del fluido. Ese-
guendo la derivazione, la (20) si scrive cosi

Uy 0y hy & fy 8y thg — 1y O lty — Ny 8ty =0
Moltiplicando per /iy e sommando, segue che
hytty 04hg + 2041y — hyhg 0 ,uz =0

e semplificando:

(9,22) U O 220 my = Dyt Oy hy

Nl--
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essa viene quindi a coincidere con l'equazione (19) di continuita,
dedotta dalla equazione dinamica.

Si osservi infine che dalla equazione del campo ¢, H,; = 0,
moltiplicando per u; e sommando, segue subito che 0, &, =
= H,, 641,, cioé

D

(9:23) 7?—1 ]71 = 7—/'.-1 77—‘]# A ﬁ]x = ]7'.4 E;l

da cui segue che il campo /%, ¢ solenoidale solo se é ortogonale alla
accelerazione proiettiva, come nel caso (5,11) relativistico.

10 — ILE EQUAZIONI DELILA MAGNETOIDRODINAMICA
IDEALE PROIETTIVA

Otteniamo cosi il seguente sistema di equazioni della magneto
idrodinamica proiettiva dei fluidi perfetti incompressibili, con g = 1
e con conducibilitd infinita

04 (54 77'1; - —1;'3 7;1) = 0; Z.—l ;id =0

— c2 - —

W2y @10y - 1y 04 (752 ) -+ Py Oph?=c20d, (hqhy)
(10,1) ¢ ]

— 1, Oy N2 A- N2 0,1, = Nyup éqhy

2

’-17_.1 ‘“-_,l = — (‘2 , ]5 - ‘l.t(,‘z

che é un sistema di 12 equazioni indipendenti nelle 12 incognite
(14, Mgy s P)

Le considerazioni fatte possono essere subito estese al caso pilt
generale in cui il fluido sia comprimibile, e ug # 1. Occorre allora
introdurre i due tensori H,; e B,p, e le equazioni del campo mag-
netoidrodinamico risultano le seguenti [41:

(10,2) 1 Rot Hyy = Jupc ; DivB,p=1Ip

Se definiamo la forza ponderomotrice nel seguente modo

(10:3) 2 f.-1 = BB(; ]AB(‘, -2 H,w Il;
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si puo introdurre un tensore energetico che generalizza quello di
MAXWELL-MINKOWSKI

1
(1014) AJ.—I B = HAS BSR + 'Z Bl\’S HRS (s.-IB

ed allora 'equazione dinamica si scrive cosi

| I
(10,5) 'f4 = 0s M 45 + 4 (Brs 04 Hyrs — Hys 0.4 Bys)

Se poi introduciamo il vettore b, ed il tensore d,, cosi definiti
(10,6) ¢ hy=usBys ; cdyy=ts Bigs

e ci riferiamo al caso della conducibilita elettrica infinita, dalla e, , = 0,
segue che d, , = 0, ed allora si avra

(10,7) H,p = 7_‘.»1 En - 1_"1; 71—.4 ; By = ;LA _b-B - /L—"B ZA

Perd adesso i vettori /i, ¢ b, non sono pitt proporzionali (anche
nel caso in cui yg é costante), e quindi non lo sono piit neanche H
¢ By,

In questo caso, sostituendo le (7) nella (4), otteniamo il seguente
tensore energetico

| S |
(10,8) | Myp =l by — hsbs (—12 Wyt + % 6_“,) '
c
! \

mentre si ha, con facili calcoli e ricordando le (6,4) e le (7,8)

(10,9) (B/cs 3.-1 H/cs - Hks 6.4 BRS) == (ES 5.4 _65 — zs 3.4 Ee)

1 1
4 2

Per dimostrare che al limite relativistico ricadiamo nella teoria
svolta al n.° 5, osserviamo che per 7 - co si ha

(10,10) h;=h; ; bi=uohi ; hy= —cf ; b= —cg

dove f e g sono i due indici del fluido. I1 termine (10,9) si riduce allora
al seguente
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2
(10,11) (s by — b 0,k = 7 (f dig — g 8. f)

!
2
Se ricordiamo che [8] fg = u’ = u + p/c2 e che dalla condizione
di Sy~GE segue che ¢2u' 9, f/f = 6, p, avremo
c2 c2 af c2 / ]5
== — ai ’—2 (", =——'(6' ’—Zt/l—)":—ai('—Z——)
, (O =280 f) = (0w — 24 ARG

c2

\

¢ quindi il termine (11) vale
|
(10,12) 5 A (e —p)

Quindi al limite relativistico, la forza ponderomotrice si puo
porre ancora sotto forma di divergenza del seguente tensore ener-
getico

1 | . 1
Ti, = po hy hpy— (uo h2 + p c2 4 p) (j)' ;1 + -2 (sik) + -2— (uc2—p) by =

\C

N 2
== g Iy Ty — (,u, + p—l—-ﬁol—l ) ;i — (/7 L —; Lo /12) Aix

cioé, in definitiva
(10,]3) 7"1'1: = Uo ]Zvi hk — M w; Wy, — P (S;k

che viene a coincidere a meno del segno, con la (5,4).

Per finire, osserviamo che si puo stabilire una notevole analogia
tra la magnetoidrodinamica ideale proiettiva e la «drodinamica
proiettivay, nella quale si ha

(10,]4) 7H.4B =_é:l ':;B —Cnx;

P

mentre il campo magnetico generalizzato, assume la forma

(10,15) rhy —=cqgx, con hyu, =0

Sostituendo tale espressione (14) nella (7,4) otteniamo il se-
guente tensore energetico

S e
(10,16) __TAB:cA CB—i—Cscs(—' xAxR——(sAB)
_ r2 2
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Se osserviamo che si ha
(10,17) re;=xH 4+ x,C; ; reg=x,C,

e passiamo al limite » — oo, si ha ¢; = C;; ¢; = 0, il tensore (16) si
riduce a quello della idrodinamica relativistica.

Prof. GIUSEPPE ARCIDIACONO
Via Acquedotto del Peschiera, 96
00135 - Roma
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