SOBRE LOS CONJUNTOS COMPACTOS EN LOS ESPACIOS DF
por

MANUEL VALDIVIA

SUMMARY

The main result of this article is the following one: If in a DF-space
E, M is a subset which has a numerable family of compact sets, which
union is dense in M, then the topology of E and the topology of its strong
bidual E,'"’ are cowmcident in M.

Los espacios vectoriales que manejamos estdn definidos sobre el
cuerpo K de los ntimeros reales o de los ntmeros complejos.

Con la palabra «espacio» queremos decir «espacio vectorial to-
poldgico localmente convexo y de HAUSDORFF».

Si E es un espacio, representamos por E,” su dual topolégico,
con la topologia de la convergencia uniforme sobre los conjuntos
compactos de E. Si la topologia de E es T también escribimos E[T]
en vez de E. Con la notacién T,,(E’) indicamos la topologia sobre E,
que posee un sistema fundamental de entornos del origen formado
por todos los tomeles bornivoros, dicha topologia coincide con la
topologia de la convergencia uniforme sobre los conjuntos acotados
de E,’, dual fuerte de E, y también con la topologia que induce el
bidual fuerte E,”" de E sobre E. A E con dicha topologia le represen-
tamos con la notacién E[Ty,(E')].

Utilizaremos el siguiente resultado que ha sido obtenido por
A. GROTHENDIECK [1]:

a) Sea M un subcomjunto separable del espacio E[T]|. St E[T] es
un espacio DF, entonces T y Ty (E’) cotnciden sobre M.

LEMA

Sea E[T)] un espacio DF. St A es un conjunto compacto cualquiera
de E[T), entonces A es compacto en E[T,,(E')].
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DEMOSTRACION

Un sistema fundamental de entornos del origen en E[T,.(E’)]
estd formado por los toneles bornivoros de E[T] y, por lo tanto, todo
conjunto J-completo es T,,(E’)-completo.

Sea A4 un conjunto compacto cualquiera de E[T] y veamos que A
es Ty, (E')-compacto. En E [Ty, (E')] A es completo y, por lo tanto,
si no fuera compacto no seria precompacto, por lo que existiria una
sucesién {x,},~; en A, sin ningtin punto adherente. Dicha sucesién
tendria un punto x T-adherente. El conjunto M = {x, xy, x5, ..., %, ...}
es separable, por lo que, aplicando el resultado a), Ty T, (E’) coin-
ciden en M, de aqui que x sea T, (E’)-adherente de la sucesién {x,}721,
lo cual es una contradiccién. Queda, pues, demostrado el lema.

El teorema siguiente tiene mayor alcance que el resultado a) de
A. GROTHENDIECK.

TEOREMA 1
Sea E[T] un espacio DF. Si en el conjunto M de E[T] existe una

oo
sucesion de conjuntos compactos {A,}ne1, tales que U A, sea denso en
u=1

M, entonces T y Tpe(E') coinciden sobrve M.

DEMOSTRACION

Evidentemente, la topologia T,.(E’) es més fina que 7, por lo
que en E[T], dados un punto x ¢ M y un tonel bornivoro V cuales-
quiera, hemos de demostrar que existe un entorno del origen U,
tal que

x+UnMcx+47V, (1)

Si V* es el interior de V en E[Ty,(E’)], entonces, teniendo en cuenta
el lema, se verifica, para cada entero positivo #, que (x + V*) n 4,
es un abierto en A4,, para la topologia inducida por 7, y, por lo tanto,
C,=A4,nCx+ V*) es un conjunto compacto, tal que x ¢ C,.
Suponiendo que {B,}32; es un sistema fundamental de conjuntos
acotados y absolutamente convexos de E[T], veamos que podemos
determinar una sucesién {U,};2; de entornos del origen, cerrados
y absolutamente convexos, y una sucesién {a,};-; de ntimeros reales
estrictamente positivos, de manera que, para cada entero positivo p,
se tenga
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a,'Bic Upnz, 1 =1, 2, ...,j), (2)

Co 0 (x+ Uy =4 3)

En efecto, suponiendo que la determinacién se ha hecho para 7,
p <, hallamos un namero real estrictamente positivo a, ., tal que

+12

|4
ay.1 By € 5

n+1
Si D, es la envoltura convexa cerrada de u a; B;, se tiene
14 : =1 .
que D,.; Cc 5 c V*, por lo que, teniendo en cuenta la definicién

de C,.;, resulta que
(x + Dn+1) n Cn+l - ¢»

ero como D es cerrado y C,.1 es compacto existe un entorno
n+1 n-t1
del origen U,.;, cerrado y absolutamente convexo, de manera que

(x + Un+1) n Cn+1 = ¢: Un—;~1 =) Dn-}—l:

es decir, que se tienen las relaciones (2) y (3) para p =n + 1,
1=1, 2, ..., n+ 1.

oo
El conjunto 2U = n U, es cerrado, absolutamente convexo y,

n=1
por la condicién (2), bornivoro, y puesto que E[T] es un espacio
DF, resulta que U es un entorno del origen.

Sea U el interior de U en E[T]. Veamos, ahora, que U cumple
la condicién (1). En efecto, siz € (v + U) n M, entonces z ¢ x + 20U,
de donde se deduce que z no puede pertenecer a C(x + V), ya que
si z perteneciera a dicho conjunto se tendria z € (x 4+ 2U°) nC(x + V),
y como este ltimo conjunto es abierto y tjo 4, es denso en M, exis-

n=1

tiria un entero positivo #ny tal que
A n @+20) nClx+ V) #4 (4)
por otra parte

Coo=An nClx+V* 24, nClx+V),
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por lo que, observando (4), resulta que

(x + 20) n C,, # ¢.
y de aqui

(x+2U) n C,, # 4,

lo cual es un absurdo, ya que 2U < U,, y se verifica la condicién (3).
Queda, pues, demostrado el teorema.

Cororario 1.1
Sea E[T] un espacio DF. St existe en E[T] una sucesion {A,}n.21

(o]
de conjuntos compactos, tales que u A, sea total, entonces E es infra-
n—1

tonelado.

DEMOSTRACION

[e)
Si u A, es total en E[T] es facil comprobar que existe en E[T]
n=1

una familia numerable de conjuntos compactos cuya unién es densa
en E[T], por lo que, aplicando el Teorema 1, T,,(E’) coincide con T,
de aqui que E[T] sea infratonelado, c.q.d.

Cororario 2.1

Sea E un espacio metrizable. Si en el dual fuerte E,’ de E, existe
una familia numerable de conjuntos compactos, cuva union es total,
entonces E es distinguido.

Es sabido que hay espacios DF semi-reflexivos que no son refle-
xivos [2, p. 401]. La situacién es distinta con respecto a los espacios
DF semi-MONTEL, como pone de manifiesto el teorema siguiente.

TEOREMA 2

Sea E un espacio DF. St E es un espacio semi-MONTEL, entonces
E es un espacio de MONTEL.

D1MOSTRACION

Hemos de ver que E es tonelado. En efecto, el espacio E es unién
numerable de conjuntos compactos, por lo que, teniendo en cuenta
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el Corolario 1.1, E es infratonelado, pero como ademds E es completo,
por ser semi-reflexivo, se tiene que E es tonelado, c.q.d.

Finalmente, damos la siguiente caracterizacién de los espacios
de FRECHET-MONTEL.

TEOREMA 3

Sea E un espacio metrizable tonelado. Es condicién necesaria y su-
ficiente para que E sea un espacio de FRECHET-MONTEL, que E, sea
un espacio DF.

DEMOSTRACION

La condicién necesaria es conocida. Veamos, pues, la condicién
suficiente. Los conjuntos cerrados y acotados en E’, con la topologia
o(E’, E), son o(E’, E)-compactos, por ser E tonelado, y, por lo tanto,
son también compactos en £/, de aqui que E,” sea un espacio semi-
Mont1EL. Aplicando el Teorema 2, E,' serd un espacio de MONTEL

y como consecuencia E es un espacio de MoxTEL, c.q.d.
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