APLICACIONES DE GALOIS EN CONJUNTOS ORDENADOS
Y EN RETICULOS

por

FRrRANCISCO DE A. SALES VALLES

1. — ORDENACIONES EN EI CONJUNTO DE PARTES DE UN CONJUNTO
ORDENADO.,

Sea C un conjunto ordenado y consideremos el conjunto P (C)
de sus partes. La relacién de orden < definida en C induce en P (C)

s

la siguiente relacién, que indicaremos por < :
S
A<B

A eP(C), BeP(C), siysolo si todo elemento a € 4 es < que un
elemento b ¢ B [1].

Esta relacién es un preorden y determina por tanto una relacién
de equivalencia que indicaremos por S:

A4 <B
AEB (S)<=Z=>

B< A
1. — Sea AeP(C); el conjunto B = |J X (X e P(C)) es equi-

XiA
valente S a A.

En efecto: A ¢ B == A < B. Por otra parte, si ce B, es ce X

para algin X _é_ A, luego existe un ae 4 tal que ¢ <a, osea B < 4.

2. — La unién de los conjuntos equivalentes S a A es un con-
junto equivalente S a A.
En efecto: Sea B= | X. Sice B es ce X para algin X = 4 (S)

X=4

s
por tanto existe un ae A tal que ¢ < a, o sea B < 4. Ademas, si
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a €A existe en cualquier X = 4 (S) un ce X tal que 2 <c¢, o sea

A éX c B lo que implica A _s<_ B.
Un conjunto 4 € P (C) diremos que es cerrado S ([2] pag. 14) si

xeAd _ 4 (1)
y<xf 7€
o lo que es equivalente
A=UX (2)
X;A

La demostracién de la equivalencia entre (1) y (2) es como sigue :

s
Sea X < 4 ; para todo x € X existe un a € 4 tal que x < a, por tanto
si se verifica (1), es x € 4, 0 sea X c A ; evidentemente si X ¢ 4 es

X é A, luego la clase de los conjuntos X que verifican X é A es
la de los contenidos en A y 4 =|JX = |J X, con lo que queda

Xc4 s
X=<4

demostrado que (1) == (2). Sea A =X y

X4
aeA
r<a
se tiene que {x} _<s_ A, luego {x} € 4, o sea x ¢ 4, de donde (2) == (1).

3. — Si 4 es cerrado S se verifica BéA <==> B c A.

En efecto: Es evidente que B c 4 == B _<s_ A. Sea B é A, por
ser A cerrado S es 4 = |J X, luego B c 4.

X<4
4. — En cada clase de equivalencia S existe un y un solo con-

junto cerrado S.

En efecto: Sean 4 y B conjuntos cerrados Sy 4 = B(S). Se
tiene

A<B AcB
=:{ A=B.
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Luego en cada clase de equivalencia S existe todo lo mas un conjunto
cerrado. S. Ahora bien, el conjunto unién de todos los conjuntos
de una clase, segtin 2, es de la clase o sea,

B=UX==B=A4(S)

X=A4(S)

y por tanto B = |J X. Este conjunto B es cerrado S ya que
X = B(S)

ceB
xSC}:»ceX, X = B(S)
y
Xu=X(S
por tanto
X u {xy = B(S)
lo que implica
XuxecB

va que X U {x} entra como sumando en |J X, luego x ¢ B.
X=C

ProrosicioN 1.1 — 1.6 — El conjunto P (C)/S es isomorfo con

s
la clase M de los conjuntos cerrados S. La relacién < se transforma
en la relacién c.

2.0 — M es un reticulo completo distributivo, (anillo de subcon-
juntos de C, [2] pag. 14).

En efecto: La primera parte de la proposicién es consecuencia
inmediata de los resultados anteriores.

Sea {A;};.; una familia de conjuntos cerrados S y sea B < |J 4,,
il

para todo ¢ € B existe un A4; tal que en A; existe un elemento g, tal
que ¢ < a;. Indicamos por B, al subconjunto de B formado por
aquellos elementos de B tales que en A, existe un elemento mayor.
Se tiene:
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Por ser los A; cerrados S, es B; c A,, osea, Bc U 4;. Como que
todo conjunto B ¢ |J 4; es B < U 4., se tiene que

i€l i€l

Ud,=UX

i€l s
X=Ud;

icr
o sea, |J A4; es cerrado.
icl
Sea B <) 4;, se tiene B < A, para todo i€l y por ser los 4;
i€l

cerrados S es B ¢ A. para todo 7€ I, por tanto B c ) 4;. Recipro-
i€l

camente Bc 4 ,== B é N 4;, luego
i€l

N4 =Ux

i€l
X=nN4;
i€f

0 sea n[ A; es cerrado. La distributividad se deduce inmediatamente.
i€

Segtin un teorema de E. H. MoORE ( [2] pag. 49) los subconjuntos
cerrados respecto a cualquier operacién de clausura forman un re-
ticulo completo en el cual el infimo es la interseccién de la teoria
de conjuntos. La 2.2 parte de la proposicién 1.1 precisa més ya que,
aunque es facil probar que la operacién 4 — 4 tal que a todo con-
junto 4 ¢ P(C) hace corresponder el conjunto A = (xeC|x < a,
a € A} es una operacién de clausura y por tanto A reticulo completo,
en este caso particular el supremo de una familia de conjuntos de M
es su unién segtin la teoria de conjuntos y por tanto M es un anillo
de conjuntos y por consiguiente distributivo.

Definimos ahora en P (C) la siguiente relacién [1]:

’

A<B

si y solo si para todo b € B existe un a ¢ 4 tal que a < b. Esta rela-
cién es un preorden que induce una relacién de equivalencia que
indicaremos por S’
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1. — Sea 4 ¢ P (C). El conjunto B = |J X esequivalante S’ a 4.
A;X

En efecto: A ¢ B==B sg A. Seace B, se tiene que existe

un X tal que ce X, por tanto existe un ae A tal que a<g, lo

que nos dice que 4 SS B.

2’. — La unién de los conjuntos equivalentes S’ a un conjunto 4
es un conjunto equivalente S’ a A.

Se demuestra anilogamente que 2.

Ilamaremos conjunto cerrado S’ a todo conjunto A4 € P (C) tal que

ae A 4 v
w>af =7 FE (1)

o lo que es equivalente
A=y X (2"

Esta equivalencia se demuestra de una manera analoga al caso
de los cerrados S. También de una manera andloga se tiene:

3. — Si A es cerrado S’ se verifica A é B <== B c A.

4. — En cada clase de equivalencia S’ existe un y solo un con-
junto cerrado S'.

ProprosicioN 1. 1. — El conjunto P (C)/S’ es isomorfo con la

’

S
clase M’ de los conjuntos cerrados S’. La relacién < se transforma
en la relacién o.

2'. — M’ es un reticulo distributivo completo.

3’. — El conjunto complementario de un conjunto de M es un
conjunto de M’ y reciprocamente.

En efecto: Las dos primeras partes de la proposicién se demues-
tran anilogamente que en la proposicién 1.

Sea A € M, se tiene
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ya que si y € A, por ser 4 € M, seria x ¢ A contra la hipétesis. Esto
nos dice que A°e M’. Andlogamente se demuestra el reciproco.

Existe una relacién entre la completacién de un conjunto orde-
nado mediante cortaduras ([2] pag. 58) y los conjuntos cerrados
S y S'. En efecto: Definimos A* como el conjunto de las cotas su-
periores del conjunto 4 € P (C). Se tiene:

o — A< 4x
Y| sg A*
2..0 — A* es cerrado S’ ya que
x e A*
yzx}:byeA*

Definimos A+ como el conjunto de las cotas inferiores de A4 € P (C).
Se tiene:

10 — A+ < A

23 — A+ es cerrado S ya que

xeA+

y<x }==yeA+.

Se verifica ademais:
A c (4%)*

ya que para todo a € 4 es a < a* para todo a* € A*, luego a ¢ (4%)*;
por ser (4*)+ cerrado S es 4 é (A*)*. Dualmente se tiene (4+)* ¢ 4

y por ser (A+)* cerrado S’ es (4+)* sg 4.

Indicamos por N a la clase de los conjuntos de P (C) que son
(A*)*+; por ser todos los (A*)* cerrados S es N ¢ M. En general no
es N = M como lo prueba el siguiente ejemplo: Sea C la recta real
con su orden usual, el conjunto 4 = (— oo, x) es cerrado S, luego
A€M pero A ¢ N ya que en este caso serfa A = (B*)*+, Be P (C),
pero es ficil comprobar que (B*)* = (— oo, y].
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Por ser (4*)* una operacién de clausura los conjuntos de N
forman un reticulo completo, en general no distributivo. N no es
un subreticulo del reticulo M ya que aunque la interseccién en N
es la interseccién de la teoria de conjuntos, como en M, la unién
no lo es; la unién en N de 4 e¢N, BeN es el minimo conjunto
de N que contiene a 4 y a B, asi por ejemplo en el plano R2,
A= {('— 0, xl] X (— oo, yl]}: B= {(— o, x2:| X (_ 0, y2:|}: A GN:
pero aunque A UBeM es AUB ¢ N. La unién en N de 4 y B
es D = {(— oo, 2] X (— e, 1]}

V2

X1 Xa

2. — EL ESPECTRO DL RETICULO M DE CONJUNTOS CERRADOS S.

1. — La clase de los conjuntos de M que no contienen a un ele-
mento dado a € C es un ideal primo de M.
En efecto: Sea

I,={AecM|a¢A}, acC

Se tiene:
Ael,
BEIG}::AUBGI“
Ael,
Bem}Z»AnBEIﬂ,

luego I, es un ideal de M.
Ademas
AnBel,

B¢l }=$A€L

ya que B¢I,==aeB yporser AnBel,esa¢A n B luego
ag¢A.
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2. — 81 x<y, xe¢C, veC es I, c I,

En efecto: Como que los conjuntos de M son cerrados S si un
conjunto no contiene a x tampoco contiene a y, luego A € I, == A e I,,.

Sea B ¢ I,, consideremos el conjunto B U (x] ((x] es el conjunto
de los elementos de C menores o iguales a x). Se tiene

Bu (x]eM, Bu (x]el, Bu (x]¢1,
luego
I, #1,.

3. —Si x|y (¥, y no comparables) es I, || I,.

En efecto: Supongamos x || v, I, € I,. Esto implica que si 4 ¢ M
y 1no contiene a x, tampoco contiene a v, luego un conjunto B e M
que contiene a v también contiene a x. Sea B = (y]; se tiene B e M,

ye B, luego x € B o sea x <y contra la hipétesis.

Prorosiciox 2. 1. — La correspondencia
X — Ix (l)

es una aplicacién inyectiva de C en el espectro (conjunto de ideales
primos) de M que conserva el orden (morfismo de orden), o sea

xSy:>I,tCIy
ILcl, == x<y.

2. — Si C es finito la aplicacién (1) es biyectiva y por tanto iso-
morfismo de orden.

En efecto: La 1.2 parte de la proposicién es consecuencia inme-
diata de los resultados anteriores.

Si C es finito es M finito. Si I es un ideal primo de M existird un
conjunto A e M, A ¢I. En A existe por lo menos un elemento x
no perteneciente a ningtin B e I, ya que si todos los elementos de 4

pertenecen a algin Bel serfa A c |JBel o sea Acl, contra lo
Ber

supuesto. Si x es un elemento de 4 que no pertenece a ningin B
se tiene, segtin 2.1, [ c¢ I,.
Sean
X1, X2, coey Xy (2)

los elementos de A no pertenecientes a ningdn B e I; se verifica

Icl,, Icl,,.,Icl,.
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Supongamos que en (2) existe un elemento x; menor que todos los
demés y supongamos I # I, ; por ser I c I, existird un conjunto
DeMtal que Del,, D ¢1, luego D no contiene a x;, por lo que
tampoco contiene a ningtin elemento de (2). Tenemos que 4 n D
es un conjunto de M tal que todos sus elementos pertenecen a algtn
Bel, luego A n Del, pero A ¢I, D¢1, lo que nos dice que [
no es primo, contra lo supuesto. Por tanto si en (2) existe un ele-
mento x; menor que todos los demds es

I=1,.

Si en (2) no existe un elemento menor que todos los demads, habrd
por lo menos dos elementos incomparables. Sean x;, ¥, incomparables.
Tenemos I ¢ I,, I c I,,. Sea D un conjunto de I tal que contenga
todos los elementos menores que x; y todos los menores que x, (exis-
te, puesto que todo elemento menor que x; pertenece por lo menos
a un B el y anilogamente todo elemento menor que x;). Tenemos:

DU{X]}EI',;Z - D ] D ol — Del
Duwger, M uxplnDnxg]=De
pero D U {x} ¢ I, D U {xy} ¢ I, luego I no es primo, contra lo su-
puesto. Se tiene pues que en (2) existe un elemento x; menor que
todos los demés y en este caso se ha visto ya que I = I, . Resu-
miendo, dado un ideal primo I cualquiera de M, existe un ele-
mento x e C tal que I =1,.

ProrosiciON 3. — La condicién necesaria y suficiente para que
el reticulo M de los conjuntos cerrados S de P (C) sea algebra de
BooLE es que en C todos los elementos sean incomparables entre si
(conjunto totalmente desordenado).

En efecto: Si C es totalmente desordenado M = P (C), pues
cualquier parte de C es cerrada S; P (C) es algebra de BOOLE.

Reciprocamente, si M es &lgebra de BooLE, lo tnicos ideales
primos son los maximales ([3] pag. 168, [5] pag. 198), luego, segin
1 de la proposicién 2, no puede haber dos elementos de C que sean
comparables.

CoroLArIO. — La condicién necesaria y suficiente para que M= M’
es que C sea totalmente desordenado.
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En efecto: M = M’ implica que M ademds de distributivo sea
complementado, por tanto 4lgebra de BooLEk, lo que implica que C
sea totalmente desordenado.

Reciprocamente, si C es totalmente desordenado, M es algebra
de BOOLE luego contiene el complemento de todo conjunto de M
osea M= M.

ProposiciON 4. — Si C es cadena, M lo es también y reci-
procamente.

En efecto: Sean A, Be M ; por ser C cadena, todos los elementos
de A son comparables con todos los de B. Si todo elemento de 4 es

s
menor que algin elemento de B es A < B, lo que implica 4 ¢ B;
si no es asi existe en 4 algiin elemento no menor, y por tanto mayor
o igual, que un elemento de B, luego todo elemento de B es menor

que algtn elemento de A o sea B é A, lo que implica B ¢ A, por
tanto, todos los conjuntos de M son comparables.

Si M es cadena, el conjunto de ideales primos de W lo es también
y esto implica que C sea cadena.

La topologia determinada en C por la clase M de conjuntos ce-
rrados S hace de C un espacio T pero no T'; ya que si p € C no es
en general p = p (p es el conjunto cerrado S formado por todos
los elementos de C menores o iguales a p, o sea p = (p]), solo lo es
si p es un elemento minimal de C. También se tiene que puede ocu-
rrir que siendo p, ge C y p 7% g no exista ningtn conjunto cerrado S
que contenga a g y no contenga a p. En efecto: si p < ¢, todo con-
junto cerrado S que contiene a ¢ contiene a p. La topologia en C
determinada por /M no es, por tanto, de HAUSSDORFF.

Si C es totalmente desordenado es espacio T; y de HAUSDORFF
con la topologia determinada por M ; esta es precisamente la topo-
logia discreta.

3. — APLICACIONES DE GALOIS EN CONJUNTOS ORDENADOS.

Sea C un conjunto ordenado. Diremos que 7 es una aplicacion
de Galois si es una aplicacién definida en C con valores en C tal que

1.0 — a<b a beC==10<1710

20 — a<1t2a
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PROPIEDADES :

12 — r< Tt =>2<1%

En efecto: x<tz=>12z<10=22<7%

Corolario. — x=max 2eClx <712

En efecto: x < 72x, luego txe{zeClx <712
y todo z tal que x <tz verifica z<71x

28 — T =13%

En efecto: % <72x == 74 >173x. Por otra parte vx < 72(rx)

3.2 — Es condicién necesaria y suficiente para que x ¢ v (C) que
x = 12%.

En efecto: Evidentemente la condicién es suficiente. Sea x € 7 (C),
se tiene:

X=71y

yeC } TX = 12y 2y =13y =1y =2%

La aplicacién 7 restringida a 7= (C) es biyectiva y cambia el orden.

Diremos que b e C es contradictorio con aeC si b < va ([4] pa-
gina 11). La relacién de contradiccién es simétrica (se deduce inme-
diatamente de la 1.2 propiedad).

43 — El conjunto de elementos contradictorios con a es (za].

52 — El conjunto 4 ={xe¢C|a = 74}, de los elementos de C
que tienen por imagen segtin t a a verifica 4 c (v 4].

6.2 — Si a es contradictorio consigo mismo, es decir si a < 7t a,
todo elemento b < a es contradictorio consigo mismo.
En efecto:

a<rta
b<a ==>tb>7t1a>a>0b.
Consideramos la relacién de equivalencia definida por

x=y(1) «e== T8 = TY.

Indicamos por C, a la clase de equivalencia que contiene a x. Como
que tx = 3%, se tiene

¥ = 12%(7)
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y por ser t2x € 7 (C), se tiene que en cada clase existe un elemento
de 7 (C). Vamos a ver que solo existe uno. En efecto: Si yet(C) y
ademis y = x (1) se tiene que tx = vy y por tanto 72x =12y =y.

7.2 — El elemento C, perteneciente a 7 (C) es maximo de su clase.

En efecto: Este elemento es t2x. Sea y =x (1), se tiene 12y =12x
y por tanto y < 12y = 12x.

De todas estas propiedades se deduce la siguiente proposicién :

ProrosicioN 5. — Existe una aplicacién biyectiva entre el con-
junto C/t y el conjunto 7 (C). La restriccién de la relacién de or-
den < en t(C) induce una relacién de érden en C/7.

4. — ArricacioNEs 7 EN P (C).

Sea C un conjunto ordenado y sea 7 una aplicacién de Garors
definida en C. Definimos en P (C) la aplicacién ¢ de la forma siguiente :

AeP(C), A= {alicr == 14 ={Ta}ics
1. — Se tiene

A =B(S)==1t4 =1B(5)
A =B(S)==14 =B(S).

En efecto:
VaeA, beB tal que a<b
AEB(S) = ’ ’ =
VbeB, Ja'eA tal que b<a
Ta>71h 4 = 2B(S
bz ra | T TAETEE)

VaeA, 3beB tal que b<a
A =B(S) == }za

VbeB, 3a’eA tal que a’' <b
tb>1a
= ra > b } == 14 = 7 B(S).
Corolario. —

A = B(S) == 124 = 12B(S)

A = B(S') == 124 = ©2B(S)

La aplicacién 7 en P (C) transforma clases de equivalencia S en
clases de equivalencia S’ y reciprocamente.
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2. — Se verifica:
s
A <124
sl
A <124

En efecto: Para todo xe¢ A existe x < 12x€72A4. Para todo
12a ¢ 7124 existe un aed tal que a < 72a.

3. —
B< 24 B <24
A=BES)=={ = i A=BE)=={ o .
A <12B A<72B

En efecto: Para todo b ¢ B existe un ac A tal que b < a, luego

72b < 124, lo que implica b < 724, o sea B <124 y andloga-
mente para la otra férmula y el caso 4 = B (S).
Esta propiedad puede enunciarse asi:

s s’
Si<Sua; Si<Spa,

indicando por S, y S, respectivamente las clases de equivalencia
S y S’ definidas por A.

PRrOPOSICION 6. — Una aplicacién de Garois t definida en un
conjunto ordenado C define dos aplicaciones: 7,, 7, que aplican res-
pectivamente el conjunto de clases de equivalencia S en el conjunto
de clases de equivalencia S’ y el conjunto de clases de equivalencia
S’ en el conjunto de clases de equivalencia S. Estas dos aplicacio-
nes estdn en correspondencia de Garors ([2] pag. 56. [3] ~ag. 70).

En efecto: Se tiene

Si > Sia
Si 3.
Si S, <SSz es A<B, por tanto T4 > 1B, o sea S;4> S;5.

Si S;<Sg es A<B, por tanto T4 > B, o sea S;4> S;5.
Ademas, vy 7, aplica las clases S en clases S, verificindose:

T TSSA - TS'S-,;A = S‘IZA’
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pero A <124, luego S, < 71,7,S; y 7,7, aplica las clases S’ en

’

N
clases S’, verificindose 7,754 = 7,S;4 = S'24, pero 4 < 124,
sl
luego S4 <S4

4, — Sea C un conjunto ordenado con una aplicacién de GALOIS T
tal que 7(C) =C. SiAeMestAdeM,sideM es tAeM.
En efecto:
aed

Aej\/[:»{xga

} ==zxc4.

Sea y > ta, se tiene vy < v2a = a, por tanto tyeAd, o sea
y=12yetA, lo que nos dice que 74 ¢ M.

Anélogamente se demuestra el segundo caso.

5. — 8i 7(C) = C, las aplicaciones 7, y 7, que aplican respecti-
vamente M en M’ y M’ en M estdn en correspondencia de GALOIS.
La demostracién es andloga a la de la proposicién 6.

5. EJEMPLOS.

1.0. — Sea R la recta real con la ordenacién usual. La clase M
de los conjuntos cerrados S es la clase de las semirectas (— oo, %)
y (— oo, x]. A cada x € R corresponde el ideal I, formado por toda
las semirectas de origen — oo que no contienen %, o sea el ideal prin-
cipal engendrado por (— o, %). Como que M es una cadena, todo
ideal es primo ([2] pag. 42) por tanto ademds de los ideales pri-
mos I, existen los ideales principales engendrados por (— oo, %].
Indicaremos por J, al ideal engendrado por (— oo, x]. Estos ideales
no corresponden a ningiin nimero real x en el sentido de la aplica-
cién ¥ — I, pero a cada x corresponde un J, y solo uno, verifi-
candose ademds ¥ <y == J, c J,. Obsérvese que I, c J, y entre

#

I,y J, no existe ningtin ideal primo.

Si consideramos la recta racional Q, si x € existen los ideales
primos I, y J,, pero ademds existe otro tipo de ideal primo que no
es correspondiente ni en el sentido I ni en el sentido J a ningdn
% de Q. Por ejemplo: sea x2 €, el conjunto de semi-rectas (— oo, ¥),
(— oo, ¥] con y2 < x2 es un ideal primo que no es ni un /, ni un J,.

La aplicacién 7x = — x es una aplicacién de Garorsy estR=R
ya que evidentemente x = 72x. El conjunto de elementos contra-
dictorios consigo mismo es el de los ntimeros reales no positivos.
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2.0 — Sea C el conjunto de ntimeros complejos con la siguiente
ordenacién: # < v si y solo si #=1v o |u| < |v|. El conjunto M de
los conjuntos de C cerrados S es el de los circulos de centro 0 abier-
tos, cerrados y semi-cerrados por algunos puntos de su frontera.
La clase M’ de los conjuntos cerrados S’ es el de las partes exterio-
res de los conjuntos de M. La aplicacién % = u—! es una aplicacién
de Garors en la que 72u = u o sea C = 7C, si ampliamos el conjun-
to C con el punto c. Los elementos contradictorios consigo mismo
verifican @ < 7a o sea @ < a~! lo que implica 2 =a-1 y por tanto
a2=1, o |a] <l|a~1] == |a? < 1, luego el conjunto de los elemen-
tos contradictorios consigo mismo es el circulo unidad abierto mas
los puntos — 1 y + 1.

6. — APLICACIONES DE GAIOIS EN RETICULOS.

Supongamos ahora que C = R reticulo con elemento minimo 0
y elemento universal #. Sea 7 una aplicacién de Garors en R. Ade-
mis de las propiedades del niimero 3 se verifican: ([2] pag. 148).

1. — @V b =rta)rh (1)
T@ANb)>r1aV th (2)

En efecto:

a<a\bd Ta>t(aV b) _tapATtb=t(@Vd) (v
bgavb}“szr(avb)}“°zavzbzz(avb) (8)

a/\bga}_ -r(a/\b)z-ra} T(@aAd)>TaV th (p)

aNb<b T@Ab)>tbf " t@Ab)>TaATh (9)
a<1t2a 5 s 23
b<2b ==>aV/b<712aV 7

y por (p) se tiene
aVb<t(taAtb)==>7(@aV b >12(ta\tb)>71a\Th (0

De («) y (¢) se deduce (1); de (8) y (y) se deduce (2).

3 — Collectanea Mathematica
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2. — 7(0) es el méximo de 7 (R) y 7 () es el minimo de 7 (R).
De las propiedades 1 y 2 se deduce:

2a. — Si R # {0} es 7 (0) # 0.
En efecto:

T10=0==2>74<10=0=>74a=0; a<124a=70=0==>a=0.

2b. — 70 = u.
En efecto:

%STZM::M::TZM:: @LET(R) == ¢ = max T(R)zro-

2c. — 7(R) es cerrado respecto a la interseccién.

En efecto:

a et (R) a=7tx } .

ber(R)}—:b=1y ==apNb=1xANTYy=7(*VY).

2d. — Todos los elementos de R son contradictorios con el 0, es
decir, xe R ==>x < 170 =u.

2e. — Si x < 7u, x es contradictorio con todos los elementos
de R y reciprocamente, si x¥ es contradictorio con todos los elemen-
tos de Res x < tu.

En efecto: Sea ¥ < vu, yeR. Se tiene 7 < 7y y por tanto
% < 7y. La reciproca es inmediata ya que si x es contradictorio con
todos los elementos de R es contradictorio con # y por tanto x < 7 u.

3. — Si R es un reticulo completo, 7 (R) también es reticulo com-
pleto y en €l el infimo es la misma interseccién A que en R.
En efecto: Sea {x},; un subconjunto cualquiera de 7 (R); se
tiene:
A % <x; para todo jel
iel
por tanto
2 A\ x; < 12x;, = x; para todo jel
i€l
de donde
2AN% <A
i€l icl
lo que nos dice que

A% =712\ %
ier ier
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y por tanto
A % eT(R).

Ahora bien, todo conjunto ordenado con elemento méximo tal que
todo subconjunto no vacio tiene infimo es un reticulo completo
(2] pag. 49). El supremo en 7 (R) de dos elementos 4, b € 7 (R) no es
en general a \/ b, como lo demuestra el siguiente ejemplo:

u

a

t10=u, 7a=c¢, tb=a, 1c=a, 1d=0, 7Tu=0.

Se tiene 7(R) = {0, a,¢c, u}; a\/ ¢ =d pero d ¢ v(R). El supremo
en 7(R) de a, bev(R) es 72(a \/ b). En efecto:

a<<a\ b a=12a<72(aV b)
b<aVb| ~b=12b<12(aVb),

luego t2(a \ b) es cota superior de ¢ y de b. Sea x >a, x > b, se

tiene :
x>=aV b==12x>12(a \ b

ysixer(R) esx>12(aV D).

4. — El conjunto de los elementos de R contradictorios con todos
los elementos de R es un ideal E que coincide con el conjunto de
elementos cuya imagen por v es u.

En efecto: por 2e, es inmediato que E es el ideal principal en-
gendrado por t#, o sea E = (tu]. Sea x¢E, se tiene ¥ < mu ==
== 7% > 124 =u == 7% = #. Reciprocamente, 7x =% == 74 =
2% > x.

5. — La relacién x¥ = y (1) es estable respecto a la unién,
En efecto:

Il

X
%'

ol svr =y vy@
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ya que
x =y (1) TX =TY , ,
5=y 1)}_:> ox =gy f T TEATE STV ATY =2
==t V) =1y VY)==>2V2 =y V()
6. — Si R = 7(R), el tinico elemento contradictorio con todos

los de R es el 0.
En efecto: xe¢ E == vx = u. Por ser R = 7(R), es aplicacién
biyectiva de R en R y como 70 =% es x = 0.

7. — Si R = 7(R) se verifica v(a A b)) =7a V 7b.

En efecto: si R = 7 (R) se verifica que paratodo x € R es ¥ = 72 %,
por tanto 7(a A b) = t(72a A 72b) =12 (ra \V 7d) = ta \ 7b.

Sea R un reticulo distributivo y v una aplicacién de GaLols
definida en R tal que R = 7 (R) (reticulo de MORGAN). Definimos:

at+b=@Ata)VOATH)V (@ATD)V (0ATa),

se verifica:

a). — a+aeD(D es el conjunto de elementos de R contra-
dictorios consigo mismo).
En efecto:

at+a=aAta==t(@at+a)=1t(@A\7ra)=1taV a
pero como que a A Ta <a \ Ta, se tiene:
at+a=apANta<aV ta=r1(a-+ a).

b. — SiaeD es a=a-+ a.
En efecto: a +a=a A ta y por ser aeD es a \ ta =a.

c. —a+b=r1a+ b
En efecto: a + b puede escribirse asi:

a+b=(@aVb A (raV td)
(por ser R distributivo), de donde
tat+t1b=(vaV 1b) A\ (v2aV 72b)=(raV td) A (aVV D) =a+b.

d. — SiaeD es ta+ra=a.
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7. — ORTOCOMPLEMENTACION.

Una aplicacién de Garors 7 de R en R (R reticulo con elemento
minimo 0 y elemento universal #) tal que verifica

x ANtx=0

para todo x € R, diremos que es una ortocomplementacion en R y di-
remos que 7 x es un ortocomplemento de x ([2] pag. 123, [4] pag. 20).

Todo reticulo R, con 0 y #, admite la siguiente ortocomplemen-
tacién que denominaremos trivial:

¥x#0==>1x=0,70=u.

En un reticulo R, con elemento 0 y #, tal que todo elemento x tiene
pseudo-complemento ([2] pag. 147) es decir, para todo x e R existe
maximo x* del conjunto C, de elementos y ¢ R tales que x A y =0,
la aplicacién x — x* es una ortocomplementacion.

En efecto:

2<x==>yY N2y A %,
luego C, € C, y por tanto x* < z*. Ademds, por ser
(@)*=midx (€ C,y) v 2 Ax*=0 es x< (x¥)*

La reciproca no es cierta. Ejemplo

X

La ortocomplementacién 0
t0=u, Ta=4a, tb="b, tad =a, b =a, wm=0

no es una pseudo-complementacién.

1. — Si 7 es una ortocomplementacién en R se tiene que:

2(x V TX) = u
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En efecto:
2xVrx)=7(r(xV %) =1(rx A 72%) = 70 = u.

Corolario. — Si x\/ txeTt(R) es %V tx =u.

Un reticulo R con una ortocomplementacién r diremos que es
T-ortocomplementado si R = 7 (R).

Existen reticulos que son ortocomplementados respecto a varias
ortocomplementaciones, asi por ejemplo

144
a d

0

admite la ortocomplementacién t0=u, ta=050, tb=a, tc=d,
td=c, Tu=0 y la ortocomplementaciéon 10 =wu, ta=d, 1b=c,
1c=0b, td=a, tu=0 y el reticulo es ortocomplementado res-
pecto a cada una de estas ortocomplementaciones.

2. — En un reticulo R, 7-ortocomplementado, se verifica :
x NTtx=0,2\ 74 = u,

es decir, el ortocomplemento de cada elemento es complemento.
En efecto: es resultado inmediato del corolario de 1.

3. — En un reticulo R, r-ortocomplementado, se verifica que el
tnico elemento contradictorio consigo mismo es el 0.
En efecto:

x<7TX

== X TX=TXxX=u == %x=0.
x\/rx:u} v

4. — En un reticulo ortocomplementado la contradiccién (x < vy)
implica la incompatibilidad (x A y = 0).
En efecto:

r<ty =22V ¥tV Tty =>u<Tt(x Ay ==>2x Ay=0.

La reciproca no es cierta pues en general la incompatibilidad no
implica contradiccién.
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5. — Si R es reticulo distributivo y 7-ortocomplementado la in-
compatibilidad implica contradiccién.
En efecto:

ARV OAT)=((AD) VA AV T2)=
=y Ay V) A@VTa)=y AV 2=y,
por tanto siy Ax=0esy ATx =y 0 seay=<tx.

PROPOSICION 7. — Un reticulo distributivo 7-ortocomplementado
es univocamente complementado (4lgebra de BOOLE).

FEn efecto: Si R es 7-ortocomplementadox A T4 =0, x V 172 =u.
Supongamos que y es complemento de x, o sea

xVy=u, xANy=0.

Se tiene x V y =x V 74, ¥ Ay =% A 7%, lo que, por ser R dis-
tributivo nos dice que y = tx.
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