ESTUDIO DE LAS FORMAS ARMONICAS SOBRE UNA
VARIEDAD KAHLERIANA COMPACTA CON CURVATURA
BISECCIONAI, HOILLOMORFA NO NEGATIVA

por

Juax GIRBAU (¥)

En este trabajo llegaremos al siguiente resultado:

Teorema 1. — Si W es una variedad kidhleriana compacta de
dimensién compleja #, con curvatura biseccional holomorfa no ne-
gativa en todo punto, toda forma armoénica de tipo (1,1) que
se anule en un punto, es idénticamente nula. En particular,
dim (HY (W, Q') = dim H"! < #?, donde 2! indica el haz de gér-
menes de 1-formas holomorfas, y H'! indica el espacio vectorial de
las formas armdnicas (globales) de tipo (1,1).

Es interesante observar que en el caso de curvatura estricta-
mente positiva en todos los puntos, se verifica dim H"! = 1, (Bishop-
Goldberg) y en este caso, Frankel conjetura, que no existen mas
variedades de este tipo que los espacios proyectivos complejos. Pero
si tomamos como hipétesis que la curvatura sea positiva o nula,
es decir, no negativa, las cosas cambian mucho. Este es el caso
que nosotros tratamos.

El teorema 1 afirma que la dimensién del espacio de las formas
armonicas globales de tipo (I1,1) no puede exceder a la dimensién
del espacio de las formas (algebraicas) de tipo (I,1) en un punto.

§ 1. PRELIMINARES

Notaciones. — Emplearemos las mismas notaciones que LICHNE-
ROWICZ en (4). Trabajaremos siempre en una variedad kihleriana
compacta W de dimensién real 2#. Siempre que empleemos indices

(*) Este trabajo ha sido realizado con la ayuda de una beca del Plan de
Formacién del Personal Investigador.
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latinos supondremos que varian de 1 a 2#, mientras que cuando
empleemos indices griegos supondremos que varian de 1 a #. Si ¢
es un indice, ¢ indicard el indice ¢ + % si 7 < #, o bien 7 — n si
i >n. Se verifica 7 = 1.

Designaremos por J el operador que da la estructura compleja
en W. Siempre que empleemos coordenadas reales en un entorno
de un punto p, (x!..x" y!..9y") supondremos que verifican

0 0 0 0 .
J (W) = J (WJ == 3 Entonces designaremos por 2% =
= %% + 1Y%, 2% = x* — y*. Se tendrd pues dz* = dx* + idy*, dz* =
W g 0 1[0 . 0 ¢ 1/ ¢ . 0
= dx* — idy*, az“_i(é_ﬁ_la—y")’ a—ziz—i(ﬁﬁ—i_iW)' Enton-

ces {8—(;“ , 6%3} constituye una base de T (complexificado del espa-

cio real tangente en el punto p, T,):{dz*, dz*} constituye una
base de (Tj)*.

Cuando empleemos coordenadas locales de un tensor covariante
o contravariante las consideraremos siempre referidas a bases de
esta forma. Si « es una forma de tipo (p, g) de componentes locales
Hdy .. dp7r. 7, SR oi-%77 el tensor contravariante de tipo (g, p)
obtenido subiendo los indices por medio de la métrica. Por conju-
gacién de este tensor obtenemos otro temsor de tipo (p, ¢), cuyas
componentes las designaremos por & -%7-7 Es decir gh 4% es
por definicién igual a of %717,

Dadas dos formas de tipo (p, q) « y 8, designaremos por

Bz, e dpTL Ty

1
(V'! ﬂ) = p|_q| L 2T P ';q

y designaremos por < a, f > = f (o, B) n, siendo 7 el elemento de
w

volumen. Designaremos por 4 la diferencial exterior, que se descom-
pone en d’ 4+ d’’. 4, 8 y 6" indicardn los operadores traspuestos
de d, d’ y d’’ respectivamente mediante el producto escalar de for-
mas <, >. Designaremos por A la laplaciana de de RHAM, es decir:

A=dé+0d=2(@" ¢ +d6d)=2(d"¢" +9d"d")
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Expresiones de la laplaciana. — Se verifica :
) k
(A ®)iy.iy = — VEV ot + 3 Ry, iy (hyyiy —
S
ko
- ;lRfs it it (R ()
i

donde (%), indica que el indice % estd situado en el lugar s. R,*;’
indica el tensor de curvatura y R;* el tensor de Riccr.

Si « es una forma de tipo (p, ¢), empleando indices griegos
tendremos :

— - — - - 2] - -
(A a)ll N \/k Vi %14 e Ap Tl Ty + Z R/li %21 ... ()i --Ap71 Ty +
3

-0 - - - P e- o - - -
+ 2 Rrj gc/'h..J.,,n...(g)j...'t, -2 E R/Ii T; Xap . (@)i e ApT1 e (0)j. Ty
7

]

Observemos que los términos de la forma ¥ R;, ";,j“oc;_[,,_(g),,,_(o)j,‘,;,p;,,,,;q
i

i
son nulos a causa de la antisimetria de 2 en o, o, y la simetria
de R en los mismos indices. Andlogamente son nulos los términos de
la forma ¥ R:,%7° 00,71 @i @)y 7 -

Para abreviar llamaremos Q(a)hm;p;l,_,;q, Q" (@..2p7iz,, ¥
K (2)3y..2,7 iy al segundo, tercero y cuarto término, respectiva-
mente, del desarrollo anterior de la laplaciana. Con estas notaciones

tendremos pues:
Aa= —Vtv,a+Q () + Q' (2) + K (2)

Mediante un simple célculo se obtienen las siguientes expresiones
de 0, 0"y K:

1 in...
Q (“)A,...A,,?,...r'u = (15__—1)' 3/1:.2../‘.:" R;.Q Lovy..vp7y ..ty

1 ivevy .
Q" (@i ..rp7.7, = ¢ =1 8;:}?”;:" Ri® o055,

..q, ~
¢ A - -
% R eo Xagy..opn 02...0,

K (O()i.l wAp T T, T

2 002.+-0p coz.
&~
P T1 ... T,

F—Dlg— i

Proposicién 1. — Se verifica: Aa= —2V*Via 4+ 2Q’ (2) + K ()
En efecto:

—VEVy = — VIV — VAV, = — 2VAV;i + ViV — Vi,
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La proposicién es entonces consecuencia de la identidad de Riccr,
pues se tiene ficilmente :

ViV —viv,=Q —Q

Proposicion 1'. — Se verifica: Ao= —2V*V,a+ 20 (e) + K (2)
Demostracién andloga a la proposicién 1.

Proposicion 2. — Si designamos por

a (). ntinz, = Va % BTl

se verifica :
<Aoa—20Q () —K(o), « >=2@¢+ 1) <a(x), a(@ >

En efecto, se tiene:

(Ao —20"(2) —K (), o) = — P,Lg, (VAVE 2.2 .zg) @Rt
Sea
£, = p%g' (Vi tay oty .z,) PPt
VE=—yrg = — vk (P'Lq' (Vi % tyir.s) &zl...;.,,h...;q) —
= _ﬁ (VF Vi oy 2717, o ATty —
— ;E'—I—(F (Vi 0ty gy) (VE R BT %) =

(ba—2Q (@) —K(a), ) —(g+ 1) (@(x), a(x))

! —

Por consiguiente :
(e —2Q" (@) —K(a), @) =288+ 2(¢+ 1) (@(2), a(=)
e integrando:
<Aa—2Q (@ —K@, a>=2(@q+1)<a(x), a(@) >

como se queria demostrar.
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Pyoposicion 2'. — Si designamos por

b (U'),MM wlp ';1 T—y - Vﬂ aﬂ.[ ...1;,;1 'r—,l

se verifica:

<Aoa—2Q() —K(o), a >=2(p+1) <b(a), b(ax) >

Demostracién andloga a la proposicién 2.

Definicion. — Diremos que el operador 2Q’ 4+ K es definido no
negativo, y escribiremos 2Q’ 4+ K > 0, si en todo punto de la va-
riedad se verifica ((2Q' + K)«, «) > 0, cualquiera que sea «. Dire-
mos andlogamente que el operador 2Q 4+ K > 0, cuando en todo
punto de la variedad sea ((2Q + K)«, «) > 0, cualquiera que sea «.

§ 2. TEOREMAS CONCERNIENTES AL CARACTER NO NEGATIVO DE
LOS OPERADORES 2Q + K, 20’ + K.

Supondremos en este apartado que se verifica
20+ K >0, 20" +K = 0.

Designaremos por H?:? el espacio vectorial complejo de las formas
arménicas globales de tipo (p, ¢). Se sabe que H#7= H? (W, Q¢),
siendo ©? el haz de gérmenes de las p-formas holomorfas.

Nos proponemos demostrar el resultado siguiente:

Teorema 2. — S12Q0 +K >0y 20’4+ K > 0, se verifica:
(a) Toda forma 8 e H?? que se anule en un punto, es idéntica-
mente nula.

(b) En particular dim H?? < (:)(Z)
Para la demostracién de este teorema necesitaremos el siguiente
lema : :

Lema 1. — Designemos por 7#:1 el conjunto de los tensores con-
travariantes antisimétricos que verifican la condicién:

v;t Xﬂ.] ..J.p;1 1,:" = O

Si XeT?7 y B eHp, entonces 7(X)p es una constante. 7 (X) g
indica la contraccién interior de f con X.
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Demostracion del lema. Basta demostrar que ¢ (X)p es un escalar
holomorfo sobre toda la variedad y para ello basta que probemos
que V; [#(X)p] = 0. Se tendra:

Vu [7“( )/3] (XA' Apri Tqﬁll ApTi. )=

;b' g v
b

— (V5 X4 el ) B ipivs, +

v
P' q' XA 2p71s WV;HBA, ApTity

15' g!
El primer término es nulo por ser X € 7#9. Mostremos que el segundo
término es nulo. Para ello basta ver que V;fi .17 .z, =0 es de-
cir, siguiendo nuestra notacién, que a(8) = 0. Por ser B e H?? se
verifica A f# = 0, y en virtud de la proposicién 2 se tiene:

— < QO+ KB p>=2(@+1)<a(p), a(f) >

Pero por ser 20" 4+ K > 0, el primer término es negativo, mientras
que el segundo es positivo. De aqui se deduce que a(f) = 0, que
es lo que queriamos demostrar.

Demostracién del teorema. — Sea B e HP1. Sea
X}q ...7.,,‘?1 ‘;q — BZ]...).,,'?]...!"Q

Probemos que X ¢ 777 Tenemos que ver que v-X’l ApTity = ()
lo cual es equivalente a probar que v, f, . ,,7..5 = 0 es decir, si-
guiendo nuestra notacién, que b (8) = 0. Esto se deduce analoga-
mente a como hemos hecho anteriormente, de la proposicién 2’,
del hecho de haber supuesto 2Q + K > 0. Entonces, por ser X ¢ TP I,
7(X) B es una constante a causa del lema, pero como f se anula
en un punto ¢ (X)p debe ser idénticamente nula. Entonces se tiene
(B, B) =1i(X)B =0 lo cual implica g = 0. Ello prueba el apar-
tado (a) del teorema. (b) es un simple corolario de (a) y se de-
muestra asi:

n

P
Bi...B8. de HP¢ con k > (;)(Z) En todo punto x se verifica

Supongamos dim H?P? >( )(Z) Entonces existirfa una base

m(A?PTQ® NT) = (Z)(Z), por consiguiente para un x fijo cual-
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quiera (B;), ... (B;). son linealmente dependientes, por tanto existe
una combinacién lineal 3 &;(8,), = 0. Sea 8 = X %;f;. f es nula en
el punto x, por consiguiente f = 0, asi pues se tiene una combina-
cién lineal no trivial de f; ..., en contra de la hipétesis de que
constituyan una base.

§ 3. ESTUDIO DEL CARACTER NO NEGATIVO DE IOS OPERADORES

20 + K, 20" + K.

Nos proponemos en este apartado, encontrar condiciones de tipo
geométrico para que se verifique 2Q + K > 0, 20’ + K > 0.
Llegaremos al siguiente resultado:

Teorema 3. — Si la curvatura biseccional holomorfa es no ne-
gativa en todo punto, para las formas de tipo (1,1), los operadores
2Q + K y 2Q’ + K son no negativos.

Para la demostraciéon de este teorema mnecesitamos el siguiente
lema de BIisHOP-GOLDBERG (1):

Lema 2. — Si & es una forma de tipo (1,1), existe en cada carta
local una base {Y, ... Y,, Y,..Y,} tal que &(Y,, Yﬁ) =0si a#pf,
y tal que g,z = d,5.

Demostracion del lema. — Se verifica la equivalencia siguiente :

E(X,Y)=¢(JX, JY) cualesquiera que

£ es del tipo (1,1) === { sean X, Y

Sea entonces T (X, Y) =T (X, JY). T es simétrico puesto que
T(X,Y)=§(X,JY)= — £(JY, X) = £(JY, J2X) = £(Y, JX) =
= T (Y, X). Ademaés se verifica que T (X, Y) =T (JX, JY). Asi
pues T es una forma simétrica invariante por J. Sea X; un vector
propio de T, entonces JX; también es vector propio. De esta ma-
nera podemos elegir inductivamente una base ortonormal X, ... X,
JX; .. JX, de modo que T quede diagonalizado en esta base.
Entonces tomamos :

Yoz = -’1/_ (Xa - 7’]Xa)

<
Y

Vo= —x (X, +i]X,)

S
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Un simple calculo muestra que £(Y,, Y;) = 0 si « # f. Adema4s en
esta base g,5 = 0.
Necesitaremos también el siguiente lema:

Lema 3. — Con las mismas notaciones que el lema precedente,
se tiene:

R (?;u ch Y;u ?a) = R (X;u JX/,U Xu: ]Xa)

Demostracion del lema

x4 ixy), - (x, — i),
(\/ ] \/ iJX,)

& - irx), 72 (X, + 17X =
= R(X,, X, X, X,) + %R(X,,, X, X, JX,) —
— % R(X,, X,, JX,, X,) — 2 R(X,, JXo X, X,) +
+ 3 RUX,, Xoy X, X+ § RUX,, JXo, X, X)) +
:11 JX,, X, JX, X,) — % R(JX,, X,, X,, JX,) —
“‘11 (X, JX, JX,, X,) + ;11 R(X,, JXo Xy, JXo) +
+% (X,, X JX,, JX,) — 2 R(X,, JXo JX,, JXo) +
L R(JX, Xp X, JX) + £ RUX,, JX, X, JX,) -

—;;R(]X,,, JX, J X X)) + - R(]Xy,]XmJ » JXo).

Entre estos 16 términos se verifican las identidades siguientes:

1.er término = 6° = 119 = 16° - 4.0 término = 5° = 120 = 13°,

2.0 término = 309 = 14° = 15° - 7.0 término = 8% = 90 = 100,
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Tenemos pues: R(Y,, Y, Y, Y, = R(X,, X,, X,, X,) +
+ iR(X,, X4 X, JXo) + iR(JX,, X, X, X,) + R(X,, JX,,
X,, JX,). Es inmediato que los términos en 4 son iguales y de signo
contrario, luego se destruyen. Tenemos finalmente :

R(Y, Y, Y, Y,)=R(X, X, X, X,) +
+ R(X,, JXo X, JX,) = R(X,, JX,, X, JX,).

Demostracion del teorema 3. — Primeramente calculemos:
(20" + K)a, o) = 2 Riea,;a% + 2 RA ;4 a5, 400

Tomemos una base segin el lema 2. En esta base tendremos:

(RQ" + K) @, o) = Rigys lof#, o't -+ ao% 7% — 2 it 07%) =
= Lysuo H‘x’;“ - o('1;6“2
Por la hipétesis del teorema y por el lema 3 las Ry,.; > 0, de
donde 2Q’ + K > 0. Analogamente se demuestra 2Q 4+ K > 0.

El teorema 1 es ahora una consecuencia inmediata de los teore-
mas 2 y 3.
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