EL DIAGRAMA DE LA TRICRUZ
Y EL TEOREMA DE HOMOLOGIA

por

E. G-Ropeja F.

El diagrama de la «tricruz» o de los veintisiete es la generaliza-
cién del diagrama de la cruz o de los nueve.

Los lemas se estudian en categorias exactas y su exposicién per-
mite, en esta nota, estudiar las traslaciones de cruces y generalizar
de dos modos el teorema de homologia.

El teorema clédsico corresponde al caso en que las cruces trasla-
dadas tengan ceros como vértices superior-derecho.

La notacién y el lenguaje empleado son los de la tesis del Prof.
A. R-GRANDJEAN L-VArcarceL, Homologia en Categorias exactas
[1], y todas las referencias de esta nota se refieren a dicha memoria.

* * *

1. El diagrama de los veintisiete, de las tres cruces o abreviada-
mente de la «tricruzy, es el diagrama que se obtiene a partir de tres
flechas ménicas del mismo rango, sus contcleos, los cuadrados car-
tesianos de los pares de flechas monicas, los cuadrados cocartesia-
nos de los pares de flechas épicas, y la descomposicién de los pro-
ductos de flechas ménica y épica en épica y ménica.

El diagrama que se obtiene consta de 27 objetos, 21 series exac-
tas cortas y 6 cero-series, tres cruces de centro el centro del cubo.
Con otros seis puntos se completan seis cruces en las caras del cubo.

La deduccién de las propiedades del diagrama es casi inmediata
utilizando el lema de la cruz (3.1.1) y, con sus duales, los teoremas
de los cuadrados cartesianos, en particular (2.2.3):
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En el diagrama
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si el cuadrado 2 es cartesiano, el rectangulo es cartesiano si y sélo si
si es cartesiano el cuadrado 1.

Una tricruz en que las caras del cubo sean cruces (para lo que es
suficiente que lo sea una de ellas) se llamard tricruz distributiva.

* * *

II. Casos particulares de la «tricruz» corresponden a diagramas
con algunos de sus vértices cero, por ejemplo, en esta nota se utilizard
una «tricruz particulary, en la que el subobjeto v es menor que w
(v se factoriza a través de w), o lo que es equivalente w® se factoriza
a través de v°.

La arista vertical anterior-izquierda del cubo tendrd como vér-
tices tres ceros, lo que da lugar a que seis flechas sean 1 (isomorfis-
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mos), lo que permite identificar, como es habitual, el dominio y el
rango de cada uno.
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La tricruz es distributiva. Todas las series son exactas cortas.

* * *
II1. Una traslaciéon m: C - C’ entre dos cruces C y C’

3) A B Cc
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estd formada por nueve flechas:
n: = (a,b,cdef.gh)),
cuyos nombres corresponden a los de su dominio y rango:

a: 44— A, b:B——— B, ...

IV. Sea n’: C’ C"" una traslacién b’, ¢’-épica (con las fle-
chas b’ y ¢’ épicas). La flecha b’ queda determinada por la flecha ¢,
toda vez que:

b = (e'v')°.

Si se considera la tricruz [e'*, #', v'], formada a partir de dichas
flechas ménicas, sea Cy’’ la cruz de la cara inferior del cubo, y

TEOI O ———— C”, 7'50, L= (ao’, bo’, Co’, ),

la traslacién determinada por la tricruz. Se comprueba ficilmente
que ademads de ¢’ las traslaciones n’ y ny’ tienen comunes las flechas:

Y = by, b = hy.

Las cruces C”" y Cy’’ tienen el brazo:

r 123
.B" = B,
vll — vOII
. "o 17
E" = E,

“H' — HOII
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La traslacién &', ¢’-épica queda determinada si se conoce ademds
de la flecha ¢’ la flecha f’ necesariamente épica.

La consideracién de que el cuadrado

fol .ula — ullc. el

perteneciente a la tricruz es cocartesiano conduce a

4)

que la flecha f’ se factoriza a través de fy',
=Tt ho

La cruz C” queda determinada a partir de Cy” por el conoci-
miento de f;, toda vez que:

v =0y y u'° = fg-uy"’® son dos brazos de C".

Las cruces C'' y Cy’’ con un brazo comtin forman una «tricruz par-
ticular» (fig. 2), determinada por las flechas:

[vll —_ vol’, uoll, ul’ N
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Se obtiene la igualdad: a’ = aay’, como consecuencia de la con-
mutatividad
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de los dos cuadrilateros y el tridngulo de la figura y de ser la flecha
A" B" mbnica.

De modo analogo se deduce:

d' =dg-dy, g =gs8', ¢ =¢cpco’, ['=JpSos V=151,
de donde:

de=dy g° =g
toda vez que:
‘ dy', &0’

son flechas épicas de la tricruz [e%, ', v'].

En una tricruz distributiva, ay’ es épica, a’° = aj.

* * *

V. Sea n’': (' ——— C" una traslacién a’, ¢'-épica, se obtiene
a' = ay, en este caso las cruces C"” y Cy”’ tiene comtn los puntos
AII — AOII y EI/ — EO’I,

La tricruz [¢'f, w', v'] es distributiva.
B“
7) A"=Al. s 2

.
w

G" \: : R yHa "
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[r=tefo, W =hgh, 7" =igq.
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Sean ¢z y gp las flechas tales que:
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son cuadrados bicartesianos.

Se deduce (By' ——— Cy"’, Dy’ —~ G’ épicas) la conmutativi-
dad de los cuadrados:

[ \ \..’ " nY N n
F > F Ho " > H

>

De la construccién de la homologia de la cero-serie, Dy’
E"” F'", y de ser bicartesiano el cuadrado de lados

paralelos d; y g5, se obtiene:

F'": = ker f, = coker d, = coker g,.
Anélogamente:

H" : = ker hs = coker by = coker c.
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Los cuadrados épicos (de flechas épicas):

10)
n f n " h "
FO t R ,‘F Hor 8 }»H

| L \»

I : LR nt
o ig I Io

tienen la propiedad de que la flecha que une los nticleos de dos lados
paralelos son ménicas (c; y g5 son moénicas), por tanto, lo son también:

-

" N L_h"n,= :
H 4 i 1" :=ker 16

Observacién: La condicién para que las flechas que unen los
nicleos de los lados paralelos de un cuadrado épico 4. a = c. b,
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sean monicas, es equivalente a que la cruz construida con las flechas
épicas @ y b sea una cruz de counién (3.5.7),

o, . 1 5.
12) T
bk
v ak . a AJ/
1 b
® | atabt=0

El cuadrado épico cocartesiano
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se puede descomponer en cuatro cuadrados cocartesianos. La ob-
servacién anterior conduce al resultado:

ker p = ker fz = "
ker g = ker hy = : H".
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La cruz construida con las flechas épicas p y ¢ es una cruz de
counién

14) /
iu'

Para demostrarlo basta comprobar que:

ker n = ker ¢’ m
nt=p. gk
Ker 7 es la homologia de la cero-serie
Co"” E” I,

ker n = coker ¢5 = H'" = ker g.

La cruz de unién de esta cruz H"
de counién es una cruz con iso-
morfismos (3.5.8).

—
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.

La traslacién x,:C,———C,’ es e,, f,-ménica (dual de IV).
La traslacién =, : C,’ —C,'" es b,', e,/-épica (IV).

La tricruz [e,, #,’, v,’] coincide con las traslaciones: =, : C,
—C, ,n,/:C,’ — C,"" en los puntos indicados en la figura:

—_—

o ¥ ]
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n

Siendo G, =H (v,, %), G, =H (v,/,u,”),G,” = H (v,”, u,"), (3.1.3),
la serie de homologia:

G,, gcm . 8on 8 on gﬁn

es exacta, y

coker gz, = I* = ker 1,
ker g,, = A* = coker a,,.

Si, todavia, las traslaciones m, y =,” son, respectivamente, 7-mé-
nica y a'-épica, la tricruz (que en este caso serd distributiva) coincide
con las traslaciones en los puntos indicados en la figura:
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La condicién impuesta es equivalente a que la serie:

’

c c
Cn n Cnl 7" Cn”

cuyos objetos son los puntos medios de las flechas:

’. 7 7 17 ”"
Fn: Uy, © U :Bn __""Fn

. . 7 ’ . N
wev,: B,—— F,; u,°v,': B,

es exacta corta.
(Siendo

A<tn

n> ' Cl,
n \$"

on
la serie C,———C,'——~ C," es exacta corta siy solosi: C,=C,,,
C no__ CII)
n ~ on/*
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En este caso (fig. 5y dual), C"”" = Cy"’, A" = 44", C* =0, F* =
= I*, y este dltimo punto es la homologia de la cero serie:

F = FO F' = FOI F"
f f s '

El teorema que se obtiene es andlogo y comprende al clasico de
homologia.

En una serie exacta de complejos (no necesariamente cero series)
st para cada m, son series exactas cortas:

Cn = Hn (un’ 7)‘;,) C”—"’ Cnl = Hn (un’: vnlc) _C” > Cn“ = Hn,(un”’ vn”c)
se obtiene una serie exacta de homologia
;1,,—1 F,?_Ii =—' j Gn i G'MI G, ! (.;{,L,‘
o Gn” F:} = ‘{B;l:+l Gn+l
En el caso C, =0, C,’ =0, C,” = 0, la condicién de ser
0 0 0

una serie exacta corta se cumple, por lo tanto, se puede aplicar el
teorema anterior y se obtiene el teorema clésico.

*
*
*

VIL Siz:C — (' es una traslacién ¢, -ménica (dual de V) y
7w C'——— C'" a', ¢/-épica (V), la tricruz [e, u’, v'] (que en este caso
serd distributiva) coincide con las traslaciones en los puntos indica-
dos en la figura
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Sea un complejo de cruces,

una sucesién de cruces tales que para todo %, I,_| = 4,.
En este caso

By By
In—l =An InzAn-}-l

n-l 7T ..

es un complejo de cero-series.

Una serie exacta corta de complejos de cruces son dos trasla-
ciones de complejos de cruces, tales que:

!

n
. E"Il

» e
E, - E,

n

son, para todo #, series exactas cortas.
Las traslaciones m, y m,’ son, respectivamente, ¢, -ménica (dual
de V), v a’, ¢’~épica (V). Las tricruces resultan, por tanto, distribu-

tivas

Si la serie

es, para todo n, una serie exacta corta, C, = C,,, C,’” = C
H,%W =0, A,=B,, F,' = 1), se obtiene, siendo: 1,/ = A, .1, la
homologia de la cero-serie

18 — Collectanea Mathematica
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El teorema clasico de homologia corresponde al caso particular
en que todas las C son cero.
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