SOBRE LA EXISTENCIA DE MODELOS PROYECTIVOS
ABSOLUTAMENTE NORMALES DE UNA VARIEDAD
ALGEBRAICA

por

RAFAEL MArLLOL

INTRODUCCION.

El concepto de normalidad y el proceso de normalizacién de una
variedad algebraica, debidos a O. ZAriskr!), ademdis de constituir
instrumental adecuado para abordar el problema de resolucién de
singularidades, ha permitido la generalizacién de proposiciones y el
ulterior desarrollo de diversas cuestiones de Geometria Algebraica,
previamente demostradas y elaboradas bajo la hipétesis restrictiva
de ausencia de singularidades 2).

El objeto principal de este trabajo es caracterizar las variedades
algebraicas indivisibles ¥ de un espacio proyectivo sobre un dominio
universal cualquiera, para las que el proceso de normalizacién en el
cuerpo de funciones racionales de ¥V, sobre un prefijado dominio de
separabilidad 4, es absoluto, es decir, independiente del cuerpo de
definicién de V que se considere. Si V es de dimensién unidad, en
cuyo caso la hipétesis de normalidad local equivale a la ausencia de
singularidades, la invarianza del género geométrico de V en las ex-
tensiones de A resuelven la cuestién [9],3, v [5] Satz 6. Si V es de
dimensién superior a la unidad, no todo modelo localmente normal
respecto de A del cuerpo de las A-funciones racionales sobre V es
modelo localmente normal de V, y los métodos utilizados en el caso
de una curva algebraica no son aplicables. Ahora bien, en el supuesto
de que V sea localmente normal respecto de 4, se dispone de un cono-

1) [17], [18], [19]. Véase también [16], App. II, [10] y [4].

En [17] y [6’] figuran ejemplos que muestran la no equivalencia de la
nocién de normalidad de O. ZARISKI con la homénima utilizada en Geometria.
Algebraica clasica. (Los ntimeros entre corchetes se refieren a la Bibliografia
que figura al final de este trabajo).

2) [18], [19], [20].
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cido criterio de normalidad local absoluta [16], App. II, Prop. 4,
que interviene decisivamente en la demostracién de una de nuestras
proposiciones (§ 5, Teorema 9).

El contenido de nuestro trabajo puede resumirse de la manera
signiente : En el § 1, de caracter preliminar, se incluyen proposiciones
que combinadas con las del § 3, dedicado a la nocién de normalidad,
permiten extender la validez de las conclusiones al caso de una va-
riedad algebraica no necesariamente indivisible. En el § 2 se estudian
propiedades de separabilidad independiente de la teoria abstracta
de derivacién [16], I, 5. En el § 4, apoyandonos en resultados de F. K.
ScamipT [11], introducimos el concepto de género de una curva
algebraica irreducible no necesariamente indivisible, generalizando
la férmula que figura en [11], Satz 16, obteniéndose un resultado que
es compatible con la nocién clésica de género de una curva algebraica
reducible debida a M. NOETHER [7]. Iniciamos el § 5 generalizando
nuestra exposiciéon [5] para el caso de una curva algebraica irredu-
cible no necesariamente indivisible, siguiendo el mismo procedi-
miento que alli utilizamos simplificindolo en algunos puntos. Des-
pués de algunas proposiciones de caracter auxiliar, introducimos
el concepto de A-género de interseccién de orden , g5, de una va-
riedad algebraica irreducible V' de dimensién superior a la unidad,
cuyo origen remonta a C. SEGRE [12], permitiendo reducir nuestro
problema al caso unidimensional. Los teoremas 8 y 9 del § 5 resuelven
la cuestién planteada obteniéndose un criterio de A-normalizacién
local absoluta, que no requiere la construccién previa de la 4-norma-
lizada local de V, disponiendo ademds de la posibilidad de expli-
citar g, cuyo comportamiento en las extensiones inseparables puras
de 4 es lo inico que tiene que considerarse.

Es para mi agradable deber, el expresar mi agradecimiento a los
profesores Dr. B. L. van der WAERDEN y Dr. ENRIQUE LiNES Es-
CARDO por la eficaz ayuda de ellos recibida durante la realizacién de
este trabajo.

§ 1. PRELIMINARES.

1.1. — Sea 4 un cuerpo conmutativo cualquiera, £ un dominio
universal sobre 4, o sea, un cuerpo conmutativo extensién del 4
algebraicamente cerrado, y que para cada ntimero natural m con-
tiene m elementos algebraicamente independientes con relacién a 4.
[16], Chap. I, 1. Llamaremos exfensién de 4, a cada cuerpo exten-
si6n del A respecto del cual £ sea dominio universal.
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Sea P,(£2) el espacio proyectivo sobre 2 de n dimensiones. Los
elementos de P,(£2) (puntos) son, pues, las clases determinadas en el
conjunto 2+t — (0, **! | 0) por la equivalencia definida mediante
la relacién : (%, ..., x,) ~(xg,..., x',) siy s6lo si existe un 1 € Q de
modo que x'; = Ax; i =0,..., n. Llamaremos representante vedu-
cido de un punto P, a un representante (x,..., x,) de P tal, que
para algin indice j se verifique x; = 1, y diremos que x,,7 = 0, ..., #,
constituyen un sistema de coordenadas reducidas de P. Cada punto
admite por lo menos un representante reducido. El grado de trans-
cendencia de A(xy,..., %,) sobre 4, no depende del representante
reducido (xy,..., x,) de P elegido y recibe el nombre de dimensién
de P sobre 4. Como 2 es dominio universal sobre 4, P,(Q) contiene
puntos de cada dimensién d < # sobre A.

Adoptando la terminologia de van der WAERDEN, diremos que
un subconjunto ¥ de P,(£2) es una variedad algebraica sobre 4 o bien
que es una A-variedad algebraica, si existe un sistema S de formas
(polinomios homogéneos) del anillo 4[X,,..., X,], de modo que se
verifique F(%o,..., %,) = 0 para cada forma F de S y cada punto
(%g,..., %,) de V. Si X' es una extension de A cada A-variedad alge-
braica es 2-variedad algebraica.

Cada 4-variedad algebraica V es unién finita de A-variedades
algebraicas irreducibles, determinadas, que se denominan A-compo-
nentes irreducibles de V. Es propiedad caracteristica de una A-va-
riedad algebraica irreducible W, la de coincidir con el sistema de las
A-especializaciones de un punto P determinado salvo A-isomorfis-
mos 3), que se denomina punto general o punto genérico de W respecto
de 4. Se llama dimensién de W a la de P sobre 4. Si d es la dimensién
de Wy X es una extension de A, existe un punto genérico de W res-
pecto de 4 de dimensién d sobre X, [16], Chap. I, Prop. 9. Al lugar
geométrico de las A-especializaciones de un punto Q lo llamaremos
A-variedad algebraica irreducible asociada a Q.

Se dice que la variedad algebraica W es indivisible o absoluta-
mente irreducible, si es irreducible respecto de cualquier extension
de 4.

Sea 4 el cuerpo formado por los elementos de 2 que son alge-
braicos y separables con relacién a 4. Si &;, 1 =0, ..., # es un sis-

3) Si &, i=0,---,7n, es un sistema de coordenadas reducidas de P,
y P’ es también punto genérico de W respecto de 4, existe un sistema de coor-
denadas reducidas £; de P’ de modo que &, &; se corresponden en un A-iso-
morfismo de A(&, -+ -, &,). en A(&%, -+, &,).
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tema de coordenadas reducidas de un punto genérico de W respecto
de 4, se verifica el siguiente criterio de indivisibilidad :
Es condicion necesaria y suficiente para que W sea indivisible, que

A sea separablemente cerrado en A(y,. . ., &,), es decir, que se verifique
A(&g,..., &) n d,=449).
Si W no es indivisible, K = A (&, ..., &,) N 4, es una extensién

propia, finita y separable de 4, y por tanto una extensién simple de 4.
Sea o un elemento primitivo de K sobre 4, y I' la extensién de GALoIs
de A engendrada por K, es decir, la minima extensién de GaLois de
A que contiene a K. Se verifican las propiedades siguientes : a) [K : 4]
es el wimero de componentes indivisibles de W, las cuales se corres-
ponden biyectivamente con los conjugados de o sobre A, y b) Las ex-
tensiones X de A, rvespecto de las cuales cada Z-componente irreducible
de W es indivisible, son exclusivamente las extensiones de I'.

1.2. Algunas relaciones de incidencia. — Sea W una variedad
algebraica irreducible sobre 4, y W' una subvariedad algebraica de W
irreducible sobre 4.

TEOREMA 1.— Cada componente indivisible de W contiene por
lo menos una componente indivisible de W'.

DEMOSTRACION :

Sea 1,.. ., 7, un sistema de coordenadas reducidas de un punto
genérico Q de W' respecto de 4 ; Q pertenece por lo menos a una
componente indivisible W* de W. Por consiguiente, W* contiene
a la componente indivisible de W’ que contiene a Q. Sea &g, ..., &
un sistema de coordenadas reducidas de un punto genérico P de W*
respecto de 4,; P es punto genérico de W respecto de 4 y punto
genérico de W* respecto de K = A(&o,. .., &) N 4. Sea « un ele-
mento primitivo de K sobre 4 y W, la componente indivisible de w
que corresponde al conjugado «; de « sobre A.

Del A-ismomorfismo A (x) = A(x;) se deducen por prolongacién
los isomorfismos

(1) A, Eg,- .-y &) = Ay, Eo,. .., £,9).
(2) A(O(, Nos- - > nn) = A(a,-, 7]0(”, ey ,'7”(‘5))'
en donde &, &9 y n;, 7", 1=0,..., n, son respectivamente, pa-

res de elementos homélogos.

4)  Véase, por ejemplo [10], I, 7, o bien [6], Teorema 3.
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Sea F(a;; Xog,..., X,) una forma de 4(«,) [X,,..., X,] de modo
que se verifique

(3) Flo;; &o9,..., £0) =0
En virtud del isomorfismo (1) tendremos
F(a; &o,..., &) =0
pero Q pertenece a W*, luego
Fla; mo,- s 1) =0
y en virtud de (2) se tiene
(4 F(ai; mo',..., 9,9 =0

De (3) y (4) se deduce que Q; = (7o%,..., 7,) es una 4 (o;)-es-
pecializacién de P; = (£¢9,..., £,%); pero segun (1) P; es punto
genérico de W; respecto de 4(w,), luego Q; pertenece a W,. Ahora
bien, de (2) se deduce que Q; es punto genérico de W’ respecto de 4.
Por consiguiente, W; contiene la componente indivisible de W’ que
contiene a Q; y la proposicién est4d demostrada.

COROLARIO. — S5 W' es indivisible, W' pertenece a todas las com-
ponentes indivisibles de W.

TEOREMA 2. — Si X es una extension de A, cada E-componente
wrreducible de W contiene por lo menos una E-componente irreducible
de W'.

DEMOSTRACION :

Sea W una X-componente irreducible de W, W;* una componente
indivisible de W; y por tanto de W. En virtud del teorema 1, W;*
contiene por lo menos una componente indivisible de W’. Por con-
siguiente, W, contiene un punto genérico Q de W’ respecto de 4 ;
luego la (X' n 4;)-componente irreducible de W’ que contiene a Q
es una 2-componente irreducible de W’, [6], II, Teorema 1, pertene-
ciente a Wj.

CororAr1O. — Si W' es irreducible vespecto de X, W' pertenece a
todas las X-componentes irreducibles de W.

1.3. Awnillos de especializacion. — Sea W una variedad alge-
braica irreducible sobre 4 de P,(2), y P = (&,..., &) un punto
genérico de W respecto de 4.
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SiQ = (ng,..., n,) es un punto de W, se llama anillo de especia-
lizacion de Q sobre P con relacién a A, al anillo v,(Q ; P) constituido
por el elemento nulo de 2 y los elementos que admiten una expresién
del tipo

F(éo»"" "Sn)/G(EO»"'» En)

siendo F' y G formas del mismo grado de 4 [X,,..., X, ] de modo
que se verifique G (5, ..., 1,) 70, 5).

Como P es punto genérico de W respecto de 4, de n; # 0, se de-
duce & # 0. Llamando () =¢§;&7!, j=0,..., n, se comprueba
facilmente que v4(Q; P) coincide con el anillo formado por los ele-
mentos de A({y",..., {,) que admiten una expresién del tipo fg,
siendo f y g elementos del anillo 4 [go%,..., {,¥] de modo que
gmon Y. ., mami™t) #O0.

Las propiedades siguientes son asimismo de deduccién inme-
diata : ’

a) Si P’ es punto genérico de W respecto de A, v4(Q; P) yv4(Q; P’)
son A-isomorfos.

b) Si Q' es punto genérico de la A-variedad algebraica irreducible
asoctada a Q, se verifica v4(Q; P) = v,4(Q’; P).

1.4. Caracterizacion de los puntos de W que pertenecen a una
Unica componente indivisible de W. — Sea Q = (ny,...,7,) un punto
de la variedad algebraica W, irreducible sobre 4. Q pertenece por
lo menos a una componente indivisible W* de W. Sea §,,..., &, un sis-
tema de coordenadas reducidas de un punto genérico P de W#* respecto
de 4,; P es punto genérico de W* respecto de K = 4 (&,. .., &,) N4,
y punto genérico de W con relacién a 4. Manifiestamente es v4(Q ; P) €

¢ (Q; P).

LEMA 1. — Es condicion mecesaria 'y suficiente para que se veri-
figue v4(Q; P) = v (Q; P), que K pertenezca a v4(Q; P).

DEMOSTRACION :

Como K pertenece a v, (Q; P), la condicién es necesaria.

5) v4(Q; P) se llama también anillo local de Q sobve P vespecto de A. Aqui
‘hemos adoptado la terminologia de A. WEIL [16], IV, 2.
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Cada elemento » de vk (Q; P) admite una expresién del tipo

Y = ¢($0:‘"’En)/YI(EOI"':En)

siendo @ y ¥ formas del mismo grado de K[X,,..., X,] de modo
que ¥ (no,...,7n,) # 0; ahora bien, si K pertenece al anillo v,(Q; P)
cada uno de los coeficientes de @ y ¥ es del tipo

F(SO" LI En)/G (501' EI) En)

siendo I’ y G formas del mismo grado de 4[X,,..., X,] de modo
que G(ng, ...,n,) # 0. Por consiguiente, si Dy y Dg son, respectiva-
mente, los productos de las formas G relativas a los coeficientes de
@y ¥, resulta que @. Dy y ¥. Dy son formas del mismo grado de
A[X,y,..., X,] tales que

v = ¢(§0:"') En)'D'!’(EO:"'; En)/'}’(gm"-: fn) D@(EO:"-; En)

W(WO»"':nn)' DGP (770:"'!7}”) #0

luego v pertenece a v, (Q; P) de donde se deduce el aserto.

TEOREMA 3. — St v,4(Q; P) = vk (Q; P), se verifica: 1) W* es la
snica componente indivisible de W que contiene a Q ; y 2) Si W' es la
A-variedad algebraica irreducible asociada a Q, cada componente indi-
visible de W' pertenece a una vnica componente indivisible de W.

DEMOSTRACION.

1) Procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos que Q
pertenece también a la componente indivisible W; % W* de W, 6).
Sea « un elemento primitivo de K sobre 4 y «; el conjugado de a.
sobre 4 que corresponde a W;.

El A-isomorfismo 4 (a) = 4 («;) es prolongable a un isomorfismo

(5) ¢(a, E0!' L) Sn) =4 (a,', EOU)N sy fn(i))

Los elementos &Y, 1= 0,...,n, constituyen un sistema de coorde-

nadas reducidas de un punto genérico P; de W; respecto de 4 («;).
Como ,4(Q ; P) = v(Q; P), o pertenece a v,(Q; P); por consi-

guiente existen formas del mismo grado F y G de 4[X,,..., X,]

6) Si W es indivisible la demostracién es obvia, pues entonces es K = 4.
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tales que « = F(&y,...,&)G(,...,8) v G(ng,--.,7m,) #0. Se
tiene, pues, la relacién

(6) G(py,...,8)a—F(&,....,£)=0
de donde resulta, aplicando el isomorfismo (5),
(7) G (D, &) aj— F (§9,...,8,9) =0

Como Q pertenece a W* N W;, Q es 4 («)-especializacién de P y
A (a;)-especializacién de P;. En consecuencia, de (6) y (7) se deducen
las relaciones

G(’]o:--w??n)- “—F(ﬂo:---:ﬂn) =0
G1Mos---» M) 45— F(no,...,m,) =0

que en virtud de la condicién G (n, ..., 1,) # 0 exigen « = o; que
manifiestamente es absurdo.

2) Sea Q' un punto genérico de W’ respecto de 4 ; Q' pertenece
por lo menos a una componente indivisible W; de W. Sea «; el conju-
gado de « sobre 4 que corresponde a W;. El 4-isomorfismo A (o) = 4(x;)
es prolongable a un isomorfismo 4 («, &, . . ., &,) = A (o, &, . . ., £,9).
Los elementos &,%, A= 0,..., #, constituyen un sistema de coor-
denadas reducidas de un punto genérico P; de W; respecto de A(«;)
y por tanto de W respecto de A. En virtud de 1.3. a) »,(Q; P)
y v4(Q; P;); son pues A-isomorfos, luego «; pertenece al anillo
v4(Q; P;); pero seguin 1.3. b) se verifica v,(Q; P;) = v,(Q"; P;). Por
consiguiente «; pertenece a v,(Q’; P;), que en virtud del lema 1
exige v, (Q'; P;) = v, (Q'; P,), siendo K; = 4 («;), de donde resulta,
segun 1), que W, es la unica componente indivisible de W que con-
tiene a @', de donde se deduce el aserto.

TEOREMA 4. — Si W* es la dnica componente indivisible de W
que contiene a Q, se verifica v4 (Q; P) = v (Q; P).

DEMOSTRACION.

Sea 4 el primer {ndice 7 tal que #; 7 0. Como P es punto genérico
de W respecto de 4 se tiene 51 # 0. Llamando m=nmly&=§&1,
1=0,. o m, el sistema (7g,...,7,) es A-especializacién afin del

(€0, - ., &,). Como Q pertenece a W*, (n,,. . M) es 4 («)-especializa-
cién afin del sistema (&,,..., &,), y en consecuencia, (7q, - .., 7,; &)
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es A-especializacién afin de (&,. .., &,; «) compatible con la A-espe-
cializacién afin (&q,-- -, &,) = (10, - - » 1)-

Ahora bien (7—] 0re - > 17,,; ) es la tnica de tales A-especializaciones.
En efecto, si (7, . -, 7,; B) es A-especializacién afin de (&,.. ., &,; «),

entonces f# lo es de «, y por tanto, # es uno de los conjugados «; de
o sobre 4 y como el A-isomorfismo 4(«x) = 4(«;) es prolongable a un
isomorfismo A(«, &, . - ., &,) = A(;, £,9. . ., £,0), entonces (7q,...,7,; %;)
es A-especializacién afin de (£¢,...,E,7; «;) pero P; = (£,9,. .., £,9)
es punto genérico de la componente indivisible W; de W correspon-
diente a o,, luego Q pertenece a W; y en consecuencia W, = W, que
exige o = f§ = a.

Por consiguiente, de [16], pag. 30, b), resulta que « es cero tinico
de un polinomio Fy(7y,. .., 7,; V) del anillo A[yq,...,7,; Y] de
modo que I, (Eo,. . 5,; a) = 0; pero « es separable con relacién a
A y por tanto separable respecto de A(no,- . ., m), luego Fo(Eo.. . ., &,;
Y) es lineal de donde se deduce que « es del tipo f/g siendo f y g ele-
mentos de 4 [&,,...,&,] de modo que g(qq,...,n,) #0, es decir,
o pertenece a 4 (Q; P), que en virtud del lema 1 equivale a la igualdad

v4(Q; P) =v¢(Q; P).

TEOREMA 5. — St W es la unica componente indivisible de W que
contiene a Q y W' es la A-variedad algebraica irveducible apreciada a Q,
entonces cada componente indivisible de W' pertenece a una unica
componente indivisible de W.

DEMOSTRACION :

Es consecuencia inmediata de los dos teoremas precedentes.
§ 2. VARIEDADES ALGEBRAICAS SEPARABLES.

2.1. Algunas proposiciones auxiliares. — Sea k un cuerpo com-
mutativo de caracteristica p # 0, y «y,. . ., o, elementos de un cuerpo
conmutativo K extension del k. Consideremos la familia de exten-
siones de &

(1) KO = k(alp:"': arﬁ)
K,-:k(ocl,...,ot,-, tlpi+1,...,d,1’), 1= 1,..., 7.

Como K; es algebraico y finito sobre K;_,, se verifica:

2) [k (o - o @) B(og?,. .., 0?)] = g (K;: K; 4]
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pero [K;: K; ;] es p o la unidad, luego el valor de la expresién (2)
es p* siendo % un niimero entero no negativo no superior a 7.
Se verifican las proposiciones siguientes :

1.—S% ay,..., a son algebraicamente independientes sobre k, es
h=r.

Pues entonces es [K;: K; ;]=p, 1=1,...,7.

De a ¢ K y k(a) # k(a«?), se deduce [k(«x): k()] = p, que exige
la irreducibilidad, respecto de %(«?), del polinomio X? — of, que a su
vez, implica la no separabilidad de « respecto de k(«?). En conse-
cuencia :

2. —S7 ay,...,x Son algebraicos y separables vespecto de k, es
h=0.
Reciprocamente :

3. —Sies h = 0, entonces k(ay,. .., a,) es una extension algebraica
y separable de k.
En efecto, sea oy un elemento de &(«y,. .., «,). De 2 = 0 se deduce

(3) klag,. .., o) = kar?,. .., o)
y por tanto
R(og, a1,--., o) = R(ag, &gy. e, &g, P)

de donde resulta, segin 1, que o, es algebraico respecto de % (g
®,. .., %_1) ¥ la relacién

[k(d.(),- .oy d,): k(ao;- ) ar—l)] = [k(“o:- cey O, a’f)): k(“o:' ey %y l)]

Si f es el polinomio ménico irreducible de % (eg,..., a,_1) [X]
que posee el cero «,, la relacion precedente exige la irreducibilidad
respecto de & (xg,..., ®,_1) del polinomio g obtenido sustituyendo
los coeficientes del f por sus potencias de exponente p, y como g per-
tenece a k(ag?, o1?,..., a?,_1) [X] es también irreducible respecto
de & (a1?,. .., o%,_1). Por consiguiente se verifica

[Z(ay.ov, o)t R(otg,.ov, 1)) = [B(og?..., ®): B(xgf,..., oPr_q)]
que en virtud de (3) implica
k (10, ®yye s oy a,_l) =k (tlgﬁ, OCIP,. .oy a”,_l)

que permite reiterar el proceso obteniéndose k(ag) = A(xo?); luego
ag es algebraico sobre % y si ¢ es el polinomio ménico definidor de la



Sobre la existencia de modelos proyectivos 225

extension k(xg), también es irreducible respecto de % el polinomio ¥
obtenido sustituyendo los coeficientes del ¢ por sus potencias p-ésimas.
La irreducibilidad de ¥ respecto de % exige la separabilidad de «,
sobre k.

4. — Si es h > 0, existen h elementos o, ,. .., o;, de los o; de modo
que cada o; es algebraico y separable sobre k(w;,. .., a;,).
En efecto, consideremos la familia de extensiones de &
j Zo=Ko=k(x,..., a0
| Zi=2 1), j=1...,m
siendo 7; el primer indice 7 tal que o;, no pertenece a X; ;.
Como X, = k(«y,...,a,), se tiene
B,y i) (ar?, .o, o0?) = R (o, .o, o) (@, - -, )

que en virtud de la proposicién 3 exige la separabilidad de cado «
respecto de A(w;,,..., ;).
Ahora bien, de la cadena

E(a?,...,ae7)=2gc Zic ...c X, ,cXZ,=k(a,..., )

i

se deduce

=l R, )] = I 02 500
y como por construccién es [X;: X ;] =p,j=1,...,m, se verifica
m = h.

COROLARIO. — Si t es el grado de transcendencia sobre k de
E(ag,..., o), se verifica t < h.

5.— 51 By,..., Bs son elementos de k(ay,..., o) tales que cada o;
es algebraico iy separable respecto de k (By,. . ., Bs), se verifica h < s.

En efecto, segtin la proposicién 3, la separabilidad de o; 7 = 1,..., 7
respecto de & (fy,..., B, exige

k(all"'laf) = k(alﬁ:"'; a’f), ﬁ]:---; ﬁs)

pero
Ko=k(a?,...,0°) = k(?,..., 02 Bi?,..., BP)
luego

Ph = [KO (/31:' ] ﬁs): KO(ﬂI?:' . ":Bsp)]
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y como el segundo miembro de esta relacién no supera a p5, queda
probado el aserto.

6. —h es el menor nimero de elementos de k(ay,...,a,) que es
necesario adjuntar a k para obtener un cuerpo respecto del cual k(ay, . . ., o,)
sea algebraico y separable; ademds tales elementos pueden elegirse de
entre los que constituyen um sistema de gewmeradores cualquiera de
k(ay,..., o) sobre k.

Es consecuencia inmediata de las proposiciones 2y 3 (sies 2 = 0),
y de las proposiciones 4 y 5 (si es 2 > 0).

El ntimero » que en virtud de la proposicién 6 no depende del
sistema de generadores de &(ay,. .., o) sobre k, recibe el nombre de
p-grado de k(ay,. .., a,) sobre k.

7.— Si K’ es un subcuerpo de K = k(ay,. .., o,) extension del k,
se verifica
h—t>hn—1t
siendo h' el p-grado de K’ sobre k y t' el grado de transcendencia de K’
sobre k.

En efecto, sea fBy,. .., f; un sistema de generadores de K’ sobre
k. Cabe considerar las posibilidades siguientes :

a) t=1t".
Entonces K es una extensién algebraica finita de K’; lnego de las
limitaciones

Kak(dlp,..., O(,P)E k(ﬁlp,..., SP)

se deduce la relacién
(4) Pk (ag?,. ., ) R (B, . ., )] = [K:K']. p¥

Por otra parte, si &, es la imagen de & en el endomorfismo de K,
obtenido asociando a cada uno de sus elementos su potencia p-ésima
tendremos

(5) [K:K']= [kp(o?,. .., 0P): Bp(Br?,. .., BP)] = [B(oas?,. .., aP):
k (ﬁlﬁ: ) ﬁsp)]
La compatibilidad de (4) y (5) exige z > /', que prueba el aserto.

b) t>t.
En virtud de la proposicién 6 existen ¢ elementos y; de K =
k(ay,. .., ®,) algebraicamente independientes sobre 2 de modo que
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h —t es el p-grado de K sobre L = k(yy,..., y:). Por consiguiente,
aplicando a) al subcuerpo L (84, ..., B,) de K, tendremos :

(6) ph—t > [L(ﬂI’ "':ﬂx):L(ﬂlpr"'rﬂsP)]

Ahora bien, { — ¢ de los elementos y; son algebraicamente inde-
pendientes sobre K'; luego en virtud de [6], I, teorema 1y de [16],
Chap. I, Prop. 6, resulta teniendo en cuenta la proposicién 6

(7) [LBr- - B LB - B ]=[T (B, - -.B):T(Br?, . - . (B =p" "

siendo %' el p-grado de T (K') sobre 2, en donde T =k siest = 0
vy T=%Fk(y;,, ...,y siest >0

De las relaciones (6) y (7) se deduce »—1¢ > A" — ¢ y como en
virtud de a) es A"’ > A’ queda probado el aserto.

CororARIO 1. — 2 > F'.

Pues ¢t >1¢'.

CoRrROIARIO 2. — St es h=1t, es i = 1.

8. — St k es perfecto, se verifica h = t.

En efecto, si & es perfecto se tiene 2 = k,. Por consiguiente, si
es t =0 se deduce [AR(x,...,o): k] = [k(?,...,0P): k] v por
tanto & (ay,..., ) = k(u?,...,?), es decit, h=0=1¢;sies ¢> 0,
v B1,---, P: son elementos de & (ay,..., o) algebraicamente indepen-
dientes sobre k&, de las limitaciones

Ve (o, .., ) D E(af?,... ,?) D E(B2,.. ., BY)
R(ag,. oy %) 2 k(B -, B) 2R (B, -, BP)
y de la proposicién 1 se deduce
Pr k(.o ) (B, .., BA)] = [k (a1, ., 00) (B, .., B)]. £
pero k = k,, luego
By, .., o) BBy ... B)] = [R(oi?,..., 2): R(B1?,. .., B¢)]

y por consiguiente es & =1{.

DEFINICION 1. — Sea t el grado de transcendencia sobre k de la
extension k(ay,. . ., o). Diremos que los elementos ay,. . ., o, constituyen
un sistema separable respecto de k en los casos siguientes : 1) St ¢t = 0
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y cada o; es separable respecto de k. 2) Si t > 0 y existen t elementos

%, - - -, o, entre los a; de modo que cada o; sea algebraico vy separable
sobre k(a,. .., a;,).
9. — Es condicién necesaria v suficiente para que ay,. . ., o, formen

un sistema separable rvespecto de k, que se verifique h = ¢.

Que la condicién es suficiente se deduce de la proposicién 3 si
est =0,y dela4sit> 0. La necesidad de la condicién resulta de la
proposicién 2 sies ¢ =0,y dela 5 si es > 0.

2.2. Dominios de separabilidad de una variedad algebraica. — Sea
(%05« +» %») un representante reducido de un punto Q de dimensién d
sobre 4. Si las coordenadas reducidas yy,. .., ¥, forman un sistema
separable respecto de 4, también tiene esta propiedad, segtin 2.1.
proposicién 9, cualquier representante reducido de Q, y diremos que
Q es separable respecto de A.

Sea V una variedad algebraica irreducible sobre 4 de P,(Q),
P un punto genérico de V respecto de 4, y &o,. .., &, un sistema de
coordenadas reducidas de P. Si P’ es también punto geométrico de V'
respecto de 4, existe un representante reducido (&'y,. .., &,) de P’ de
modo que &;, &;, 2 =0,..., n, son pares de elementos homélogos en
un A-isomorfismo, y por consiguiente de la separabilidad de P res-
pecto de 4 se deduce la de cualquier punto genérico de V respecto
de 4 ; en tal caso diremos que V es separable respecto de A o bien que
A es un dominio de separabilidad de V. Cada dominio de separabilidad
de una variedad algebraica indivisible W se llama cuerpo de definicién
de W, 7).

Se dice que una A-variedad algebraica reducible es separable res-
pecto de A, si lo es cada una de sus 4-componentes irreducibles.

TEOREMA 1. — Si A es perfecto, cada punto y en consecuencia cada
A-variedad algebraica, es separable vespecto de A. ([13], Lemma).

Esta proposicién es ahora consecuencia inmediata de las 2.1. 9 y
2.1. 8 aplicadas a un sistema de coordenadas reducidas del punto
considerado. 38).

OBSERVACION. — Si 4 es de caracteristica p # 0, y 2 es un sub-
cuerpo de 2 extensién del 4, la separabilidad de un punto Q respecto
de 4 no implica necesariamente su separabilidad respecto de Z. Por

7) [16], Chap. IV; [10], 1, 7, 1;
8) Si 2 es de caracteristica nula la demostracién es obvia.
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ejemplo si & es un elemento de Q2 transcendente sobre 4, el punto
(1,£) de Py(Q) es separable respecto de 4 y no lo es respecto de A4(£?).
Ahora bien, se verifica la proposicién siguiente :

LeMA. — St dim., Q = dim.x Q, la separabilidad de Q respecto
de A implica su separabilidad respecto de X.

DEMOSTRACION :

En efecto, sea y,,..., , un sistema de coordenadas reducidas
de Q. Supongamos que y;,..., x;, son algebraicamente indepen-
dientes sobre 4 y que cada y: es algebraico y separable respecto de
A iy - ey %i,)- Como d = dim., Q = dim.z Q, los elementos Xi; son
algebraicamente independientes sobre X'; ademas cada y; es cero de
un polinomio irreducible f; de X (y;,,. . ., x;,) [X] que divide a un poli-
nomio irreducible de 4 (y;,.. ., x;,) [X] respecto del cual y; es cero
simple. Por consiguiente, cada y; es cero simple de f;, de donde se
deduce el aserto.

TEOREMA 2. — Si V es una variedad algebraica separable sobre A,
cada extension X de A es dominio de separabilidad de V.

DEMOSTRACION :

Cada X-componente irreducible W de V es Z-componente irre-
ducible de una A-componente irreducible W; de V. Como W y W,
tienen la misma dimensién9), si P es un punto genérico de W res-
pecto de X' también lo es de W, respecto de 4, y, en virtud de la hi-
pétesis, P es, pues, separable respecto de 4 ; pero dim.y P = dim., P,
luego segtin el lema precedente P es también separable respecto de X,
es decir, X' es un dominio de separabilidad de W, y la proposicién
estd demostrada.

TEOREMA 3. —Sea V una A-variedad algebraica. Existe wuna
extension algebraica finita X de A, tal que A es dominio de separabilidad
de V y las X-componentes irreducibles de V son las A-componentes
trreducibles de V.

DEMOSTRACION :

Si 4 es de caracteristica nula la demostracién es obvia.

9) Véase por ejemplo [6], II, Teorema 2.

16 — Collectanea Mathematica
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Sea p # 0 la caracteristica de 4; V;, j = 1,..., 7, las A-compo-
nentes irreducibles de V'; P, un punto genérico de V; respecto de 4,
v &ojy- - -, & un sistema de coordenadas reducidas de P;. El con-
junto de los elementos w de £ para los que existe un ntimero natura]
m tal que " €4, es un cuerpo perfecto A’ extensién algebraica
del A. En virtud del teorema 1, P; es separable respecto de 4’, es
decir, existen d,; elementos &j,..., &, algebraicamente indepen-
dientes sobre A’ entre las coordenadas reducidas &; de modo que
cada &; es algebraico y separable respecto de A4'(&,..., &),
o sea, &; es cero simple de un polinomio irreducible f; de
A" (& - -5 &) [X]. Por consiguiente si Z; es la extensién alge-
braica finita de 4 engendrada por los elementos de 4" que figuran en
los coeficientes de f;;, ¢ =0, ..., n, entonces P; es manifiestamente
separable respecto de X, y en virtud del lema anterior, Py,..., P,
son separables respecto de X' = 4(Zy,...,2,) que es una extensién
algebraica finita de 4. Por otra parte, si F es una forma del anillo
2 [X,,. ., X,] existe un ntimero natural M tal que F*Y pertenece a
A[X,, ..., X,]; luego si P; es cero de F también lo es cada punto
de V;, y por consiguiente P; es punto genérico de V; respecto de 2,
lo cual exige la irreducibilidad de V; respecto de 2.

En resumen V;, j = 1,...,7, son las Z-componentes irreducibles
de V, y cada P; y por tanto cada V; es separable respecto de 2. La
proposicién estd, pues, demostrada.

TEOREMA 4. — Cada A-transformada racional de una variedad
algebraica V irreducible y separable sobre A, es separable respecto de A.

DEMOSTRACION

Si &,..., &, es un sistema de coordenadas reducidas de un punto
genérico P de V respecto de 4, 1a hipétesis de separabilidad de V res-
pecto de 4 exige que el p-grado sobre 4 de 4 (&,. . ., &,) sea la dimen-
si6n d de V (2.1. proposicién 9) 10); luego si V' es una A-transformada
racional de V de dimensién d' y &,. .., &, es un sistema de coorde-
nadas reducidas de la imagen P’ de P en la A-transformacién ra-
cional ¥V — V', de 2.1. proposicién 7, corolario 2, resulta que el
p-grado de 4 (&,..., &) respecto de 4 es d’, lo cual en virtud de
2.1, proposicién 9 equivale a la separabilidad de V"’ respecto de 4.

10) Si A es de caracteristica nula la demostracién es obvia.
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§ 3. — VARIEDADES ALGEBRAICAS LOCALMENTE NORMALES.

3.1. Normalidad local relativa. — Sea V una variedad algebraica
irreducible sobre 4 de P,(RQ), P = (&o,...,&,) un punto genérico
de V respecto de 4 y Q = (7, . . -, 1,) un punto cualquiera de V.

Se dice que V es normal en Q respecto de A o bien que V es A-normal
en Q, st v4(Q; P) es cerrado en su cuerpo de cocientes, 11). Se dice que
V es localmente normal respecto de A o simplemente que V es A-normal,
si V es 4A-normal en cada uno de sus puntos 12).

Si V' es una subvariedad algebraica de V, irreducible sobre 4,
1.3. b) justifica la definicién siguiente

Se dice que V es normal sobre V' respecto de A o bien que V es
A-normal sobre V', si V es A-normal en un punto genérico de V' res-
pecto de 4.

TEOREMA 1. — St V es A-normal en Q, entonces Q pertenece a una
unica componente indivisible de V.

DEMOSTRACION :

Q pertenece por lo menos a una componente indivisible V* de V.
Sea &¢%,..., §,* un sistema de coordenadas reducidas de un punto
genérico P* de V* respecto de 4,; P* es punto genérico de V respecto
de 4 y punto genérico de V* respecto de K = 4 (&¢*%,..., §,%) n4,.

La hipétesis de A-normalidad de V en Q implica que cada ele-
mento de K, como elemento de A(&p*,. . ., £,*) entero sobre v4(Q; P*),
pertenezca a v, (Q; P*). En virtud de 1.4. lema 1, se verifica, pues,
v4(Q; P*) = v (Q; P¥), y seglin 1.4. teorema 3, V* es la tinica com-
ponente indivisible de V' que contiene a Q.

COROLARIO 1. — St V es A-normal en Q y X es una extensién de A,
entonces Q pertenece a una vwnica X-componente irreducible de V.

Pues dos X-componentes irreducibles de ¥ no tienen componente
indivisible comun.

CoRrOLARIO 2. — Toda A-hipersuperficie de P, (RQ), n > 1, irredu-
ctble y localmente nmormal respecto de A, es indivisible 13).

11)  Por convenio cerrado equivale a iniegramente cervado.

12) FEn virtud de 1.3. a) estos conceptos no dependen del punto genérico
P de V respecto de 4 elegido.

13) Toda variedad algebraica irreducible sobre A de dimensién nula,
es normal respecto de 4.
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OBSERVACION. — Este tltimo resultado no subsiste en el espacio
afin como muestra el ejemplo siguiente.

Sea A4 el cuerpo de los ntimeros racionales y 2 el de los niimeros
complejos. La A-curva algebraica del plano afin A4,(£2) definida me-
diante el polinomio X2 + 1, es irreducible y normal respecto de 4
pero no es indivisible.

COROLARIO 3. — Sea V' una subvariedad algebraica de V irredu-
cible sobve A. Si V es A-normal sobre V', cada componente indivisible
de V' pertenece a una vunica componente indivisible de V., y por tanto
a una unica X-componente trrveducible de V.

Pues si V’; es una componente indivisible de V' y Q; es un punto
genérico de V' respecto de 4, y por tanto, de V' respecto de 4,
V es A-normal en Q; y la componente indivisible de V' que contiene
a Q; es la tinica que contiene a V'

TEOREMA 2. — St V es localmente normal respecto de A, y posee
una A-subvariedad algebraica indivisible V', entonces V es indivisible.

DEMOSTRACION :

Pues de no ser asi, 1.2. corolario exigiria que V' perteneciese a
todas las componentes indivisibles de ¥V, en contradiccién con el
corolario 3 del teorema 1.

CoROLARIO. — St V' es localmente normal res;bectb de A, y posee
un A-punto, V es indivisible.

Para cada indice 7 tal que §&; # 0, consideramos el anillo
A; = A[LD,..., 9], siendo §;)) = & &1, j=0,..., n. Se tiene el
siguiente criterio de normalidad local relativa:

Es condicién necesaria y suficiente para la A-normalidad de V, que
cada A; sea cerrado en su cuerpo de cocientes.

En efecto:

1. La condicién es necesaria. — Sea & # 0. Si # es un elemento
de A (o?,..., ") entero sobre A4;, también es entero sobre cada
v4(Q; P) que corresponda a un punto Q = (rg,...,7,) de V tal que
7; # 0,14). La A-normalidad de V implica que cada uno de tales

14)  pues v4(Q; P) coincide con el conjunto de los elementos que admiten
una expresion del tipo f/g siendo f y g elementos de A4 [{ofi), - -, {ali)] de
modo que g(no yi~1...., 7y m;—1) # 0.
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anillos de especializacién sea cerrado en A(Co®,..., £,9); luego u
pertenece a cada uno de ellos y el aserto es consecuencia inmediata
de [4], Chap. II, Theorem 6.

2. La condicion es suficiente. — Sea Q = (n,,...,7,) un punto
cualquiera de V. Si 5, %0 es & # 0 y como 4; es, por hipétesis,
cerrado en A (Lo®,..., (%) también lo es v,(Q; P); luego V es
A-normal en Q.

3.2. Normalidad local absoluta. — Sea W una A-variedad alge-
braica indivisible y Q un punto de W. Se dice que W es absolutamente
normal en Q, si W es normal en Q respecto de cualquier cuerpo de de-
finicién de W. Se dice que W es absolutamente normal si 1o es en cada
uno de sus puntos [10], II, 2,1.

TeOREMA 3. — Es condicion necesaria vy suficiente para que W sea
absolutamente normal en Q, que Wsea normal en Q respecto de un cuerpo
perfecto A.

DEMOSTRACION.

Es obvio que la condicién es necesaria. Veamos que es suficiente
Sea X un cuerpo de definicion de W cualquiera &, . . ., &, un sistema
de coordenadas reducidas de un punto genérico de W respecto de
A(ZX). Como A es perfecto, A(X) es una extensién separable de A, luego
de la hipétesis de A-normalidad de W enQ y de [4], Chp. V, Theorem 7,
se deduce que X[v,4(Q; P)] es cerrado en su cuerpo de cocientes. Por
consiguiente, v, (Q; P), que es el anillo de cocientes del X v4(Q; P)]
respecto del subconjunto multiplicativamente estable formado por
los elementos de X(A)[£,. .., &,] que no se anulan en (), es asimismo
cerrado en su cuerpo de cocientes. Ahora bien, de [16], Chap. II,
Prop. 17, se deduce

v2(Q; P) = vam (Q; P) N Z(&y,. .., &,)

En consecuencia, vz (Q; P) es como vz (Q; P) cerrado en su cuerpo
de cocientes, es decir, W es X-normal en 0.

OBSERVACION 2. —La normalidad absoluta de una variedad
algebraica irreducible sobre 4, no implica su A-normalidad como
muestra el ejemplo siguiente :

Sea 4 un cuerpo no perfecto de caracteristica p, y a un elemento
de 4 tal que a'? no pertenezca a A. La A-curva algebraica C de
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P, (2) definida por X¢* + aX;? + X, es indivisible y absolutamente
normal. En cambio C no es localmente normal respécto de 4, pues
si A es un elemento de {2 transcendente sobre 4 y u = —1—ai,
los elementos 1, A, u constituyen un sistema de coordenadas reducidas
de un punto genérico de C respecto de 4 y A9 = 4[4, u] no es cerrado
en su cuerpo de cocientes, ya que a es entero sobre 4, pertenece a
A(2, p) yno a Ay.

Si V es una variedad algebraica irreducible sobre 4, pero no in-
divisible, adoptamos la definicién siguiente :

DEFINICION. — Se dice que V es absolutamente mormal en Q, si
se verifican las condiciones sigwientes: 1) Q pertenece a una vnica
componente indivisible V* de V ; 2) V* es absolutamente normal en Q.

TEOREMA 4. — Si V es absolutamente normal en Q y es separable
respecto de A, entonces V es A-normal en Q.

DEMOSTRACION.

Por definicién, () pertenece a una tnica componente indivisible
V* de V. Sea &y%,. .., £,* un sistema de coordenadas reducidas de un
punto genérico P* de V* respecto de 4;; P* es punto genérico de V
respecto de 4 y punto genérico de V* respecto de K = A (&¢*,. .., &%)
N 4,. En virtud de 1.4. teorema 4, se verifica

(1) v4(Q; P*) = v (Q; P¥)

De la hipétesis de separabilidad de ¥V sobre A resulta que K es
cuerpo de definicion de V*, y por consiguiente V* es K-normal en Q ;
luego segin (1) es V' A-normal en Q.

Sea A’ la minima extensién perfecta de A contenida en £ Como
las A’-especializaciones de un punto son sus A-especializaciones, la
irreducibilidad de V sobre 4 implica su irreducibilidad sobre A4'.

TEOREMA 5. — Es condicion necesaria y suficiente para que V sea
absolutamente normal en Q, que sea A'-normal en Q.

DEMOSTRACION.

Como A’ es perfecto, V es separable respecto de 4’, y en virtud
del teorema 4, la normalidad absoluta de V en Q implica la A’-nor-
malidad de V en Q, es decir, la condicién es necesaria.
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La A’-normalidad de V en Q implica, segtin 3.1. teorema 1, que Q
pertenece a una tinica componente indivisible V* de V. Sea &,*,. . ., £¢*
un sistema de coordenadas reducidas de un punto genérico P* de V*
respecto de 4;; P* es punto genérico de V respecto de 4’ y punto
genérico de V* respecto de K’ = A’ (&o%,..., &%) nA. En virtud
de 1.4. teorema 4 se tiene v, (Q; P*) = vy (Q; P*), y por consiguiente
V* es K'-normal en Q. Como A’ es perfecto, también lo es K'; luego
segtin el teorema 3, V* es absolutamente normal en Q. La condicién
es, pues, suficiente.

§ 4. GENERO DE UNA CURVA ALGEBRAICA.

4.1. Bases normales de un cuerpo de funciones algebraicas de una
variable. Férmula de F. K. Schmidt. — Sea k un cuerpo conmutativo
cualquiera, K un cuerpo de funciones algebraicas de una variable
sobre %, es decir, un cuerpo conmutativo extensién del %, de grado
de transcendencia unidad sobre %, y engendrado (sobre k) por un
sistema finito de elementos. Sea %* el cuerpo de constantes de K, o sea,
el cuerpo formado por los elementos de K que son algebraicos sobre &.
Si kg es un subcuerpo de &* extensién del %, entonces K es también un
cuerpo de funciones algebraicas de una variable sobre kg, y diremos
que ko es un cuerpo de referencia de K.

Sea & un elemento de K transcendente sobre ky; R el anillo cons-
tituido por el elemento nulo de & y por los elementos de K del tipo
f(&)/g(&) siendo f(§) v g(£) elementos de k([£] tales que

grado f(§) < grado g (&)

Sea S el anillo constituido por los elementos de K que son enteros
sobre kg [£].

Para cada elemento no nulo # de K consideremos, siguiendo a
F. K. Scamipt [11], el mayor ntimero entero g () tal que u &® per-
tenezca a S19),

Féacilmente se comprueban las signientes propiedades de la fun-
cién u — o (u).

a) Siuy v son elementos no opuestos de K se verifica

o (% 4+ v) > Min. (¢ (u), o(v))

15) Sea s un elemento de S. Como R es cerrado en ky(£), el polinomio
ménico irreducible respecto de &,(£), que posee el cero s, es polinomio de depen-
dencia integral de s sobre R, [14]. De aqui se deduce en particular la existencia
del niimero ¢(u) para cada elemento no nulo « de K.
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b) Sif(&) v g (&) son elementos no nulos de ky[&] se verifica

o (f(£)/g(&)) = grado f(§) — grado g(£)

c) Siuy v son elementos no nulos de K se verifica o (uv) > o (u) +
+ 0 (v). Si u pertenece a ko (&) vale el signo de igualdad.

d) El anillo S estd constituido por el elemento nulo de K y por los
elementos w de K para los cuales es o (u) > 0. Sea n = [K : ky(§)];
st los elementos sy,. .., S, de S no forman una base modular de S sobre
R, entonces existe un elemento u de K del tipo

U = ,21 0; 8, m<m, 6;€ky, 0,70

tal que o(u) > 0.

e) Para cada elemento no nulo u de E es o (u) < 0.

DEFINICION 1. — Una base uy,. . ., u, de K sobre ko (&) se dice que
es normal, st wy £W0, .. u, £ constitwyen una base modular de S
sobre R.

Como las demostraciones de [11], Satz 7 y Satz 9; asi como la de
[5], Satz 3, subsisten al considerar %o en lugar del cuerpo de cons-
tantes k*, podemos enunciar la proposicién siguiente :

TEOREMA 1.— Sea uy,..., u, una base de K sobre k(&) cons-
tituida por elementos de E elegidos de modo que 1) uy pertenece a k* ;
II) Si u es un elemento de E linealmente independiente de uy, . . ., u;_;
sobre kg (&), es o (u) < o (%;).

De estas hipdtesis se deduce :

1) uy,...,u4, es una base normal de K sobre kq ().
2) uq,..., U, €s una base modular de E sobre kg [£].

3) Si F es el anillo constituido por los elementos de K que son
enteros sobre ko [E71], entonces uy EW,. .., u, £ es una base
modular de F sobre ko [E71].

TEOREMA 2. — Sea uy,. .., u, una base modular de E sobre kg [&]
de modo que wuy &M, .., u, g Jo seqa de F sobre ko [E71]. Si se
supone que los elementos u; estin numerados de modo que ¢ (u,) = o (%)
para ) < u, entonces verifican las hipdtesis del teorema 1.
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DEMOSTRACION :

Ante todo es obvio que #,,. .., u, constituyen una base de K sobre

ko (8).

n

Cada elemento u de E es de la forma # = Y, f.. u; siendo f; ele-
i=1

mentos de &y [£]. Si es u 50, procediendo como [11], Satz 9, resulta
(1) o () = Min. (o (f.- ;)

luego si / es el mayor indice 7 tal que f, # 0 se tiene en virtud de las
propiedades b) y c¢)

o0 () < o(fs-m) =—grado f) + o (us) < o ()

Por consiguiente si u es linealmente independiente sobre k(&) de
uy,. .., i_y, se verifica o (u) < g (u;); pues entonces es & > j.

Siesu = 1, como ¢ (1) = 0, la relacién (1) exige f; e kg y o (#;) = 0
si fi #0; pero g (u;) > o (us) = 0, luego o (#;) = 0. En consecuencia,
los coeficientes del polinomio ménico e irreducible respecto de % (£)
que posee el cero #; pertenecen a R N kg [§] = ky; luego u; pertenece
a Eo NnK = k*.

Verificindose pues las condiciones I) y II) del teorema 1, queda
demostrada la proposicién.

Cada sistema de elementos u,,..., #, de K que verifique las hi-
pétesis del teorema 1, o lo que en virtud del teorema 2 es equiva-
lente, que verifique las tesis 2) y 3) del teorema 1, se denomina base
normal de E sobre kg [£].

TEOREMA 3. — Sea uy,. .., u, una base normal de E sobre kg [£]
Y U1,. .., U, una base de K sobre ko (&) constiuida por elementos de E.
St los elementos v; estdn numerados de modo que o (v;) > o (v,) para
A < u se verifica

o(u)) = o0(vy), i=1,...,n

DEMOSTRACION :

Si para algan indice j es o (#;) < o (v;), entonces es j > 1 (ya que
en virtud del teorema 2 se verifica #; ¢ k* y segun las propiedades
d) y e) resulta g (#;) = 0 > g (v;)). Por consiguiente v; depende li-
nealmente de #y,..., u;_; sobre k¢ (§), y como o (v;) > ... > o(v;),
también tienen esta propiedad los elementos vq,...,v;_;, lo cual
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estd en contradiccién con la independencia lineal de vy,..., v, so-
bre kg (&).

COROLARIO. — S7 #y,..., %, Y V1,...,, Son bases normales de E
sobre ko [E] y los elementos u; y v; estdn numerados de modo que
0 () > 0(u,), 0(v2) =0 (v,) para A< p, se verifica o (w) = o (v),
1=1,..,n.

Sea k' un subcuerpo de k* extensién del k. Como k* es finito
sobre % C k,, resulta que &’ es finito sobre k. Se verifica la proposi-
cién siguiente :

TEOREMA 4. —Sea «y,..., o, una base de k' sobrve ko y ty,. .., Uy
una base mormal de E sobre k' [£]. Los elementos w; = ;. u;,

i=1,...,7, j=1,...,m, constituyen una base normal de E sobre
ko [£].
DEMOSTRACION :

Como %’ v ko(&) son linealmente disjuntos sobre Zg, los elementos
ay,. . ., & constituyen una base de &’(&) sobre k¢ (&), y en consecuencia
los elementos u;; forman una base de K sobre kg (&).

Cada elemento % de R, como elemento de K entero sobre &’ [£],
es expresable en la forma

u = Y Pj. u;, siendo P; e k'[£]
j=1

pero cada P; admite una expresién del tipo P; = Y «;. P; con
i=1
P € ko [£], luego
M=E( lPii'ai)'ui=_2,Pii' Wij

i=1 \i= %]
Por consiguiente : Los elementos w;; constituyen una base modular
de E sobre kg [E].
Por otra parte, cada elemento s de F, como elemento entero de K
sobre &' [£71], se expresa en la forma

S =

T,'. (M,' gg(uf)), siendo Ty' ek [E]

s

7
4

pero cada T; admite una expresion del tipo 7; = Y ;. T; con
i=1
T;; € ko [€], luego
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" r
s = 2 ( 11 T” U.i) . U Sg(u,,) = E Tij (OL,, u; 59(“]’))

i=1 1]

y como g (u;) = o (%;) 16), resulta
s =X Ty (w; &)
1,7

Por consiguiente : Los elementos u;; &) constituyen una base
modular de F sobre ko[&71].

Ahora el aserto es una consecuencia inmediata del teorema 2.

El concepto de divisor primo de K asi como el de ordenm de un
elemento de K respecto de un divisor primo de K, son independientes
del cuerpo de referencia k¢ de K que se considere, y en consecuencia
no dependen de % las nociones de divisor de K, divisor de un elemento
de K, multiplo de un divisor de K, asi como la de divisores de K equi-
valentes.

El cuerpo X, de clases de restos asociado a un divisor primo P de K,
es finito sobre & y por tanto sobre k. ILlamando grado de P respecto
de kg al ntimero [X,: ky], esta definicién induce de modo natural
la de grado respecto de ko de un divisor D de K cualquiera, que desig-
namos por gradog, D. Sea dim,, D el rango del ky-médulo consti-
tuido por los elementos de K que son miltiplos de D. Si gy, — 1 es el
méximo del conjunto de diferencias grado, D — dim,, D diremos
que g, es el género de K respecto de k.

Si g es el género de K en el sentido de F. XK. Scumipr, [11], es
decir, si g = g;+ se obtiene inmediatamente la relacién

(2) 8= [krkol(g—1) + 1
la cual muestra en particular que g;, puede ser negativo.

Sea uy,. .., u, una base normal de E sobre kg [£]. Si «,..., «, €s
una base de £* sobre &y y vy,..., U, €s una base normal de E sobre
k* [£], los elementos v;; = o;.v; 2= 1,..., 7, 7= 1,... m forman,
segtin el teorema 4, una base normal de E sobre %, [£]; en virtud del
corolario del teorema 3 podemos pues escribir: — ¥ o(#;) = — X, o(v;),

A=1 i, 7

y como ¢ (vy) = (v;), v =1,..., 7, resulta teniendo en ‘cuenta
que 7 = [k*: ky].
— Ze(w) = [F*: ko] (— X o ()

16) Pues o, y «;,—! pertenecen a S.
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Ahora bien, segtn [11], Satz 16, es g = — ¥, 0 (vj) — m + 1 luego
d=
— ¥ o (ws) — Tk*: kol m = [k*: kol (g—1)

A=}

y segtin (2) se tiene la relacién

n
8
g =— X o () —n+1
que en lo sucesivo llamaremos férmula de F. K. SCHMIDT.

4.2. Género de una curva algebraica irreducible. — Sea C una
curva algebraica irreducible sobre A del espacio proyectivo P,(£),
P un punto genérico de C respecto de 4 y &,..., &, un sistema de
coordenadas reducidas de P.

A(&g, ..., &,) es un cuerpo de funciones algebraicas de una va-
riable sobre 4. Si A’ es la minima extensién perfecta de 4 contenida
en Q, entonces Ay = 4 (&,...,&,) NA" es un cuerpo de referencia

de 4 (&,...,&p); ademds C es irreducible respecto de 4oy y P es
punto genérico de C con relacién a 4.

DEFINICION 2. — Llamaremos A-género de C, al género de
AEq,- -, &) respecto de Ay.

Veamos que esta definicién es admisible, es decir, que el 4-género
de C no depende del punto genérico P de C considerado.

En efecto, sea P’ otro punto genérico de C respecto de 4. Como
P y P’ son asimismo puntos genéricos de C respecto de 4, existe
un sistema de coordenadas reducidas &'; de P’ de modo que §;, &,
4=0,...,n, son pares de elementos homdlogos en un 4,-isomor-
fismo I, de A(&g,...,&,) sobre A(&,..., &,). Por consiguiente, si
se supone &y = 1 y que & es transcendente sobre 4, lo cual no res-
tringe la generalidad del razonamiento, tendremos &g = 1y que &'y es
transcendente sobre A asi como la relacién [4(&,. .., §,): 4¢(&)] =
[A(E g, ., En): A9(&'1)]. Ademds, si u es un elemento de 4(¢y,.. ., &,)
entero sobre A, [£;], su imagen #’ en el Ay-isomorfismo I es entero
sobre A, [£'1] y se verifica g (1) = o (u').

Teniendo en cuenta la férmula de F. K. ScuaMIDT, estas conside-
raciones justifican la definicién precedente.

De la definicién de A-género de C se deduce :
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El A-género de C es un miimero entero que es invariante en las A-trans-
Sformaciones birracionales de C.

Si C es indivisible, el A-género de C es el género de A(&y,. .., &,)
en el sentido de F. K. Schmidt [11].

St C es separable respecto de A, el A-género de C coincide con g, es
decir, es el género de A(&,,. . ., &,) respecto del cuerpo de referencia A.

4.3. Comportamiento del género de una curva algebraica indivi-
sible en las extensiones del cuerpo de referencia.

LeMA 1. —Sea I' un cuerpo conmutativo cualquiera, a,. .., o,
elementos algebraicos sobre I'. Si A es un cuerpo commutativo extension
del I', cada base de I'(ay, . . ., ;) sobre I" contiene una base de Aleq,. .., o)
sobre A.

DEMOSTRACION :

Sea #y,...,u, una base de I'(ay,..., ;) sobre I. Una base de
Ay, . . ., o) sobre A se puede formar con monomios m;, ] =1,...,s,
en los elementos generadores o, ; como cada m; pertenece a I' (ay, . . ., o)

se tienen las relaciones

7
| .
(3) mjzvzl‘yi,-.ui, ‘}/,'7'611,]———1,...,3
1=
Por otra parte, si u;, £ =1,..., 7, es un sistema maximal de
elementos linealmente independientes sobre A elegidos entre los #;,
se tienen las relaciones

(4) w, = 3 Aoy, dgped, h=1,...,7

t=1

De (3) y (4) se deduce
m; = 21 M. i, wied, =1,...,s
=

que en virtud de la independencia lineal de m;,. . ., m, sobre A exigen
7' = s, y por consiguiente u;,..., u; constituyen una base de
A(eq,. .., o) sobre 4.

Sea C* una curva algebraica indivisible de P,(2) y X una ex-

tension de A.

TEOREMA 5. — A-género de C* > X-género de C*.
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DEMOSTRACION :

Sea &y*,. .., &%, un sistema de coordenadas reducidas de un punto
genérico P* de C* respecto de X, y por tanto respecto de 4 ; & un
elemento de A4 (£¢%,. .., &,*) transcendente sobre 4 ; A* el cuerpo de
constantes de A4 (&*,...,¢&,*) v #q,..., 4%, una base normal sobre
A*[£] del anillo E de los elementos de 4 (§¢¥,. . ., &,*) que son enteros
sobre A[£]. El A-género de C* es en virtud de la férmula de F. K.
ScHMIDT

(5) gA*=—i§1Q(“i)'—m+ 1

Como P* es punto genérico de C* respecto de X, Xy 4(&o*,. . ., &%)
son algebraicamente disjuntos sobre 4, lo cual implica la transcen-
dencia de & sobre X. Sea X* el cuerpo de constantes de X (§o%,. . ., &%)

v 4'y,..., %, una base normal sobre X*[£] del anillo E’ de los ele-
mentos de X(£¢%,..., &,*) que son enteros sobre X[£]. El X-género
de C* es

(6) grx = _/1;1 o (i) —m' + 1

En virtud del lema 1 el sistema #y,..., %, contiene una base
Wiy o o, Wiy de Z(Eo%,. .., §,*) sobre 2% (&). Sin restriccién de genera-
lidad podemos suponer o'(#;,) > o'(#;,) para u < viy ademds u; ¢ A*
(De 4.1 teorema 2 se deduce la existencia de un tal #;).

Como para ¢ % 1; es p(#;) < 0, de las relaciones (5) y (6) se deduce

(7) Bax — Erx = El (o' (u1') — o (ui2))
Si se supone que los elementos #’; estin numerados de modo que
o'(u,) > o'(u,’) para u <, se verifica en virtud del teorema 3
o' (u)) >0 (my), A=1,..., m’

y como manifiestamente es o'(#) > o(#) para todo elemento # de
A(&o*,. .., &,*) se tiene

(8) o W) =) A=1,..., m
Ahora el aserto es una consecuencia inmediata de (7) y (8).

LeMA 2.— Sean L y T subcuerpos de 2 extensiones del A, alge-
braicamente disjuntos sobre A. Si L es separable respecto de A se verifica
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1) T(L)nL = (T nd)(L).

2) Ty L son linealmente disjuntos sobre T N A..

DEMOSTRACION :

1) Como T N4 es algebraicamente cerrado en T, el aserto
es una consecuencia inmediata de [4], Chap. III, Theorem 4.

2) Sit,..., t son elementos de T que dependen linealmente
sobre L, entonces también son linealmente dependientes respecto de
un subcuerpo L’ de L, siendo L’ una extensién separable de 4 engen-
drada por un sistema finito de elementos; luego en virtud de [6], I,
Teorema 3, #4,..., # también son linealmente dependientes respecto
de T n A4, de donde se deduce facilmente el aserto.

TEOREMA 6. — Si A*(X) es separable respecto de A*, se verifica
A) X* = A%(X) ; y B) El A-género de C* y el E-género de C* coinciden 17).

DEMOSTRACION :
A) Z* = X (&%,..., §X) N T = A% (E¢%,..., £%) (Z) n 4% (2)

Llamando T = A4*(&¢*,...,§,*) y L = A*(X), y aplicando el
lema 2, 1), se obtiene

Z¥ = (4% (§o,. . -, &F) N A%) (2) = (A (&%, .., &*) n D) (2)
o sea X* = A*(X).

B) En virtud de 4.1. teorema 1, los anillos 4% [&, uy,. .., u,,]
y A*[ETL, uy £ w,, 8w ] son cerrados en A (Eg*,. .., £,%). De
la hipétesis y de A) se deduce que X* es separable sobre A* luego
segtn [4], Chap. V, Theorem 7, resulta :

By) Z*[& uy,. .., U]y ZF[ETL, 0y E0) Ly, E2Um) ] son cerrados
en X (&o%,..., &,%).

Por otra parte, llamando T = A*(&p*,.. ., £,%), L = X*, y apli-
cando el lema 2, 2), se deduce la disjuncién lineal de Z* y A*(&y*,. . . &,)
sobre 4%, la cual implica segtn [16], Chap. I, Prop. 5, la disjuncién
lineal de A*(&¢*,. .., &,*) y 2* (&) sobre A*(&) ; por consiguiente, cada
base de 4(&y*,. .., §,%) sobre A*(&) es base de X (&y*,. .., £,*) sobre
2*(£). En particular se verifica :

17) Utilizamos la misma notacién que en el teorema 5.
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By) uy,...,u, es unx base de X (&o*,. .., §,*) sobre X* ().
De B;) y B,) se deduce que #4,. .., %, es una base normal sobre
2*[£] del anillo de los elementos de X(&¢%,.. ., £,*) que son enteros

sobre X[£). Por consiguiente

m

8ax Z_E o(w;)—m+ 1= gsy

i=1

COROLARIO. — S7 X' es separable sobre A, entonces X* lo es sobre A*
v se verificd gy = grx-

TEOREMA 7. — De A-género C* = A’-género C*, se deduce A-gé-
nero de C* = X-género de C* para cualquier extension X de A.

DEMOSTRACION :

En virtud del teorema 5 se verifica la limitacién
9) A-género C* > A-género C* > A'(X)-género C*

Como A’ es perfecto, 4'(X) es separable sobre A’, lnego del coro-
lario del teorema 6 resulta

(10) A'(X)-género C* = A'-género C*

De las relaciones (9) y (10) se deduce inmediatamente el aserto.

EJEMPLOS.

1. —Sea 4 un cuerpo conmutativo no perfecto de caracteristica
p # 2. Sea a un elemento de 4 de modo que a!’? no pertenezca a 4.
Consideremos la A-curva algebraica plana C definida mediante la
forma

X3X67+ X1+ a X
La curva C es indivisible y separable respecto de 4. Si & es un
elemento de Q transcendente sobre 4, el punto (1, &, ) siendo 52 4 &
4+ a =0, es un punto genérico de C respecto de 4. Se comprueba

facilmente que los elementos # de 4(&, i) enteros sobre 4 [&] tales que
o(#) > —1 son del tipo

u=200+6&, 6;ed, 1=0,1
En consecuencia el A-género de C es

ga=—0o(w)—2+1>0
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Sea X' = A (a'/*); entonces v = %/(£ + a”"’)PTl es un elemento de
2'(&, m), entero sobre X' [£], no perteneciente a X' [£], tal que p(v) = — 1
(pues v es cero del polinomio Z2 + & + a!/?). Por consiguiente el
2-género de C es

gz=—0(®)—2+4+1=0

2.—Sea A un cuerpo conmutativo no perfecto de caracteris-
tica 2. Sea a un elemento de 4 de modo que a!’2 no pertenezca a 4.
Consideremos la A-curva algebraica plana C definida mediante la
forma

X2 Xo+ X3+ o Xy X2

La curva C es indivisible, y separable respecto de 4. Si & es un
elemento de 2 transcendente sobre 4, el punto (1, &, 7), siendo 72 +
&+ af =0, es un punto genérico de C respecto de 4. Como en el
ejemplo precedente, los elementos # de A(&, n) enteros sobre 4 [£]
tales que g(#) > — 1 pertenecen a A[£]. Por consiguiente, el A-gé-
nero de C es '

ga=—0o)—2+1=2—2+1=1
Si Z'= 4(a'?), entonces # = /(£ + a'’2) es un elemento de (¢, ),
entero sobre X [£], no perteneciente a X [£] y tal que o () = — 1

(pues u es cero del polinomio Z2 + £). En consecuencia el X-género
de C es

g&s=—0owU)—24+1=1—2+1=0

En los ejemplos considerados se tiene, pues, g, > gs.

4.4.  Relacion entre el género de una curva algebraica irreducibte
con el de sus componentes indivisibles. — Sea C una curva algebraica
irreducible sobre A4 de P,(Q), &,..., &, un sistema de coordenadas
reducidas de un punto genérico de C respecto de 4, y N la minima

extensién de Garois de 4 que contiene a I' = A4 (&,,..., &) N 4,.
Se verifica la proposicién siguiente :

TEOREMA 8. — Las componentes indivisibles de C poseen el mismo
N-género gyy, v St ga, s el A-género de C se tiene

(11) 82y ="72(gnx— 1)+ 1

siendo v el mimero de componentes indivisibles de C.

17 — Collectanea Mathematica
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DEMOSTRACION :

De la disjuncién lineal de A" y 4, sobre A’ n4,= 4, [6], I, Teo-
rema 2, se deduce la de 4y = A(&y,. .., &,) N A" y I' sobre 4, la cunal
equivale a la relacién [dg (I'); do] = [I": 4] es decir, [4*: 4o] =
= [I": A]; pero [I': A] es el niimero 7 de componentes indivisibles
de C, luego segtin la relacién (2), 4.1, se tiene

g, =7 (g—1)+1

siendo g el género del cuerpo A(&,...,&,) en el sentido de
F. K. ScHMIDT, es decir, g es el 4*-género de la componente indivi-
sible C* de C de punto genérico P = (§,..., &), que en virtud
del corolario del teorema 6, es igual al N-género gy, de C* ya que
N es una extensién separable de I'. Como el concepto de A-género
de C es independiente del punto genérico de C respecto de 4 que se
considere, resulta que gy es también el N-género de cualquier
otra componente indivisible de C y la proposicién estd demostrada.

CoOROLARIO. — Toda curva algebraica irreducible respecto de A de
A-género cero, es indivisible. '

OBSERVACION. — De la relacién (11) se deduce que nuestra de-
finicién de género de una curva algebraica irreducible, es compatible
con la definicién clasica de género de una curva algebraica no indi-
vesible [8].

§ 5. MODELOS PROYECIIVOS LOCALMENTE NORMALES DE UNA VA-
RIEDAD ALGEBRAICA.

Sea V una variedad algebraica irreducible sobre 4 de P, (L) de
dimensién d > 0. Se dice que la A-variedad algebraica V' es un mo-
delo proyectivo localmente novmal vespecto de A de V, si se verifican
las condiciones siguientes:

1.— V' pertenece a un espacio proyectivo sobre £, es localmente
normal respecto de A y A-transformada birracional de V.

2. — La A-transformacién birracional V<—> V' es regular sobre
V' y carece de elementos fundamentales sobre V. [18], II, 3.

5.1. Modelos proyectivos absolutamente normales de una curva
algebraica. — Si d = 1, es decir, si V es una curva, cada A-transfor-
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mada birracional de V perteneciente a un espacio proyectivo sobre
2 y localmente normal respecto de 4, es un modelo proyectivo local-
mente normal de V respecto de 4. [18], II, 3.

Sea C una curva algebraica irreducible sobre A4 de P, (2) y 4’
la minima extensién perfecta de A contenida en Q.

TEOREMA 1. — St C es separable vespecto de A y g4 = g4, cada
A-transformada birracional de C localmente normal vespecto de A es
absolutamente novmal.

DEMOSTRACION.

Sea &,. .., &, un sistema de coordenadas reducidas de un punto
genérico P de C respecto de 4 y por tanto respecto de A’. Si & es un
elemento de A(&y,.. ., §,) transcendente sobre 4, la hipétesis de se-
parabilidad de C respecto de 4 implica, en virtud de [6], I, teorema 3
y [16], I, Prop. 5, la disjuncién lineal de A’ (&) y 4 (&, - -, &,) sobre
A (&). Por consiguiente, cada base de 4(&y,. . ., &,) sobre 4(£) es base
de 4'(&g,..., &,) sobre A'(&).

Siwug,...,%,¥yv1,-..,0,s0n, respectivamente, bases de 4(&,,. . ., &,)
sobre 4 (&) y de A'(&y,. . ., &,) sobre A’ (&) que verifiquen las condi-
ciones de 4.1. teorema 1, la hipétesis g4 = g4 y 4.1. teorema 3
exigen, teniendo en cuenta la férmula de F. K. ScEMIDT, las rela-
ciones o' (v;) = o (%;), ¢ = 1,..., m. Por consiguiente, los elementos
#y,. .., U, satisfacen, respecto de A’, las condiciones de 4.1. teorema 1;
luego se verifica :

A[E, Uy, ey Uy y A [ETY, my 0w, Ew)] som cerrados en su
cuerpo de cocientes.

En virtud de [18], II, 2, Lemma 5, la proposicién estard demos-
trada si construimos una A-transformada birracional de C, pertene-
ciente a un espacio proyectivo sobre £, y que sea absolutamente
normal. Para ello sea ¢ un ntimero entero negativo tal que ¢ < g (%,,);
pongamos

%1 =§& %o; Yo=%0. %17 %71; y1=x1. %97 %71

Yit1 = tj. %o ° 1 "
Viema1 = th. %0 Eel—e 7= D

siendo x( un elemento de 2 transcendente sobre 4(&), y consideremos.
la A-correspondencia algebraica irreducible asociada al par (xg, %;;
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Y0s- - -» Vamey). La variedad imagen de esta correspondencia algebraica
es decir, el lugar geométrico de las A-especializaciones de (yy, - - -, Yam+1)
compatibles con las A-especializaciones de (x, x;), verifica las condi-
ciones apetecidas. En efecto, dicha imagen es la A-variedad alge-
braica irreducible C’ asociada al punto P’ = (yy,. . ., Yam=1), del cual
son representantes reducidos

(1) I)’ = (E—Q—Il E’ %]" A M"U ul Ea(ul)" M um SL)(M"I))
(2) P, = (E_l) EQ ']_11 ul EQ) R ,Ltﬂl EQJ %] 69("1)‘! R | u”l Eg(u’n))

C’ es, pues, una A-transformada birracional de C de P,, ., (Q).
Veamos finalmente que C’ es localmente normal respecto de 4’ y
por consiguiente absolutamente normal (3.2. teorema 5). Los anillos
de coordenadas reducidas (sobre A’) relativos a los representantes
(1) y (2) de P’, coinciden respectivamente con A'[, #y,..., %,] ¥
A" [E7Y, uy &0 o, E2w)], que como hemos demostrado, son ce-
rrados en su cuerpo de cocientes; luego: si Q' es un punto de C' en el
cual C' no es A'-normal, entonces Q' pertenece a la variedad lineal
L,,,_1 definida por el sistema de formas Y,, Y, ,. Ahora bien, como
L,,,_; es no incidente con C’' queda probado el aserto.

CoroLARIO. — S7 C es separable vespecto de A y es g4 < 0, cada
Ad-transformada birracional de C localmente normal respecto de A es
absolutamente normal.

TEOREMA 2. — St C es separable respecto de A y posee en un es-
pacio proyectivo sobre 2 una A-tramsformada birracional absoluta-
mente normal C', entonces se verifica g4 = g4'.

DEMOSTRACION.

C’ es, como C, irreducible y separable con relacién a A. Sea
£o,..., &, un sistema de coordenadas reducidas de un punto gené-
rico P’ de C’ respecto de 4 y por tanto respecto de A’. Segtn 3.2.
teorema 4, C’ es localmente normal respecto de 4 y 4’ ; luego si
Ei#0A;=A4[E0E,.. ., 88 ]y A=A &7, 8 &1L
son cerrados en sus respectivos cuerpos de cocientes. (3.1).

En virtud del teorema de normalizacién de E. NOETHER (18), existe
un elemento & de A4;, tal que A4; es el anillo de los elementos de

18) 4], Chap. II.
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A(&o,. .., &3) que son enteros sobre A[E]. Si uy,...,u, es una base
de A4(&,..., &) sobre A(&) que verifique las condiciones de 4.1.
teorema 1, se tienen las relaciones

(3) A [6,0 EIL'_I,. . Elh Eli_l] = Ai =4 [E, Uy, - .., um]

(4) ga=— X o(us) —m + 1

De (3) se deduce
A[E, uy,. oty =A[Eg &7 8 E71] =4

y como A’, es cervado en A'(&'y,..., &,) también lo es el anillo
A" [&, uy,. .., u,). La separabilidad de C’ respecto de 4, exige la
disjunci6n lineal de 4'(§) y 4(&'y, . . ., &'s) sobre A(&), y por consiguiente
#,. .., 4, es base de A'(&,..., &) sobre A’(£). De estas conside-
raciones se deduce :

(5) U, - ., Uy €S base modular de A’y sobre A’ [£].

Si B'; es el anillo de los elementos de A’ (&y,. .., &) que son en-
teros sobre A’[£71], se verifica :

(6) wy &0, .. u,, EWn es base modular de B’; sobre A'[E71],

En efecto, consideremos la A-curva algebraica irreducible C; de
P, 1(Q) asociada al punto P; = (§71, uy &™), .., u,, £4m). C; es
manifiestamente A-transformada birracional de C’. En virtud de
4.1. teorema 1,3), A [E71, uy £, .. u,, £&®n)] es cerrado en su cuerpo
de cocientes y por tanto también goza de esta propiedad v, (Q;; P;)
para cada punto Q; = (5o, ..., §u4;) de C; tal que 7, # 0. La A-espe-
cializacién P; — @ es prolongable a una A-especializacién (P;, P') —
- (Q1, Q') en donde Q' = ({'y,..., {’s) es un punto de C’. Como
v4 (Q1; P;1) es cerrado en su cuerpo de cocientes, los elementos
&9 &1, ..., &, & 1siendo ¢ un indice tal que {; # 0, pertenecen a
v4(Q1; P1) y Q' estd determinado; ahora bien A4, es cerrado en su
cuerpo de cocientes y como la A-especializacién (P’, Py) — (Q’, Q;) es
prolongacién de la P’ — @', resulta que (Q;, Q) es elemento birregular
de la A-transformacién birracional C; <—»> C’. Por consiguiente se
verifica vy (Q1; P1) =v4 (Q'; P’). Como A, es cerrado en su cuerpo
de cocientes, también goza de esta propiedad v, (Qq; P;) = v (Q"; P'),
y por tanto A’ [§71, uy &M, .. u,, £2n)] es cerrado en su cuerpo de
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cocientes, de donde se deduce (6) ya que #; &, .., u, &#n» son
linealmente independientes respecto de A4’ (£).

De (5), (6), 4.1. teorema 2, 4.1. teorema 1, y de la férmula de
F. K. ScaMIDT resulta

14 s

(7) o=— 2 o(u) —m +1

A

ki

1

De las relaciones (4) y (7) se deduce inmediatamente el aserto.

TEOREMA 3. —Si C es una A-curva algebraica indivisible de
P,(2) absolutamente normal, entonces el género de C no depende del
cuerpo de definicion de C que se considere.

DEMOSTRACION.

Sean X y X, cuerpos de definicién de C. Como C pertenece a un
espacio proyectivo sobre 2 y es absolutamente normal, se verifica,
en virtud del teorema 2, g5, = gz, ¥ &=, = &z, Slendo X7, 1 =1, 2,
la minima extensién perfecta de ZX; contenida en £; luego segin
4.3, teorema 7 resulta

8z, = 8z = &2,

como se querfa demostrar.

5.2. Algunas proposiciones auxiliares.

Sea V una variedad algebraica irreducible sobre 4, de dimensién
d>0de P,(Q); uz, t=1,...,h<d, j=1,...,s > h elementos
de Q algebraicamente independientes sobre 4 ; &, ..., &, un sistema
de coordenadas reducidas de un punto genérico P de V respecto de
A(ury, - - -, tis), 18), Y 91, . . ., 1, un sistema de elementos de A(&o, . . ., §,)
de grado de transcendencia ¢ > 4 sobre 4.

LEMA. — a) #;0 =%y M1+ ... + i 75 es transcendente sobre
A (44, .., ws); b) El grado de tramscendencia del sistema my,. .., 7
sobre A (yq,. . ., Ui, Hig) €S t— 1; ¢) St Q es de caracteristica p # 0y
u;o pertenece a A (w;y,. .., wis, &y .., EP) entonces my,...,ms perte-
necen a A (E?,. . ., &L).

18) Como los elementos u,, son algebraicamente independientes sobre 4,
V es irreducible respecto de 4 (u,, . u,,).
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DEMOSTRACION.

La A-variedad algebraica irreducible V' del espacio afin A4, (22)
asociada al punto P’ = (y,...,7,) es de dimensién ¢> 0. P’ es
punto genérico, respecto de A, de una componente indivisible W’
de V'. Sean (ay,. .., &), (B1,- .., B;) dos A-puntos de W"'.

Como P es punto genérico de V respecto de 4 (u;,..., uy),
AEgy. .., &)Y A (41, - ., u;) son algebraicamente disjuntos sobre 4.
Por consiguiente, el grado de transcendencia del sistema 7;,..., 7,

sobre 4 (#;1,. .., ;) es t; luego P’ es punto genérico de W’ respecto
de 4 ('M'“, ey %,‘S). ~
En consecuencia, si fuera #;g € 4 (1;y,. - ., #;), la relacién

ig = i1 N1+ ...+ Uis 75
exigiria
Uig = Uiy 0 + o Ui o Y Uig =ty P1+ ...+ i B
y por tanto
g — )l —f) =0
en contradiccién con la hipétesis de independencia algebraica del

sistema de elementos u,; sobre 4.

b) Sea 7 el grado de transcendencia del sistema #y,. .., 5, sobre
A (i1, .., Wi, w;0). Llamando Aoy = A (u;,..., w;) se tiene gr. tr.
(#:0, 11,---,7Ms) sobre Ay =7 + gr. tr. (u;)) sobre 4y y en virtud
de a)

gr. tr. (#;0, M1, .., 7s) sobre Adg =17+ 1
Ahora bien, de la relacién ;9 = u;1 91 + ... + #; 7, se deduce
A (Wi, - - o, Wis, Wig, N1, -+, M) = Ao (M1, - -, 1)
y por consiguiente
gr. tr. (#i, N1,. .., ;) sobre 4y = dim P’ =dim V' =1¢
luego

t=7r+1 osea r=1¢t—1

c) Si u;o pertenece a A (u;y,. .., u;, Eof,..., &) se tiene una
relacién del tipo

;Nz- fi= (g m+ ...+ %) XDy g
u
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en donde N;, D, son monomios de 4 [u;1,. .., u;] y fi, g&. elementos
de A[&¢?,..., &P

Como w;y,..., u;; son algebraicamente independientes sobre A,
la disjunciéon algebraica de 4 (&,...,&,) v 4 (#;,...,u,) sobre A
exige la independencia algebraica de u;y,. .., u; sobre 4 (&,..., &,);

luego si N;; es uno de los monomios N; de grado maximal respecto
de u;;, de la relacién precedente se deduce la existencia de un indice u
tal que

NM:u,‘,'. D# y flj:'ni'gl" Eu #O

Por consiguiente #; = f,;/g, pertenece a 4 (&¢?,..., &7).
Sea Vi la A (uyy,. .., %15, %105 -« ; Wny, - -, Uns, Upo) — variedad
algebraica irreducible de P, (£) asociada al punto P = (&,..., &,).

TEOREMA 4. — La dimension de V, es d—h. Si Q es de carac-
teristica p # 0 y mo todos los elementos n; pertenecen a A (Ep,. . ., E,P),
de la separabilidad de V respecto de A se deduce la de V) vespecto de
A (W11, ooy Uisy U105 - -+ 3 Wnly - - -5 Uis, Ung)- :

DEMOSTRACION.

Las hipétesis realizadas sobre los sistemas («;;), (;), 1 =1, ..., &,
j=1,...,s,y el lema precedente, permiten demostrar la proposicién
por recurrencia. Es suficiente, pues, considerar & == 1.

Si7 es la dimensién de P sobre U (ny,. . ., 5,) siendo U= 4 (uy4,. . .,
15, %1g), tendremos

dim. V) = dimy P =7 4 dimy (5y,..., 7;)
v en virtud de b) (lema precedente)
dim. Vi=7+4+t—1
ILlamando A4 = A(#11,..., #;;) y teniendo en cuenta que
U, -.om) = Aoy, -, m), £ = dimy, (71, - ., 1),
resulta
7 +t=dim. P (sobre d¢(ny, ..., 7)) + dimy, (9y,. .., 5,)

0 sea

r + ¢ =dim,,. P=dim,. P=dim. V=4
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Por consiguiente

Si V es separable respecto de 4, también lo es respecto de 4,
y como P es punto genérico de V' respecto de 4, se verifica

[AO('EO:-- oy En): AO(gopJ" ¥ Snp)] =Pd

Como ;o pertenece a Ay (&y,...,&,), la relacién precedente se
puede escribir

{A(M)(Eo,, §n) A(“)(Eop:-": Enp)] [A(M)(SOP;-.., Enﬁ): AO(E()?:"') Snp)]zpd

Ahora bien, por hipétesis no todos los elementos 7y, . . ., 5, pertenecen
ad(&,...,&,P), luego segtin c) (lema precedente) u;, no pertenece a
Ao (P, .., &F) = Ao (m?, &?,-. ., &P), v por tanto

(4 (u) (§?,. .., E7): Ao (EoP,. .., EL)] = p
En consecuencia
(4 (u) (Eo,- .-, &) A (u) (§oP,. .., E2)] = p-1

que implica la separabilidad de V; respecto de U, 2.1 proposicién 9.
Cada punto Q de V, es especializacién de P respecto de

A (%) =4 (ull:' ey Urs, U105 - v ) Uply -+ o5 Ups, uho))

y por tanto Q es A-especializacién de P, es decir, un punto de V.
Sea v4(Q; P) el anillo de especializacién de Q sobre P respecto de 4.

TEOREMA 5. — Si cada uno de los elementos ..., n, pertenece
av4(Q; P), la A(u)-normalidad de V), en Q implica la A-normalidad
de V en Q y reciprocamente.

DEMOSTRACION.

Sea 4 1a extensidén de A engendrada por los elementos u,; y 7,4,(Q; P)
el anillo de especializacién de Q sobre P respecto de 4,. Como 4,y
A(&o,. .., £,) son linealmente disjuntos sobre 4, en virtud de [4],
Chap. IV, Prop. 6, se verifica

(8) VA(Q; P)=vdo(Q; P)nA(£0>"':£n)
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Sea v, (Q; P) el anillo de especializaciéon de () sobre P respecto
de 4 (#), y ¢ un elemento de v4) (Q; P). Si xo,- .., %» €S un sistema
de coordenadas reducidas de Q y y, = 1, podemos suponer sin res-
triccién de generalidad que & = 1. - Por consiguiente { = F/G siendo
F y G elementos de 4 () [&g,. .., &,] de modo que G (x¢,.--, Zs) #0;
ademés, podemos considerar que F == F (u1q,..., %o, €0s--+r Eu) ¥
G (u1q,- - -, #io, Eo»- - -, &,) pertenecen a Ag [uqg,. .., o, &g,-- -, Enl-
Por otra parte, como los elementos #; pertenecen por hipétesis a
v,(Q; P), admiten una expresién del tipo #; = f/g;, siendo f;, g; ele-
mentos de 4 [&,. .., &,] de modo que g; (xo,. .., x») 7 0. De las re-
laciones

(9) Mioz_}:luﬁni=_>:1 Mil"ff/gf’ ’L= 1,...,h
1= 7=

se deduce la existencia de un nimero natural ¢ tal que

e

s e s
(/] =(II1 gi) L (uy0,.., Yno, oy -+ En) Y T:(.ngf) -G(%10,-, 10,505+, En)
1= 1=

pertenecen a A4, [&,. .., &,]; ademds las relaciones (9) implican

Uig = ,El“if-fi(XO»'--:Zn)/gi(XO:--wxn):i= 1,...?}1-
j=

y por consiguiente

s )
g](x‘),...,xn) = (Jl;Ilgj(ZO”x")) . G(i&lo,..., uho, xo,..,, x”) 750

luego ¢ = F|G == @/ pertenece a v,,(Q; P); ahora bien, es obvio
que v4, (Q; P) C v44 (Q; P). En consecuencia, se tiene

(10) 24,(Q; P) = aw (Q; P)

Veamos finalmente que de las relaciones (8) y (10) se deduce el
aserto. En efecto:

Si V, es 4 (u)-normal en @, entonces segtin (10) v,4, (Q; P) es ce-
rrado en su cuerpo de cocientes; luego en virtud de (8) también
tiene esa propiedad v, (Q; P), es decir, V es 4-normal en Q.

Reciprocamente : Si V es A-normal en Q, también es normal en @
respecto de 4y, [4], Chap. V, Theorem 7, o sea, v4,(Q; P) es cerrado
en su cuerpo de cocientes, que en virtud (10) implica la normalidad
de 7, en Q respecto de 4 (u).
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5.3. Géneros de iniersecciom.

Sean Fy,..., F, formas del mismo grado de 4 [X,,..., X,] que
verifiquen las condiciones siguientes:

1. — La A-variedad. algebraica de P, () definida por el sistema
Fy,..., F, no es incidente con V.

2. — La A-transformada racional V de V definida por el sistema
Fy,..., F, es de dimensién t > 0.

Sea s un ntmero natural no superior a ¢, ; t=1,..., A,
j=20,...,s, elementos de {2 algebraicamente independientes
sobre £ y consideremos la 4 (4;y,..., A,)-variedad algebraica V,

definida por el sistema de formas
MoFo+ ...+ A4 F, t=1,... h

TEOREMA 6. — A) V NV, es irreducible sobve A (A1g,- .., Jus) y de
dimension d — h. B) Si Q es de caracteristicas p =0 y el cuerpo
de las A-funciones racionales de V no es A-isomorfo a un subcuerpo de
A (&P, ..., EP), 19), entonces de la separabilidad de V respecto de A se
deduce la de V; vespecto de A (A, .., As)- C) St Q es un punto de
VvV, la A(Ao,.-., ls)-normalidad de V; en Q implica la A-nor-
malidad de V en Q y veciprocamente. En particular, si V es localmente
normal sobve A, V; lo es sobre A (A0, - ., Ass)-

DEMOSTRACION.

En virtud de la condicién 1 impuesta al sistema de formas
Fy,..., F,, podemos suponer sin restriccién de generalidad que la
hipersuperficie definida por F, no contiene a V, y por tanto
Fy(&0,. .., &) # 0. En virtud de la condicién 2 impuesta al sistema
de formas F;, los elementos n; = — F;(&q,..., &)/ Fo(Eo,..., &)
constituyen un sistema de grado de transcendencia ¢ > 4 > 0 sobre
A. Segin el lema, a), los elementos ;¢ definidos por

(11) Mg =ty My + ... g, t=1,...,h
son algebraicamente independientes sobre 4 (uyy,. .., #;). Por consi-

19) Esta tltima condicién se verifica si V es A-transformada birracional
de V.
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guiente u;;, A;; con pares de elementos homdlogos en el A-isomosfismo:
A #10se oy Uns) = A (A10s- -5 ns)

que es prolongable a un isomorfismo

(12) A @10, Unsy Egye-or &) = A(Agse s Mgy E0re - or En)

en donde &,, &,, u=0,...,#n, son pares de elementos homdélogos.

Consideremos la A4 (A;g,. .., A)-variedad algebraica irreducible
Vi de P,() asociada al punto P’ = (&,..., &’). En virtud de
(12), P’ es punto genérico de V respecto de 4, que satisface las rela-
ciones

(13) Ao Fo(&- &)+ + A Fo(&,- .., &))=0,0=1,...,h
y en consecuencia V,’CV nV,.

Sea Q = (x0,---» X») un punto cualquiera de VNV; y F una
forma de 4 (410,-.-, 4s) [Xogy. .-, X,] tal que F(&',..., &, ) =0.
En virtud de la condicién 1 impuesta a las formas F; existe un indice
7 tal que F,(xo,..., %) 7% 0, y por consiguiente F, (&',..., &) #0
va que Q es A-especializacién de P’. Sea 4, la extension de A engen-
drada por 4;, j # 7, y A un elemento no nulo de 4 (49,..., 4,) de
modo que @ = A. F pertenezca a A, [A,,..., An, Xoy..-s Xul ¥
sea ¢ un ntmero natural tal que

Y = Fe,. @(—;Zﬁ F,/F,,.. .,—§ Mj Fi|F,, Xo,..., X,)
r i#r

i

pertenezca a 4, [Xo,..., X,]. En virtud de las relaciones (11) y
(12), se tiene:

'}7(50’;- .oy Enl) =Frg(50’:' 0y En’)- qj(}*ln' <y Ahn 50’:- oy En’) = 0

y como P’ es punto genérico de V respecto de 4,20), se verifica
¥ (%0 -+ +» 2u) = 0; pero Q pertenece a V; y por tanto

Ao Fo(or--or 2u) + oo + s Fo(xoyoo s 20) =0, t=1,...,h
y como por hipétesis es F,(xo,.--, Xs) 7 0, resulta

0= Y (x0r--»%n) = FL(X0r > Xn) P(A1rse vy Ahrs X0+« +» Xn)>

20) Es una consecuencia de (12).
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O sea
0= FS (x0,--+s %n). A F(x0,---, %n), de donde F (x0,--., %») = O

Por consiguiente, Q es A (k,..., Aw)-especializacién de P’;
luego V,) 2V nV,.

En resumen V)’ =V n V,, y por tanto V n V, es irreducible
respecto de A (Ayg,. .., A). De la igualdad V' =V n V,, del iso-
morfismo (12), y de los teoremas 1 y 2 se deducen facilmente las res-
tantes conclusiones de la proposicién.

En particular, si M;, j=0,...s, son los monomios de grado
m > 0 de 4[X,,..., X,], se verifica

TEOREMA 7. — La interseccién de V con la variedad algebraica
L\ de P, (Q) definida por el sistema de formas

}'iO 4M0+...+7L1'SMS, 1.21,...,]1_<_d

es wrreducible respecto de A (Ayg,. .., Ay) y de dimensién d-h; ademds
V. n L™ es, respectivamente, separable y localmen'e normal sobre
A (A0, ., M) st V tiene estas propiedades con relacion a A.

Si d > 1 adoptamos la definicién siguiente :

DEFINICION. — Llamaremos A-género de interseccion de orden m
de V, al A(Ayq,. .., a_y,s)-género g, ™ de la A (Mg, - ., Aa_y,s)-curva
algebraica LY, n V.

Siggj,t=1,...,d—1,j=0,..., s, son elementos de Q alge-
braicamente independientes sobre 4, entonces 1;, u; son pares de
elementos homoélogos en un A-isomorfismo

Aoy v s Ray,s) = A(p10, - - -5 Ha1,s)

que es prolongable a un isomorfismo

(14) Y| (}‘101' ) z'd—l,s: 4-0" ey cn) =4 (:u10:' vy Hd—1, s, COIr' ) 5”’)

siendo {y,. .., {, un sistema de coordenadas reducidas de un punto
genérico de V . n LY, respecto de A(4;g,. . -, As_ys). Del A-isomorfismo
(14) y de la férmula de F. K. ScEMIDT se deduce ficilmente que la
definicién precedente no depende del sistema de elementos ;.

5.4. Modelos proyectivos absolutamente normales de una variedad
algebraica de dimension d > 1.
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TEOREMA 8. — St V es separable respecto de A y posee un modelo
proyectivo localmente normal respecto de A que sea absolutamente normal,
entonces para cada cardcter de homogeneidad m de V, 21), se verifica
g4 = g™ siendo A' 11 minima extension perfecta de A contenida

en Q.

DEMOSTRACION.
Sea 7 un elemento de 2 transcendente sobre 4 (&, . - ., &), &5 =
=1.£&,u=0,...,n, E el anillo constituido por los elementos de

A(Eo*,. . . &%) que son enteros sobre 4[£¢%,. . ., £%,], y sea {o¥,..., {*
una base del A-espacio vectorial constituido por el elemento nulo de
Q y por los elementos de grado m de E. Como m es por hipétesis un
carcter de homogeneidad de V, la A-variedad algebraica irreducible
V de P, () asociada al punto P=(Lo*,...,¢*) es un modelo proyec-
tivo localmente normal respecto de 4 de V,22). De [18], Lemma 5,
y de las hipétesis de la proposicién, resulta que V es absolutamente
normal. .

Si M;,j=0,...,s, son los monomios de grado m del anillo de
polinomios A4[X,. .., X,], Mj(&*,..., &*) son elementos de grado
m de E, y por consiguiente se verifican las relaciones :

(15) Mi(EO*:"': En*) = 607'&'0* + + ariCr*:jz 0,---, S

en donde 6,; ed,»=0,...,7, delas cuales se deduce :

1. La A-variedad algebraica de P,(Q) definida por el sistema de
formas F; = 06p; Yo+ ... + 0, Y, no es incidente con V.

En efecto. Sea Q = (%o, - -, %,) un punto de V. La A-especializa-
cién P —(Q es prolongable a una A-especializacién (P, P) - (0, Q)
siendo Q = (7g,- - -, ,) un punto de V. En virtud de las relaciones
(15) se tiene, pues:

M;(no,. .., Ma) = 0o %9 + ... + 0y %, =0, ..., s.
En consecuencia, de F;(%g,..., %,) = 0 para 7 =0,...,s, se de-
duciria M;(no,...,7s,) = 0 para 7 =0,...,s, que manifiestamente
es absurdo.

21y [17]; [18], 11, 2; [4], Chap. V.

22) Si A es algebraicamente cerrado en A(&,, - -, &), V es, ademas, arit-
méticamente normal, es decir, A[C,*,..., {,*] es cerrado en su cuerpo de co-
cientes [18] II, 2.
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2. El sislema de formas I; = 60,_ Yo+ ... + 0, Y, define una
A-transformacion birracional V <—> V.

Puessi &, 70, los elementos M; (&y%,. . ., &,%)/&*™, para 1=0,.. ., s,
constituyen un sistema de generadores de 4 (&,,. . ., &,).

Por consiguiente, si V,esla A (10, - - -, Au_ys)-variedad algebraica
definida por el sistema de formas :

;'i0(600Y0 + st 6'0 Y') + ...+ Ais(aos YsO + et (srs 1'71)

i=1,...,d-1, se tiene en virtud del teorema 6, que ¥V NV, es una
curva algebraica C,, irreducible, separable, y localmente normal res-
pecto de A (Ayg,. - ., 4_1s); ademds como V es absolutamente normal,
es V localmente normal respecto de A’ (3.2. Teorema 5), y por tanto
C, es localmente normal con relacién a A’ (4y,. . ., Ai_ys), luego de la
demostracién del teorema 2 se deduce la coincidencia de los géneros
de C, respecto de A (g, -, Aa—1s) ¥ A'(A1gs- - -» Aa_ys). Ahora bien,
de la demostracién del teorema 6 y de las relaciones (15) se deduce
que C es A (Ay,..., Ai_is)-transformada birracional de ¥ n Ly

por consiguiente, se verifica g =g,

TEOREMA 9. — Si V es separable vespecto de A, y para algin ca-
vdcter de homogeneidad m de V se tiene g = g% entonces cada mo-

delo localmente normal de V respecto de A, es absolutamente normal.

DEMOSTRACION :

En virtud de [18], II, Lemma 5, es suficiente demostrar la nor-
malidad absoluta de V,23), o lo que es equivalente, la normalidad
local de V respecto de A’

Como V es separable (por serlo V) y localmente normal respecto
de 4 resulta, en virtud del teorema 7, la separabilidad y normalidad
local de C, respecto de 4 (A1g,- - -, As_15); Pero Cy es 4 (A, . . ., Aa_1s)-
transformada birracional de V n LY, luego de la hipétesis gS”) = gﬁ,’f“
y de la demostracién del teorema 1, se deduce la 4’ (4y,. .., ds_qs)-
normalidad local de C,.

Sea Q un punto de V de dimensién d-1 sobre 4, y Vj la A-variedad
algebraica irreducible asociada al punto . Como C, es localmente
normal respecto de A’ (19,- - -, Ai_1s), V es, en virtud del teorema 7,

23) Comservamos la notacién empleada en el teorema 8.
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A’-normal sobre cada punto de Vg n C,, y por consiguiente ¥V es
A’-normal en Q, 24).

En resumen V es separable y localmente normal respecto de 4,
y 4A’-normal, y por tanto, absolutamente normal en cada punto de
codimensién unidad sobre 4, o sea, absolutamente simple en codi-
mensién unidad [7], Chap. IV. El aserto es ahora una consecuencia
inmediata de [16], Appendix II, Prop. 4.

24) Pues la anormalidad de V sobre Q implicaria la anormalidad de V
en cada 4-especializacién de Q, 18, p. 512.
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