«(RESOI,UCION DEI, PROBLEMA DE CAUCHY
RELATIVO A UNA CLASE DE ECUACIONES EN DERIVADAS
PARCIALES DE 3.« ORDEN, CUASI-ILINEALES
Y DE TIPO HIPERBOLICO»

por

J. M. CascaxNTE DAvina

5. INTEGRAL GENERAL GLOBAL DI UNA ECUACION DIFERENCIAL OR-
DINARIA DI 1. ORDEN. — Construyamos una aplicacién 4 : Q. — R
del modo que sigue:

«(.Vl, x10, ,VZO) = (X], 550) Et.l((;;g) — (,'C], Xlo, XQO) = W(Tﬁ) (x;) e R»

en la que, para todo x¥0 € G, denota ¥, como en el n.° 3, la solu-
cién global en G de (1) pasando por ¥, la cual estd definida sobre el
intervalo lx, (¥0), x4 (X0)[.

Observemos, que puesto que para todo X0 = (x,9, x,0) € G se
verifica (ya que ¥y es la solucién global en G pasando por ¥9)
%20 = Wi (x19), es valida, por consiguiente, la relacién: «(y (x,9, %,0))
(19, %20) € G = x50 = A (%19, %10, x,0))».

Dicha aplicacién A es continua sobre d,, y continuamente
derivable parcialmente respecto a su primer argumento sobre &;,),
verificindose :

«(V (1, %19, %29) ((x1, %19, %20) € @G, =

> Dy (X1, 210, %20) = (D1 2) (%1, %19, %0) = 0 (%1, 2 (x1, %19, %20)))»

En efecto, sea (¥, ¥1% ¥,9) € Q;,, es decir, 0 = (¥,0, ¥,0) €
eG y % eix™(x0), x, (9], y consideremos los casos siguientes,
mutuamente excluyentes:

1.0) %’lzflo. Sea Q=[’A\7‘10—ﬂ, ’;10—{—@3 X [520 —b, ;20+b'_} CG,
un intervalo cerrado, centrado en ¥0 = (%9, ¥,0), v contenido en G ;

denotemos por M, a sup. 'o(¥)! y pongamos;
reQ
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, b .
ky == min {a, ‘IT[O}’ si. My >0 '
Designando, para abreviar, por I al intervalo (X0 —Fk., X 0+k, x

X [%,0 *ko, 5104‘/%] X

esta INTRODUCCION] :

- b - .
X0 — 3 X0 + g], se verifica (n.° 2 de

«(3 26%0) (x50 ¢ F (I; R) y 26%0 es una integral general local en G

de (1) relativamente al punto x0)»
y por tanto:
WV (%19, £20)) (%0, x29) € %0 — ko, %0 -+ kol X

~ b
X _-\'20 — _

~ b 5, .
5 220 - 5] = ZEj\.?ay(?zu) es una solucién local en G de (1) pa-

sando por X0 y definida sobre el intervalo (%10 — ko, x~10 + kol)»

Ahora bien, para todo ¥0 = (%19, x,0) € G, es ¥ la solucién
local en G de (1) pasando por ¥9, y definida sobre el intervalo
%174 (X9), % (X9)[, que prolonga a todas las soluciones locales en G
de (1) pasando por X9, por lo que, en particular, y teniendo en cuenta
ademds la definicién de la funcién 2, se verificara :

(v X0) (¥0ex0 — Ky, %0 + kol x [xzo — 3 %0 + 3=
= 10 — kg, 10+ ko] € 1%, (F9), 3y (FO)))»
¥
oW (%1, 19, 229)) (21, %19, 220) € T = £ %0) (1) = 159 (2, 2,0, 2,0) =
\ = Yo (%1) = A (%1, 219, %0))»
es decir ;
dcleq vy (¥ (%1, 210, x,0) (%1, 210, %0) e I =

—

> XEHO) (1, %0, 1,0) = A (x;, %0, %20))»
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Por otra parte 2600 (n.° 2 de esta INTRODUCCI(')N) es comn-

~ ~ ~ o
tinua sobre I, y dado que (x;, %0, X90) = (*clo ,\[0, x2 0)el, es va-
lida, como consecuencia de todo ello, 1a relacién:

«ve) (eeR*—(0) = (3n) (e R*— {0} ¥ B,((%, %1%, %20) c T c A,y ¥
¥V (01 210 109) (0, %10 %,0) € B, (%1, 2,9, 530)) -
(650) (1), x,0, x,0) — z{(¥:0) (x1, 19, 1,9)] =

=12 (x1, %1%, %29) — 2(%;, 1,0, %0)! < &)))»

lo que prueba la continuidad de 7 en el punto (x;, x,0, x,0) =

(;IOY :‘:'\ior ;20)

2.9) a 7 «7,0 Suponiendo sea v~10 < VNI (El razonamiento, en
el subcaso xlo > X, es enteramente andlogo), y refiriéndonos a la
demostracién del caso 2.9) del n.o 4, puesto que: (vi) (e {l, 2, ..., n} >
== (w0 yo) = (@0 + ik, WE) (@0 + k) = (v, P, (yx N,y
en particular, v," = ¥V, (y"), es decir, ¥ es una solucién local
en G de (1) pasando por (y ", ¥2"), asi como se tiene ademés :
n = B<v® =204 nk < X < " + k, vy consecuentemente :
X € Wt =k oy 4+ ke [y — K v* 4+ k], v dado que, por
otra parte, Z0("0 (") estd definida sobre "t — ko v+ k] x
XTv" —k, vi* + Rkl x [yz" - g, Vot - g , lo que entrafia que la
aplicacién parcial x@l’”"vgﬁl;)’ determinada por ¥ relativamente
a los valores y,*, y,” del segundo y tercer argumento es una solu-
cién local en G de (1) pasando por (y,", ¥2"), vy definida sobre
[¥1" — &, y1" + k], de lo precedente, y en virtud del teorema de uni-
cidad de soluciones locales en G de (1) pasando por un punto (habida

;0 (™)

cuenta que x, elvi” —k, vi"+ k] nJx;'= (xO) X% (xO)[), se deduce
que:
AT G, v, gt = 2 () = W@ () = 2.G, B0, %)

Pero en virtud de la continuidad de X6":06") sobre (1" — &, v" -+ k] X

a a ~
X[y"*—k "+ k] x [3’2" ~ 5 Vo' -+ 3 y dado que x; e]y;" — &,
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a al . . )
v+ Rl e vy e lyg" — 5 v -k 5‘ , existen, para todo ¢ e R —{0},

sendos intervalos abiertos jx; — [, x; + [ vy 7" = v — 7, " + 7]

de R, centrados respectivamente en x, e v,", v contenidos respec-

, Vo g , tales que:

R

tivamente en [v\* — &, y" + kl y [yz” —

AV (v, 99) (X1, ¥2) € ];; — 1, xj + I xJ" - {ZG"";O(}"O) (1, 31", Va) —
) (;1, %0, ;zo)g = [ AEHOM) (g1, vy, yy) — XG0T (4;1, i*, v | < &)y
5)

Asimismo, en virtud de la continuidad de X#-%0G"~ sobre
T A P N
y dado que (3", vy, ¥~ 1) e[v" =1 — k, v 4 K x [y — k,
V" k] X -)'2"—1 — g
v,"~1) = wv,", se puede determinar un intervalo abierto 7"~! de R,

. a a
centrado en v,"~!, y contenido en [\'2"‘1 — =, "4 i]’ tal que:

. 2;

a ; =10 (gh— ;
;‘12”—1 + i[’ asi como X0 1Q ) ((‘vl"" yl"—"

«(V yz) (_VZ o (G x(_},’n—l;() (m-1)) (yln, yln—l, .\,2) e 'J”)))
es decir:
«x(rll—l;o‘l;ﬁi—l)) ({y1"} X {,\'1”_1} X Tz—l) c T

y procediendo recurrentemente, se construird una secuencia de in-
tervalos abiertos de R:

71 9 T

centrados respectivamente en:
Vo' Tl T2 L vyl
y contenidos respectivamente en:

a a a al ) a a
vt — o, +—}, [\’ P2 — o, vt 4 ,---,[\’1— P
[_-2 2 2 2 :’2 2 V2 2 )2 2 J2
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tales que:
(Vi) (e dl, 2,y m — 1} = X500 ((v+1) % [ X T) e T )

Finalmente, en virtud de la continuidad de X0%?0% gsobre
. L . a a
0 — kw0 R X IO — kw0 4 k] X |40 — 5 ¥+ 5=

={v0 — & v0+ k] % Q~()7b), v dado que (11, 0, v0) ely0 — &,

=1
) L N

yIO -+ k] X Q(yO), asi como Z()’“;O(J'“))(.q_:ll, le, };20) = y,l, se puede

determinar un intervalo abierto Q* (v0) de R2, centrado en 40,

v contenido en Q (v0), tal que:
Q0T ((yi1} x 0% (10)) € Th

. = - . ., c 4 35000

Sea ahora, x0 = (x,0, x,0) € 0* (y0). La aplicacién parcial 168.10?,21‘)))’
determinada por X(%¢0" relativamente a los valores %19, x,0 del
segundo y tercer argumento, es una solucién local en G de (1) pasando
por x0, v definida sobre el intervalo [v,0 — &, v|0 + k] =[v;0 — &, v1],
que verifica por lo precedente :

50 (49)
«Zglog»%) ) (_)-’]1) € 'Jl»
Pongamos como en el n.° 4:

- —’0; -:0
w0 = l%,’,’.,o?,g‘o,” »

0 es una solucién local en G de (1) pasando por x°, definida sobre
el intervalo [y,0 — &, v1], que verifica:

«nt, a0 (ml)) € iy x b
Del mismo modo la aplicacién parcial 2£3;%%),, determinada por
20500 relativamente a los valores yil, a0(v;!) del segundo y
tercer argumento, es una solucién local en G de (1) pasando por
(y11, a®(vi!)), y definida sobre el intervalo [v,l — &, v{! 4 kl =
=[w! — &, »12], que verifica:

0
A5 Ny (vi2) € I
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Pongamos :

50 (31)
@l = ‘n a"(w‘))l[u' 21 ?

ol es una solucién local en G por la derecha de (1) pasando por
(i1, 20 (y1), y tal que:

«(;\112’ a2l (:\;12)) e {;\)12} X 72»
Asi determinariamos una secuencia ()0 <i<» de funciones, tal que :

«0 es una solucién local en G de (1) pasando por (x,9, x,9), defi-
nida sobre [y,0 —£, v{1] y verificando (y,!, 0 (v;1)) € {¥;1} x T1» (5')

y
«(v?) (fefl, 2, .., m — 1} = o es una solucién local por la dere-
« chaenGde (1) pasando por (v, ’“‘(y ), definida sobre [y, y,i+1]
y verificando (y,'*!, o (y,"71) € {¥,/t1} x T+1)» (5")
}7
«(V IL) (”E {]: 2,.,mn - I} = of (yl) = OU_I (le) y (ai), (yli) =
=, @ (W) = e, 271 (v)) = @) (vi)» (5")
Finalmente, hagamos:
((78:,10&:-"1 (n?) | Tygn, vn - k] = "y

Se tiene, habida cuenta (5), dado que ademas (v,”, o"~'(v,")) €

S {yln} X Tx. y ;'1 E[yln’ yln + kJ
«a” es una solucién local por la derecha en G de (1), pasando por
(y1", 2"~ 1(y,"), definida sobre [v,*, v,” -- k] y verificando :

(v 1) (v €12 — 1, '”1 + L aly”, yi" + Al =
= o () — 2(x, 710, %9 | < &) (57)
v
(") = oL (yr") ¥ (#) (") = e (v, o (") =
= o (" @' (") = (@) (3"

Se obtiene, pues, una secuencia de funciones (a')o<;<. que verifica

(57, (5), (5) ¥ (5").
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Observemos, que puesto que: [v/"~! — %, y;"~! 4+ k' n [vi" — &,

v 4 k] . ,“, n—l} vln'l v L - Z(J"'—';Q(:v"_—l}) I R

(=, =2 (v 1)) | [yt g

/(yu -1 Q yn-—-l))
—_ (\'1"' 111—-(\111 0) [ fypn—t—k ,yp—l ’k]n[)' "ok, ygn- -_/‘] —=
/()n Q0 (}u 7 1‘" () 1,» ) » .
(= l(|l)¢))|l'\|"—1—k yprml=kiqiyge kyvgene-k]) = A (7, 1n—~1(\ln))“'\.lu—“»‘.lu‘; ¥

s () ") .
y oot —/(:.'" 1'('{‘(‘1"))”‘1” wrkj SON vélidas en virtud de (5), las re-

laciones :

~

(v x) el — L x40 alv =t vl -

= (x) — 4 (xl; %9, $0) < &)»

«(v x1) (%, ey — 1, v+ Lol v - k) =

> id'” (";]) - ;‘ (xll “‘\’7101 -'Vzo) I < 8)))

Sea, como en el ntmero precedente, f: 7y 0 — k, y;" + k| — R,

la funcién que para todo i€ {0, 1, 2, ..., n} prolonga ' a (910 — &,

" 4 k], la cual es por tanto solucién local en G de (1) pasando

por X0 = (x(9, x,9), y definida sobre el intervalo | MO =k v+ R
teniéndose, por consiguiente, que:

((L|"‘7(760)<\’0—k<\’ ”—k<xl — l<\1—l—/ v "+/e<»1"”(x0)

asi como y en virtud de( ), dado que: |x; —1/, X+ l[:f!:ﬁ: - 1, x, +In

A" =k "+ R = (% - L 2Ll ) o (0% —L 544 n
NV v RD) Y Sl = 2ty Jivin vomy = 2", se verifica que :

(v x) (relsy L oxp + 1o fn) — (5, 50, 59 < &)
todo lo cual entrana:

Q=L % X G ey v (Vo) (vels — L 2 o+ I -

> W (61) = 4 (@1, 10, 509) | = W0 v ks, (V1) — £ (F1, 50, %20)]=—

= |f(x1) — 2 (x1, %9, 0 | < &)»

es decir, teniendo en cuenta la definicién de i: ;0
fica que:

» R, se veri-

G — 4 %+ U X 0 cle, v (Va) (elx —b 5+ -

A, 20 1) — 2 (%1, 59, 50)| < &)
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v dada la arhitrariedad de x0 = (x,9, %,0) € 0* (x0), se puede poner :
dxy — 1, 2 + 10 X OF (x0) € Qg p)»
v

«(V(-tfl,-ﬁ“,-\fz“)) (("\"l: .V]O, '\:20) ej"".l - [: X -+ l': X Q* (:0) =

w2, X0, x0) — A (v, 49, x0)

< &)

Denotando por J al intervalo abierto Ix; — 1, xy -+ I X Q¥ (x0)
de R? centrado en (x;, x,9, x,9), se tiene asi:

«ve)(eeR" — {0y =~ (3)) (J € Qo es un intervalo abierto
de R3 centrado en (\\,, %9, x~20) Vo (Vi oan) (1 200, 229) € ] =

= LA, 00, %0) — 2 (x1, 49, %0)) < &)

Resultado que establece la continuidad de 2 en (;1 19, 1,9) en
el caso 2.9), y que combinado con el resultado que se establecié
en el caso 1.9, demuestran la continuidad de 1 en todo punto
(¥1, %10, %,0) € Qg.p), v en definitiva, la continuidad de % sobre ;.

Sentado esto, observemos que puesto que en virtud de la misma
definicién de Q;,, se verifica:

(V%0 (X0 G = prysQy > (¥, ¥0) = (¥, %0 x%0) € dig;,) ==

== vy € 1 (¥0), 2% ¥O)[1)»
o lo que es equivalente:

(((V 20) (EO eG = pl’23 :J.((,';L;) = (X € R!(,\'], xlo, .\'20) € a(g;g)} =

== 0 (X0), X% (XO)f)»

es decir, para todo x0 = (x0, x,9) € G, la aplicacién parcial Ao, 0
determinada por A relativamente a los valores x9, x,0 del segun-
do y tercer argumento, estd definida sobre el intervalo abierto
Jx%1% (% 0), %% (x¥0)[, y por otra parte, dado que: '

(W 1, 00,0) (¥, %10, %20) = (x), X0) € Qg4 =

=> /-\-(,\-IO,,UZO) (;\?1) =] (xl, X|0, xzo) == l]’(}’u) (X}))))
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relacién equivalente a la:

(v %0 (¥0€ G = (v x) (v €13 (X0), x4 (X0)] -

= o) (1) = ¥y (%))
se sigue de todo ello la validez de la relacién:
«( V,_\C)O) (R”O eG ;"(-\'I‘), oy = ‘III(}’()))»

la cual entrana:

(¥ ¥9) (X¥0€ G = Ay, es derivable sobre ¢, (¥0), y;% (¥0)[ y

v /..’(_”u,v\v:n) == (Ij,(f{n))»

por lo que, Thabida cuenta que: (¥, x19, ¥,0) € A(g;p == (419, X20) =
=x0eG vy x€lx™(¥0), x % (¥0)[ ], se tiene que:

WV (e, v0,00) (81, %19, %20) € 8(G,,) = 4 es derivable parcialmente res-
pecto a su primer argumento en (¥, %9, x,0) y (D 2) (¥, 2,9, x50) =-

= X (1) = W) (v1) = o0 (1, Wiy (¥1) = 0 (%1, 2 (x), %9, %29)))»
es decir, se verifica que:

«A es derivable parcialmente respecto a su primer argumento sobre

Qo ¥ (Vo) (B, 100 90 € Qe = (D12) (v, 5,9, 320) =
= Q(xlv ;' (xl’ xlo? x20)))»

y como acaba de demostrarme que 1 es continua sobre Q,, se
tiene finalmente :

«A es derivable parcialmente respecto a su primer argumento sobre

Q9 ¥ Dy 4 es continua sobre @, »

de acuerdo con lo afirmado al principio de este ndmero.
A la funcién 4 : @, ¢ R? — R considerada se le denominard
«ntegral general global en G de la ecuacién diferencial ordinaria (1)».

OBsERVACION 1.2, — Consideremos un punto (xy, %19, %,0) € Ay ;
se tiene que: x,%(x¥0) < x; < %% (¥9). Pongamos x, = 1(x,
%19, 120) ¥ ¥ = (%), %p). Puesto que la aplicacién parcial 2, 1,0y de-
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terminada por 1 relativamente a los valores x;9, x,0 del segundo y
tercer argumento, es una solucién local en G de (1) definida sobre el
intervalo abierto x,™ (¥9), x,%" (¥0)[ y que pasa por el punto ¥, se
sigue :

Wi (X) <2y (F0) < 210 < xpder (¥0) < xypder (X)) (%)
es decir, se tiene:

((.’U["z'] (f) < .’(«'10 <Z X[’le" (i:) »

lo que entrana:

«(x10, %1, x5) € > F

y ademads, en virtud del teorema de unicidad de soluciones locales
en G de (1) pasando por un punto, dado que la aplicacién parcial
A, x) determinada por 2 relativamente a los valores x,, x, del se-
gundo y tercer argumento, es asimismo una solucién local en G de
(1) pasando por ¥, y habida cuenta (*), se verifica que:

e, e 00 (), 7 @), = A0, 50 P
lo que implica:
Qe (019) = 2 (10, 21, %) = 220 = 2(%0, %19, 30) = 210 0 (%,9)»

es decir, la aplicacién A, ., determinada por i relativamente a
los valores xy, x, del segundo y tercer argumento, es ademds de la
solucién global en G de (1) pasando por ¥ = (x;, x,), una solucién
local en G de (1) pasando por ¥9, la cual estd definida sobre el in-
tervalo abierto v, (¥), x (¥){, por lo que, en consecuencia, se
tiene que:

@ (X0) < w0 (X) < x4 (%) < wpe (FO)n
relacién que junto con la (*) establece la:

@ (E0) = %y (X) < x% (¥)= %% (X0)»

asi como la relacién :

«;"(v"l,l'z) — )"(.\'10,,\'10) »
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En resumen, se verifica que:

AV a0 (81, 610, 220) € g v X = 4 (%), %19, 350) >
= (xl(’, Xy, .\72) € CJ((,‘;L,) Y .\720 = 1 (;Vlo, Xy, .\'2) ¥ ,Vll':q (9_6') == .\Jli‘:q (1’0) Y

Y W (F) = 0 () ¥ Ay = Ao, o)

Asi pues, para todo (x;, ¥/, x%) € Q,,, el valor del primer
argumento de 2 y el valor x, = 2 (x, x,0, x,9) de A correspondiente
a (¥, %9, x,0) son intercambiables, respectivamente, con los valores
%19, x,0 del segundo y tercer argumento de 4, y las soluciones glo-
bales en G de la ecuacién diferencial (1) pasando por ¥9 y pasando
por ¥, coinciden.

6. CONTINUA DIFERENCIABILIDAD SOBRE &, DI LA INTEGRAL
. . dxn
GLOBAL LN (G DE LA ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA J: =
X1
= 0 (%], Y), EN EL SUPUESTO DE SER 0 CONTINUA Y CONTINUAMENTE
DERIVABLE PARCIALMENTE RESPECTO A SU SEGUNDO ARGUMENTO
SOBRE FL ABIERTO DE DEFINICION G. — Supongamos ahora, que
0 : G cRZ— R ademds de ser continua sobre G, es continuamente
derivable parcialmente respecto a su segundo argumento sobre G,
y sea (xy, ¥19, x50) € Q. Igual que anteriormente consideraremos
los casos:

1.9) %y = %10, 51 Q (W) = [%,0 —a, ¥{0 4 a] X[x20 — b, 0+ bjc G
es un intervalo cerrado, centrado en x0 y contenido en G, y

f

- D . , b . =

Mooy = sup jo(¥)], poniendo k, = min Ala, ——— ¢ st Mo, >0,
Teo () 4 Mo

Yy kp=a si My =0, asi como Q' (x0) = [x,0 — k,, x,0 -} kol X

~

~ b o~ ~ G ~ -
X {xzo o, X0 - f] vV I=ix0—ky, x0+ k)] X [x,0 — ko, x,0 4- k" %

b
2
b~

~ b ~ ~ . , =
X [xzo — 3 X0 - 2‘ = (%10 — &y, %10 + k)] X Q" (x9), el teorema de

existencia, unicidad y dependencia continua de soluciones [n.° 2 de
esta INTRODUCCION], permite poner :

«(3 7050 o) (£(T0 (M e 1 (I; R) v X6%00 es una integral gemneral

local en G de (1) relativamente a x0)»

14 - Collectanca Mathematica
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v puesto que, ademds:

. = ;0 Y0 .
«(v £0) (X0 Q' (x9) - /((‘tlo(.‘(zt‘)))) es una solucién local en G de (1) pa-
sando por x9, definida sobre [x0 — k,, ¥10 - k," Vv Ao, 0 == Vi) €s

la solucién global en G de (1) pasando por x0)»,

lo que entrana:

- 0 0
(((V )\70) (’b e Q (x(’) > /\.( 0, 120) | [x10 - kg, 0 kgi = :((:IUQ,(Z(I)))))))
o lo que es cquivalente -

3~ ‘0 0 ﬁ
«Aido kg o ()'(10) = /.1 = /( ¢ ))

se deduce de todo ello que:

o
(W (v, 200, 50) (%1, %10, %9) € [ == A es derivable parcialmente en (x,
%10, x,9) respecto a todos sus argumentos y (I, 2) (v), 0, a50) =
= (D, 15-0;(.)(.%))) (x1, 0, x,0) ==
‘() u
([)‘) l)) /E;"Hu(\l,g)l dt

140

= — o (¥, x0) e’ " y (D32) (x1, %10, x20) =

(Dy 285 06) (1, 1,0, x30) == o ™0 " (Do) ity 20
- 3 200 (x0)) X, 0, 1, v o
[M (Dao)it, 2(E 1,0, x,0)! dt

=€ ne ) )»

y en particular, dado que (x;, %%, %°) = (%%, x9, %,0) € 1%,0 —- ky,

~ o =T o .
X0 4 by X Q' (v0) = I, se verifica:

«/ es derivable parcialmente respecto al segundo v al tercer argu-
mento en (v;, 1,9, %0 vy (Dy2) (%1, %9, x90) ===
) j (])29)|t A(lf "l , x'> )'lil‘
~ ~ X oo
= —o0(x9 x0)-e v

o L0 2l w0, w0 de
y(Dy2) (51, 20, BO) = el "
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2.9) .\71 0, Supongamos sea x;0 < X1 (Idéntico razonamiento
se seguiria en el subcaso ¥ < 1,9). Refiriéndonos nuevamente a la
demostracién del caso 2.9), del n.° 4, y determinada recurrentemente
como alli la secuencia de intervalos abiertos de R:

oty s I
centrados respectivamente en:

L P Ut DAY
y contenidos respectivamente en:

2

a L a a a ’ a a
« .\'2” | 2’ ,"2" 1 + ij; [.),2::'-2 2_’ _\'2" 2 +2], el "‘,21 . 2, yzl +§]))
con la condicion :
e ) e a a
«A(_‘-u Q) (1) ({,“'l"} X {J"l"“ l} X ]n....l) c {—\'21» _ _é’ :"2" + ijl)> (61)
yo(sin -22>1):

W) (Fe(l, 2, m — 2y o ZOBOOM (Ly o vy x ) e Jieh (67)

'8

=)

asi como el intervalo abierto Q% (v0) de R2, centrado en 0 = %

%

. ~ . , a a
y contenido en Q (V0) =={vj0 -k, vi0 -} kix {yzo — 5 Va0 f!’ que

verifica :

@OHOEN (fy1y x O (39) ¢ Ji» (6"

Sim — 2 < 1, y consecuentemente # = 2 (pues, por (4**) es
n — 2 >0), se consideraria tnicamente la relacién (6') y la (6”);,
puesto que (n.° 2 de esta INTRODUCCION), son vélidas las rela-
ciones :

p T"U; 0 ..0"0 ). E e 3 3. . > - .
«[g,ll)‘l,_‘,‘* };0)). Q* (v0)) — R es diferenciable en (x,0, x,0) = (¥;9, x,0) y

!~ (50 6:0& \ L
A ) ~ (10 O (10 ~ ~
v (__(il';l%*(.ﬂ {,\',ur,xlo} = (D, x50 O, %10, x0) =
0 Xy

~
20 =120

cypd T ~ ~
"~'n (Dy o) [t, XE%0OM (£, %10, 0] dt
Xy —

= — o (%9, 5,0 -e =
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vt

~ o~ |~ (D20t 20t %10, X0 de
— — Q (xIO: x20) g’ 1 v

B

6/(‘”’ )(\0)) \
't ~ 0 ~ ~
}' < ((‘Q A)(I)Q*(VO) ) {'\.m‘_’il" } = (1)3 l(.\!(‘. oo )))) (_\'l] ) 'vlol '\'20) =

Al =a,50

~an/.l‘,,\o,.\” it o,
= ¢ \1”( 2 )I ( ! 2 )J( .y 00")

Y Lo (QF (V) c J - (7)

[Se ha tenido en cuenta que /E" "00(;)” es una solucién local en G

de (1), pasando por (x,o, P 0), y definida sobre el intervalo [flo -k,

%10 + k] = (%0 — &, v1], ¥ consecuentemente: (v ?) ({e[x,0, v;li -
/(05 Q(y“)) (v () b ~ 0~ o ~ o~

. ‘(n" =) () = 20500 (£, %10, x,0) = Y () = A (¢, x,9, x%,9)), lo que

justifica la sustitucién que en el integrando de la integral se ha

efectuado] y si n — 2 > 1:

(50 (1)) 1
/(.H- v)iJre J

Sel N P | — 0 ”(9’“)) = ~
rable en '\'20 - .\YZI /(V 1)10* (y0) ()’ 101 R 20) y

DA
(l;\fzo Jxy0

l/{(‘l ()(v\)) N\
¥ ( ) = (D3 205000 (112, vyl vpl) -

sl

[ a0 1 2S8R [ D20 1 it )

it IS it

v IR () ¢ J2 (7)

y ademds (si n — 2 > 2):

Wvi)(ief2 3,.,n—2 » /ﬁ';,‘)l“,f).’, it Ji— R es derivable en

. ; =10 (vi-1) i .
"‘20 =W'= /xl’ \1‘(:”!" (.,\’21 l) Y

(vitsl, miJi

< d /(“ Q)
d .‘\520 g0y

',"Ii':l i () (yi
6, X590 gy
= (D3 2050 0M) Y ), val) = e" ! D20 I Zose =

[" (Do) it 2 (0 70, 7)) de

it

AN 'Ti; —Ti“) i
= y XS () € Jh (717)
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asi como:

V=13 () (yu=1 3
(<Z}3V,l,,,_‘,lng),]3)-1 . ]” !

- R es derivable en x,0 == vy*~1 ==

. (_}:n—l; 0 Gu—l)) \

S(37=2:0 (vn-2)) B d L (3, yyu=t: pu=1
== l?{ a=t ey u-r (V"0 2) oy | SR =
N (_ 2 ) - . {Z-"'ZO £20 = yyn=1

& f 0 ()
. B ’ ’ ,—x(DZQ Lt, l(fy).lu—-xy_‘.zn-l)_j dt
— (1); Z(n=1:0 (_\'"-l))) (,\,lu .\,]nn 1 Vv, l)_f' vy o
R - - ».h2 - v

~

[ (Dro) [t (8, 710, 70)) dt
o nn=

= ¢ v

wy (30=1; ) {yn=1) - a a)
v lg;lu'_\:|n(—:‘;)ll/lt)—l (]” l) Cc _\"_)“ - _2'; _\'2” + 2 » (7”’)

v finalmente :

w(yts () (v i
«/Q”, O (),

a a .
LS A 5 v+ EJl — R es derivable en x,0 = v, =
- ~ d (L5 0My
— L) g ( (*1, 117) ) —
= L, o=ty pemr (327) v 27 I
[2 a0yt 23850 a
- ~ - ST S(E v vat) )
— (D-,' Z(."'";O(.\”'))) ('YI: ,\'l"r v 2") = /M =
s R
| 7 (Dao) [t 22, %10, %0)] dt
—e' N » (7IV)

Sim —2< 1, y por tanto # = 2, considerariamos tdnicamente
las relaciones (7), (7"") y (7V). Si 1 <% — 2 < 2 (y consecuente-
mente 7 = 3), se considerarian tan solo las relaciones (7), (7), (7'"')
y ().

[Observemos que en virtud de la misma construccién de la secuencia
(V)1 <r<n (Véase (4***) del n.0 4), se tiene que: (y7) (re {12, .., n) =
= v = Y& (y1)) (9), o lo que es equivalente: (y7) (r e {1, 2, ... ny -
=¥y = 2 (y1, X9, %,9)). Por otra parte, segtin se demostré en la OB-
SERVACION L2, yyy = A (yy, 10, %,0) entrafia: 126,720 (x0), xpde (%0)[ =
= ]%1™ (¥"), %1% (¥’)[, y consecuentemente, en virtud del teorema
de unicidad de soluciones locales pasando por un punto (en este caso
por (°), para todo re {l, 2,...,m es Y%, una solucién local en G
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de (1) pasando por A7), es valida la relacion ¥, — Y. Ahora bien,
se verifica que:

(v7)(retl, 2,..,m = 220U es una solucién local en G de (1)

asando por V", definida sobre [v” — &k, vi” + k1), por lo que se
- g M :
sigue :

(Wvr)(redl, 2, .,m > (vt (Eelvy —k vy + k1o 285800 (¢) =
= LRGN (L, i, vy) = Wi () = Vi () = 2, T Xy0))). Este
resultado justifica la sustitucién que en los integrandos de las in-
tegrales que figuran en (7°), (7”), (7") ¥ (7%) se ha efectuado], rela-
ciones, que en virtud del teorema de diferenciacion de funciones com-
puestas, v poniendo para abreviar:

O PO EM) 50 () LVGOEN)  5(950(39)
0= [(\'1,,\'1") =gt © 0 Lz g © S atyos o)

entrafian a su vez la validez de la relacién:

da-funcién compuesta @ es diferenciable en (x,0, x,0) = (x~|0, xzo) ¥
- [T D) [t 2t 1,0, %0)) dt

y (D1 6) (19 %20 = — 0 (%%, x,0)-¢’ *° .
[ (Dy) 626 710, 201 dt\ [ (Dag) 2t 20, %) at

. H e ¥ ey M _

I<i<n-1
~ o~ /710 (D20) [t 2 (t, %10, %,0)] dt o~ ~
= —0(x0 x0)-e” " v (D2 0) (x,9, x20) =
711 ~ ~ *ypit ~ ~
2 (D20) [1, AL, 39, %0)] dt " (Da0) Tt 2(t, 319, %,0)] dt
_ ) A .
1<izgn -1

|2 D 1, 26, 70, TNt [ (Dao) 1, (6 0, B0
yn %0 -

. g = ¢ g » (8)

Establecido esto, consideremos, como en el n.° 4, para todo punto

(%19, %,0) = %0 € Q* (¥9), la aplicacién parcial ;%% determinada

por X3%00% relativamente a los valores x,9, x,0 del segundo y tercer
argumento, la cual es una solucién local en G de (1) pasando por %0,



Resoluciéon del Problema de Cauchy 207

v definida sobre el intervalo 7Ty,0 — k, v,0 4+ k1 == [y,0 — £, y17,

0 ) - .
Pongamos «0 == /(f,ool%) . Se verifica:

«0 cs una soluciéon local en G de (1) pasando por x0, definida sobre

- 17 < \V" ()(Vo)) .
'..vlo - k» .‘111 3y 20 (.\’11) - 7 )()*(Vn) (":l , X2 )EJ] ¥

v ('\Ill’ 70 (_\'ll)> IS !—.\'ll _ ]\a) ,"l ..! k; x~]1 C

a]_

, _\'21 =+ .

civi! —k vl 4- R x !_\'31 — = pra IV X pryIty

N R

Asimismo, la  aplicaciéon parcial x{,i%0)), determinada por
2000 relativamente a los valores vitepryIl, 29 (v1) € pry It del
segundo y tercer argumento, es una solucién local en G de (1) pa-
sando por (vi!, 20 (v!)), y definida sobre el intervalo [y;1 —&, y;1 4 &1

ll () 1)
Poniendo 2! = x{},i 1&‘(‘,) yirvyt, w2 S€ verifica, en virtud de lo precedente :

ol ( ) == /(5::1’;0‘,1‘)1())“”1,‘,l-_ (\l 2) /(‘l oM ('\IIZ’ :\'11’ %0 (,\’ll)) =

— AOBOGN 0 (al)) OO TGN g oy
= Ly (O] = 200000 Eie ooy (919 529)) =

OG- L0600 .
= (g @ oovam) (1% 220 € J2 3
y (% 2t (y))evi2 —k 2+ kX J2c

c[vi2 —Fk vi2+ k] x[\qZ—»—, \r2+ = pry 12 X pryI2»

Por via recurrente se obtendria una secuencia de funciones
(o <izn, tal que:

«o0 es una solucién local en G de (1) pasando por ¥0, definida sobre
[Vi0 — k, vi0 + By 20 (y1) = 205000 (30, w0) € J1 y
v (w1, o0 (yh)) € pra It X pryIty (8
v(sin—22>1):
«vi)(@efl, 2,..,m — 2} - o' es una solucién local })6r la derecha

en G de (1), pasando por (y,, «'~!(v,)) v definida sobre [y, y;"*'] ¥

i (i1 (50 (O) ;0061 390 (7)) X -1
y o) = (x(ylfﬂ,wn.ﬁ ° e Ly i © Fimige goy) (910 20 € J
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v (ot (i) e pr It U pry Ity Al (vy) = o2 (v
y (&) () = (s a(vi?) = oy, 2N (v) = (@) (v (87)
y:

«o"~! es una solucién local por la derecha en G de (1) pasando

por (v*~', 2" 2(v,""1)), definida sobre [v,*=!, v, y o1 (V") =

o (vi—=1: 0 (va=1 FLOOY) - (300 (0
0T o B ¢ ) 0 5 el — 2t Oy

" (ya, yty r " S F e 1k
vyt M) epr It x pryIt y ot (v ) = ot Z(;\’n"“ )y
F @) ) = e (0t () =

=o (vl a2 () = (2 ) () (8")
v
«" es una solucién local por la derecha en G de (1) pasando por

(v, 27" (y"), definida sobre [v,", v* - k] v o' (¥,) =

@EOEM) L E00ny) (5.0 1) (%5 0 (v)
(7(” ) © v(.\yln’_\:l(—l)!]n—l . /(”_ vt /(v l)th(‘,O)) ( 17 - 7 = 7
=@@&n®ywwm=wﬂwmyu66f ‘

=9 (:\,]n’ o (.yl")) =9 (.‘,ln, O(""'l (y]n)) — (an— 1)/ (y]n)» 8IV

Si m — 2 <1, se considerarian tinicamente las relaciones (8'),
(8") v (8v).

Igual que en el n.0 4 sea f: ]y, _
en G de (1) pasando por (x0, 4,0) = ¥0 que para todo i € {0, 1, 2, ..., n}
prolonga o' a [y,°—k, v+ R =[v,"—k, v+ k] u (U [v/, v, u

I1<ign—1
u v o+ kL

(*) _En v1rtud de la propia definicién de la secuencia (oc")o <i<n Se tiene
— xgnl-" an}.ﬂl)(v W)|iyn, yn+k) ¥ €1 consecuencia (dado que e T, oyt - Ry
hablda cuenta la relacién precedente), se verifica:

o (;l) —_ (;;';O(;")) CVI) —

(17, an—1 (J'l”))”"l" Y-k

/(v" 10 (M) 7 (x1, y1", o (31") = Z()’" 0 () (21 () =

(¥1,71%)

— IO E (510 Grm1) AOHEQEN A% | (0 400 —
Z(rx yir) (x(yx";yx"")l]"“ S 2,y y(Vll)lQ' (y“)) (1% 229)

— (7 T50 ) | G50 (n-1)) AOQGN Y GBOE) y (40 40
7 (1,9 "y e Rz x(v '>10*(y°))( 1% #20)
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Se tiene:
e[y, "+ R Y fioe i = 2" ¥ = Py ki)
v consecuentemente :
€0 (119, %0) = 2" (F1) = firyum,ypan (¥1) = f(&1) =
= Vo ke iy (K1) = Py (1) = 2 (X1, 110, %20) = 43310+ 5oy (%10, 20)»

Asi pues, y dada la arbitrariedad de (0, %50) € Q* (y9), se veri-
fica que:
«0:0% (V0) — Ry JAgyoriin - Q*(5°) — Ry

Y (Vo nn) (#10, %20) € Q¥ (VO) = O (1,0, 2,0 = A% y0+a0) (#10, %20))»

lo que entrana:
«0 = Agior G

Teniendo en cuenta el resultado establecido en (8), [asi como, que
seglin se demostré en el n.° 4, se verifica que: (¥} X Q* (¥9) c 6,41,
y puesto que (%19, ¥20) € 0* (579) = 0* (§9) € Qg (F1) = (110, 10) €
€ R2/(x1, %19, x,0) € @, ,}, se puede poner, por tanto:

«l.a aplicacién parcial Ay, determinada por 7, relativamente al
valor ¥; del primer argumento, es derivable respecto a su primer

argumento y respecto a su segundo argumento en (¥0, ¥,9) y

875 o [R Do 2 R0, B de
y ( (*1 ) '4‘(10:710 = —0 (xlo, x20) epY 1 v
0x,0 xzo;}'zo}

&t sl o~ o~
(6 1(71,‘-) -l (D20) [t, A (4, %19, %50)] dt X
— { P 0=20 , = )

axZO 220 =730 }

es decir:

«} es derivable parcialmente respecto a su segundo argumento y res-
pecto a su tercer argumento en (¥, %1%, %20 y (D1 4) (X1, 19, %20) =

|5 (D20) 18 208, %10, 20)] at

= — 0 (1% Xy9)-e y

e [Z, (D30 11, 2, 710, 750)] dt
v (Dy) B, B0, 7o) = & »
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Resulta asi, en el caso 2.9), demostrada la derivabilidad parcial
de 7 respecto a su segundo y tercer argumento en el punto (x4,
%19, ¥,0), asi como establecido el valor de las derivadas parciales
(D2 2) (%1, ¥19, %29 v (D3 2) (¥, %19, ¥,9) de acuerdo con lo afirmado.

Combinando los casos 1.9) y 2.9), junto con la propiedad que se ha
establecido en el nimero anterior relativa a la continua derivabilidad
parcial de 2 sobre d, respecto a su primer argumento, v dado
que Dyo se ha supuesto continua sobre G, asi como que (%;, %;°
%29) € 8¢, es completamente arbitrario, se puede formular:

’

«% es continuamente diferenciable sobre g, v (V.30 50) ((F1, 710,

%20 € gy == (D1 2) (X1, X190, %29 = 0 (¥}, 2(Fy, 310, 20) v

|5, (02011, 2. (8, %10, %o0)] e

y (D2 2) (%1, 10, X¥20) = — 0 (%10, T0) - ¢” ™" y
|2 D201t 2 %10, %200 at
v (D37) (%1, 10, ,0) = ¢’ ™ )»

OBSERVACION 2.2, — Supongamos que el abierto G (sobre el cual
es o continua y localmente lipschitziana respecto a su segundo argu-
mento) es acotado (y consecuentemente, lo es asimismo el subcon-
junto abierto p7; G ¢ R), y que o es, ademas, acotada sobre G. Si
%€ G, puesto que:

«v ) (o1 €10 (29), m% (FO) = (x1, Py (x1)) € Gy
y en comsecuencia :
«(v 21) (%1 € Jx1% (¥0), 2% (XO) = xy € pry G)»

se sigue:
ey (¥9), %% (¥O) € pry Gy

lo que entrafia:
(— oo < xlizq (5;’0) < xlrler (9_6’0) < + 0o »

Sea M = sup |p (¥1, %2)| < + co. Para todo ee R* — {0}, pon-
(¥1,722) €G
& . , .
gamos: 7 = m € R* — {0}, asi como y para abreviar: I =
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== jxli:q (20)’ xldzr (k’O)[ Si (X], xl*) e ledgr (‘,‘v’()) -9, x]der (%‘0)[ n I(Y")) %

X (J1%r (£9) — n, 2% (£0)[ n I7), se verifica que existe un & e
e [min {¥, x/*), max {x, ¥*l € I tal que:
((llf(}’o) (X[) — !I/(}’o) (,’V]*) = (;VI — xl*) . l//'(}’o) (El) =
= (v — x%) -0 (61, Py (81))»

v por tanto:

Wy (1) — Wany (0*) | = (2 — x*

Lo (&, Pay (&) < M =

i<

es decir, se cumple la condicién de Catrcuy, por lo que:
«Existe Wi (27 (¥0) — 0)»
v andlogamente se demostraria que:
«Fxiste Ve, (2, (0) + 0)»
Es inmediato verificar que :
(0 (2, W (™0 (79) 0)) G y (1% (79), Wi (1 (£0) — 0)) € G

asf como, mediante un razonamiento enteramente similar al utilizado
en el n.° 3 (para demostrar que para toda solucién local en G de (1)
pasando por ¥0, y definida sobre el intervalo cerrado [x;’, %;"], es
vélida la inclusién: [x,’, 2] € ]%,* (¥0), x,%" (¥0)[), se prueba que:

(02 (x0), Wi (3 (£0) +0)) ¢ G y (1% (£9), Vo (31%7 (0) — 0)) ¢ G
por lo que:
(5 (£9), Wy (1% (£9) + 0)) € Fr G y
y (e (x9), Po) (0 (£0) — 0)) € Fr G» (¥)

Sea ahora o:G c R2

<

lipschitziana respecto a su segundo argumento sobre el abierto G, y

- R una funcién continua y localmente

(*) Mediante Fr G denotamos la frontera del abierto G, es decir el con-
junto G n CG.
. R?
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sea (7, otro abierto de R2, acotado y tal que GeG ; poniendo o =E|G,
es 0:G — R2 continua, localmente lipschitziana respecto a su se-
gundo argumento y acotada sobre G, (G es un compacto de R2, lo que
entrafia sup |o (x|, %;) ' << + oo, ¥ consecuentemente, sup |o (%1, %2) | <
(¥1,22)€G (*1, 22) €6
< + o), por lo que en virtud de lo precedente, para todo x0¢G,
se tiene que:
«Existe ) (%% (¥0) 4 0) v existe Wiy (%7 (£9) — 0)»
\ s
/ (0™ (£9), o (1, (F9) + 0) e Fr G G v
y (1% (X9), Yo (1% (£9) — 0)) e Fr G c G»

Puesto que:

(v %) (v €20 (X0), 2% (FO)[ -

= W () = o (%1, Wy (01)) = o (x1, Py (11)))»
se sigue en consecuencia que:

«existe W' (1, (¥0) + 0) y existe ¥’ (x,% (¥0) — 0) »
y
P (0 () + 0) =" (1™ (£9), Wigo (1 (¥0) + 0)) ¥
y P (0 (£9) — 0) = o (0™ (%9), Yo (6*/(F9) — 0))»
Consideremos la aplicacién f: [x,* (¥0), ;% (¥0)] — R asi de-
finida :
- H1 € N (F0), 5™ (FO)] — f(v)) = P (r;) € R '
2L ™ (X)) — [ (%) = Yo (1 + 0) e R
l 21 € (0" (X0} — f(x) = Py (1 — 0) e R
Se verifica que:
@0 = f(x,9) y f es continua sobre [x,% (¥0), x,% (¥0)] y
Y fuesag, s Gy = Py es derivable sobre ]x;#e (¥0), x,% (£0) v
y (v 21) (%1 € Joy™ (%9), % (FO)[ > (%1, f(x1) eGec Gy
yI®)=e, f(x) v (™ (X9, f(x/*(%9) eFrGcG y
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Yy (0" (F), [0 @) eFr Ge G y existe [ (1,7 (F0) ; 0) v
Y™ @) + 0) = P (1) (9) + 0) =
= ;(.¥,f°4 (%9), Wi (¥ (£9) + 0)) v existe (9 (x0) — 0) =

(
=i (0™ (X0) — 0) = o (1,7 (£0), Wy (1% (£9) — 0))»

/

)

¥ consecuentemente :

«f 1 {2 (X9), 21 (¥0)] — R es derivable sobre 27 (X0), %% (X 0)] y
Y (V) (e [x™ (59), 2% (£9)] = f'(v1) = ¢ (x1, f(01)) ¥
W @) €6G) ¥ 20 = F(619) ¥ fguin, et = Yoy v

y @ E), S (5) € Fr Gy (v (79, £(v® (£9) € Tr G»

lo que entrafia:

«f 1[x1" (£9), 217 (¥9)] — R es una solucién local en G de la ecuacion

. . dx - . .
diferencial d_z == 0 (¥, %), pasando por %9, definida sobre el inter-
X1

valo cerrado [y, (¥0), x%r x9] v Sixriza oy, xyier oy = Yoo ¥

¥ @ F), [0 (¥9) € Fr Gy (% (79, f (v (£9))) € Tr G
Denotando por ‘]7('_;.‘0) a la solucién global en G de la ecuacién

. . . .odx ~ - ~
diferencial ordinaria flf = 0 (%1, ¥2), pasando por ¥9; y por X7 (%9),
X

X% (¥9), respectivamente, a las extremidades izquierda y derccha
del intervalo abierto sobre el cual estd definida dicha solucién glo-
bal ¥z, se verifica como consecuencia de la relacién brecedente :

%77 (X0), x4 (F0)] € 1, (%0), xder @[ v Sﬁ(;n)ml,-:q(;a),_\.l,m(;'o); =
= fasnia @y, me @y = Pio y (07 (£9), Yo 2,7 (£0))) =
= (0™ E), fn™(E) e Fr Gy (0™ (®9), Py (% (¥0))) —

(
= @™ (%9), f(x" (£9)) € Fr G»
Asi pues, y dada la arbitrariedad de %0 e G, se puede poner:
(VX0 (F0€G = %™ (X0), % (¥9)] ¢ 5™ (¥9), % (FO) v

Y Fomi @, e in = P ¥ (07 (%0), Pox, (¥9)) e Fr G v
Y (0% (%9), P (1% (R9)) € Fr G)»
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Indicando por &, al subconjunto de R3:

{1, %10, %0 e R3(x,0, %0 € G y x e %™ (X0), % (¥0)7}

v por 2: 8¢, — R a la integral general global en G de la ecuacion
. . . . dx -
diferencial ordinaria E?f =0 (%, %), y dado que:
ax,
«(v, 210, 0) €85 > (910, 20) =X¥0eGc G y

¥ o€ Ju ™ (§0), 1 (FO)] € 0™ (¥9), X% (X0)[»
v ademads :
(00, 10 = F0e G y x; € 0™ (F9), 0 (F0)] -
= (), 20, %0) € Qo
asi como, en virtud de lo precedente :

(10 %0) € Gy xp € U (FO), v (KO) -
= A, 00 %9) = Wy (v) = Py (v) = 7 (11, %10, x,0)»
se verifica como consecuencia de todo ello:
((a((,‘;(,) C a(ﬁ;;) ¥ lia((;;g) = /: y
¥ (0" (®9), T (%9), 00 1Y) eTr G y

y (xld‘-r (:f()), }’:(I\:ldc;. (‘x"O), xl(), xl())) e Fr Gy

Se ha asi establecido, que en el supuesto de ser G un abierto
de R2? conteniendo la adherencia G de un abierto acotado G de R2,
v 1:; : G — R una funcién continua v localmente lipschitziana res-
pecto a su segundo argumento sobre G, poniendo ¢ == Z)\I(;, se verifica
que para todo ¥0 € G, las extremidades x," (¥9), v, (¥9) del inter-
valo v (¥0), v (¥0)[ de definicién de la solucién global en G de
' (ZX2
dx,
pertenecen al intervalo 1%, (¥0), x,% (¥ 0){ de definicién de la so-

la ecuacién diferencial = 0(x;, %) pasando por el punto %0,

-~

L = Co g . odx
lucién global en G de la ecuacién diferencial TZ = o (%1, %), pa-
22
sando asimismo por ¥0, y ademas, si Ay, vy 945 son los res-
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pectivos conjuntos de definicién de la integral gencral global % en G

Co ., dxy .
de la ecuacién diferencial -~ = ¢ (v;, x;) y de la integral general

dX]
i -~ . . . cix2 -~ .
global 2 en G de la ecuacién diferencial L =0 (%1, x), se tiene, por
) ax, - -
otra parte: d;,) € ddp v 2 =2y (W™ (X0), 4(x;" (¥9), x,0,

~ 'Ia((r';e)

00) e lr Gy (3™ (X9), 2 (x,* (¥0), %9, %,9)) € Fr G.

7. ARCOS DE LA CLASE (/") CONTENIDOS EN UN ABIERTO G ¥ RE-

. dx

LATIVAMENTE A UNA ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA d—»'— =0 (%1, x2),
Xy

EN LA QUE 0: G ¢ R2— R ES CONTINUA Y CONTINUAMENTE DERIVA-

BLE PARCIALMENTE RESPECTO A SU SEGUNDO ARGUMENTO SOBRE EL

ABIERTO DE DEFINICION G. — Consideremos la ecuacién diferencial

. .odx .
ordinaria i—z = 0 (¥, Xp), en la que 0: G c R2
ax

nua y continuamente derivable parcialmente respecto a su segundo
argumento sobre el abierto G de R2y sean e [r!, 2] c R— v, (r) eR v
v reirt, rB]c R — x,(r) e R, dos funciones numéricas definidas
sobre el intervalo cerrado [r4, %] de R2, que verifican :

- R se supone conti-

a) Ui (), () G
rClrd, rBj
b) re[rd, r¥-—x (r)eR y re[r', 8 — x,(r) € R, son con-
tinuamente derivables sobre |74, B, con derivadas no nulas en
ningan punto de {r4, 8] (y por tanto, rer!, r¥-— %, (r) e R y
y re[rt, rP]— x; (r) € R, son estrictamente monétonas sobre {74, r5]),

lo que entrafia que el arco C == U {(x; (r), x5 ()} es un arco abierto,
rC(rd, rB;

sin puntos mdltiples y cortado por toda paralela a los ejes, a lo
sumo, en un solo punto.

¢) Se cumple la relacion: (¥, v,.n) (1, Y2, r)eG x v, rB -

- 0) = o (v o) w (1) # 0)
A todo arco C, definido por dos funciones,
reir!, rflc R—x;(r)eR y re[rt, ¥l c R — x,(#) € R,

verificando a), b), y ¢), se le denominard «arco de la clase (I')
contenido en G relativamente a la ecuacién diferencial ordinaria
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(sz

dx,

de dicho arco las indicaremos, respectivamente, por A, B.
Designemos por £ al subconjunto de G :

= 0 (%1, %2)». A las extremidades (x; (r4), x5 (r1)), (x| (vB), x5 (#B))

€=y, %) €GI@r) (relirt, PPy (v, (), 22(7) € Qe Y
y %= Ax, % (r), % ()

En virtud de la OBSERVACION 1.2 (nim. 5), puesto que:
(61 (r), %1, %) € Digio) ¥ %2 (r) = A (%1 (7), %1, %2) == (%1, %1 (7), %2 (7)) €
€ igiop v ¥ = 2 (%, %, (7), x5 (7)), se puede poner:

«gca = {(xlr '\'2) € G/(H 7’) (7’ € ;}7’"‘1 ”BI: y (.151 (7)1 X1, —1':2) € a)(i:'_') h)

Yy %(r) = 2(x (), %1, %2))}»

J

(Observemos, de paso, que evidentemente se tiene: C — {4, B} c E.

«£," es un abierto de R2». En efecto, si ¥* = (x;*, x,%) e £4, en
virtud de la misma definicién de £, se verifica :

c

Puesto que d;, esun abierto de R3 (n.0 4 de esta INTRODUC-
CION), se puede pomner :

Fan) (G n) e RT — {01 X [RY — {031 ¥

v () =4 2 (%) + 10 X B, (%) € Qig9)»

y dado que, en virtud de b), es: r € [#1, r] — x, (r) € R continua
sobre 74, rB], es valida, consecuentemente, la relacién :

«(30) (e R™ — {0} v #* —0, v* foiclrd, 18 y

vy (vr) (relr® —o, r* + ol = x () € 1% (r*) — L 2 (r¥) + 1))»

Resulta, asi, teniendo en cuenta dicha relacién y la precedente,
que:

(V. 3) ((r, X) €jr* —o, r¥ +o[ X B, (£%) = (% (), x1, %2) € Q;0)» (9')
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por lo que estd definida la aplicacién compuesta :
(r, x1, X2) elr* —o, v* +0[ X B, (%) — F(r, %1, %) =
=% (r) — 2% (), x1, %) €eR

la cual es continuamente diferenciable sobre jr* —g, ¥* +0o x B, (¥*),
y verifica [teniendo en cuenta (9) y ¢)], las condiciones :

x) I (r*, x1*, x%%) =0
B) (DL F) (r*, 1%, %%) = %" (r¥) — 0 (% (%), A(x; (%), %1%,

%%)). #'y (r*) # 0

En virtud del teorema de existencia de funciones implicitas,
existe un disco abierto B,.(x*) c B, (¥*) centrado en ¥* y conte-
nido en B, (¥*), y una aplicacién A : B,. (¥*) — R continuamente
diferenciable sobre B,«(¥*), tal que:

@* = BN (1%, x,*)»

37
(W (1, ) (%1, %2) € By (%) = ) (%, 1) €Jr* —0, r* ol c Jrd, 5 y
v (RO (xy, %)) = 2 (% (B (%1, %)), %1, ) (9")

Se deduce que:

) (Bye (%) X By (£%) c Ir* — o, r* + o] x B, (¥%) y
y (v(*'h-"z)) ((xl’ xZ) € B)]* (7_{*) %) (/l(;"*) (Xl, xz)) =

= 2 (% (B (%], x3)), %1, %2))»
y por tanto, en virtud de (9’), se verifica:

(Vo) (01, %2) € Bye (%) = (v (B (51, %)), %1, %2) € Qi ¥

y % (B (w1, %) = A (v (A% (x), %)), %1, %)) (9")

por lo que, poniendo para todo (¥, %) € By (£*) : ¥ = A% (x;, x3),
es valida, en virtud de lo precedente, la relacién:

(V) ((F1, %) € Bye (%) = (37) (reirt, [ y

y ®1(r), %1, %) € Qg ¥ %2 (7) = A(x1(7), %y, %2)))»

15 — Collectanea Mathematica
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relacién, que teniendo en cuenta la definicién del conjunto &4, es
equivalente a la:

«B,s (X%) € £2»
es decir:

o
«x® e £

y dada la arbitrariedad de X¥* € £, se concluye que &£ es un abierto
de R2 de acuerdo con lo afirmado.

Por otra parte, se verifica, ademads, que £, es conexo. En efecto,
dados dos puntos (¥*, ¥**) e £ x £, existen (en virtud de la pro-
pia definiciéon de &7), r*elrd, #B[ y r** elrd, r8], tales que:

«(xp (7%), 21%, %3%) € Qg ¥ 22 (1) = A (%) (%), 2%, %*)»

y

« (xl (I’**), xl**, xz**) € a((,‘;g) y x (I’y*) =1 (xl (}’**), xl**, .17:)_:?:;:)))

la primera de estas relaciones (habida cuenta la definicién de 860
entrafia :

vy (r) € 1" (%), 2 @)y x* e o (FF), v (FF)] v

i
L

y %2 (rF) = 2(x (r%), %%, %)

deduciéndose que:

«fmin {x; (r*), 2%}, max {x; (r*), x,%}] € Jx% (¥*), 2, (X*) y

Y X (rF) = A (¥ (r*), 2%, %*)»
resultando, en consecuencia, ser vilida la relacién :
(v x1) (v € fmin {x; (r%), x1*), max {x (7%), 2% =
= (0, %1, 2%9) € Qi ¥y X (KF) € ™ (FF), v (FF) y
Y % (%) = A(x (7F), 2%, x%))»

Poniendo para todo (v, %*, x*) € ;, para abreviar, x, =
= A(x1, %1%, %*) y teniendo en cuenta que en virtud de la OBSER-
VACION 1.2 (n.° 5), se verifica que:

«, %, %) €y Y X = A(x), %1%, %) y

y % (%) ex (@), 5 @N] v xa(r*) = A (%), xF, %) =
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= %= A, 0%, %)y ox (%) € In ™ (XF), 6 (£%)] =

=10 @), W@ Y 2 = 2 (), B o)

-

dado que:

o = (¥, Mm%, 0¥y o (r*) € lx M (FF), v ()] =
= 0™ (X), % @) y ‘fz( *¥) = A (%1 (%), %, %) -
> ey = PR 10 (X), 1% ) — R y x, = Yo (x1) v
P, = Wim 10 (F¥), 1 (%) — R y 5, = Ay, 2%, 1%) =
= Auran (1) = Pam (1) ¥y 20 (%) € 1™ (%), 2% (F%)] =

=10 (), 9 @)y 2 (r*) = Pm (%1 (%))

“

asi como (habida cuenta el teorema de unicidad de soluciones locales
de una ecuacién diferencial ordinaria pasando por un punto):

W o™ (%), 0 @) — R v x= ¥y (x)) ¥

Y W ™ (%), 5 @[ — R y 1= g (1)

¥ o2y (r*) € 1™ (F%), 2 (F¥)] = 0™ (%), m% &) v
y %2 (r*) = iy (6 (%) =~ o = Py v

y % (r*) € 1% (X), 2, () ¥ %2 (r*) = Py (21 (r*))»

vy que ademds:

ey =Py v % (r*) €™ (X), %™ X)] vy
Y %2 (r*) = P (21 (7)) = A% (%), %1, x9) =
= A, (%1 (7)) = ¥ (%1 (%)) = Piam (%1 (%)) =

= Xmn,om (%1 (7)) = A (% (), 21%, %2%) = 2, (7*)»
se verifica, como consecuencia de todo ello, la relacién:

«(V‘xl) (%1 € [min {x; (r*), %™}, méax {x; (*), %1*}] =
= (%1 (7*), %1, A (%1, %1%, %5%)) €l ¥

y % (r¥) = A(x (r*), 21, A (%1, %1%, %2%)))»
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lo que entrafia:

«(v %1) (xy € (min {x; (r*), 2%}, max {x, (7*), %1%} =
= (1, Alx, 2%, 1*)) € £9)»
es decir, poniendo:
H* = u {(xlr 7 (xl: xl*: X2*))},
ry € [min {x] (#*), x1*}, max {1 (r*). 11*}
se tiene que:

«H* e £,%

y por otra parte, dado que, (j, denota la inyeccién canénica de
[min {x; (#*), x*}, max {x; (r*), x,*}] en R):
CH* = (X Ar, o) (min {x, (%), 2%, méx { (7%), %))
y
W (%), 12 (r%) = (01 (%), 2 (1 (%), 1%, 1,%) € H*
"?

XF = (0%, %) = (v*, A(%%, %%, 2,%) € H*»

Y Ser j X A,z continua sobre [min {x; (r*), x*}, méax {x; (r*),
%1*}] se concluye, por tanto, que:

«H* c £ y H* es conexo y (x (r*), x, (%)) € H* y %* e H*» (9%)

Anidlogamente, poniendo H** = U {(¥;, 4 (%], %**, x2%%))}, se
¥1 € [min {x1 (r**), £1**}, max {x; (r**),21**}]
estableceria la relacién:
«H** c £ y H** es conexo y
Y (@1 (%), % (%) € H¥* y T¥* e Hexy, (9%%)
y ademds es inmediato verificar, haciendo HO = U {x, (7), %, (#))} que:
7 €[min {r* r**}, mix {r* r**}]
«HOc &% y HO es conexo y (x((r*), %, (#*)) e HO y

Y (61 (%), 2 (%)) € HO» (99)
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(5]
[ (%]
—

De (9%), (9%*) v (9°), se sigue la validez de la relacién :

«H*c & v HOc & vy H¥* c £y H* es conexo v HO es conexo ¥
v H** es conexo v H*n HO £ ¢ y HOn H** + ¢y

v F*e H* y B [,

la cual, v poniendo H = H* u HO y H**, entrafia:

)
«Hc& " y H es conexo v (¥*, ¥*¥)e H x H»

Asi, pues, y dada la arbitrariedad de (¥*, ¥**) e £ x £, se
puede poner:

—

(Y @Ee ) (FF, ¥¥*) e & x € > @H) (Hc&" vy H es conexo v
v (X% X¥**) e H x H))»

deduciéndose, finalmente, la validez de la relacién:

«£E" es conexon

que junto con la anteriormente establecida : «£,* es un abierto de R2»,
petmite afirmar: «£, es un dominio de R2».

Observemos, de paso, que por ser la funcién (r, ¥) € r* — o,
r* + G[X Br](j—(’r*) - F(T, X1 x2) = xZ(r) — 2 (xl (7)’ X1, x2) € R’
considerada precedentemente, continuamente diferenciable sobre
r* —o, r* 4o X B, (¥*) y verificar ademés las condiciones «) y f),
el teorema de existencia de funciones implicitas asegura la continua
diferenciabilidad de A(*) sobre B,.(¥*), y para todo ¥ = (%1, x,) €
€ B« (¥*) el valor de las derivadas parciales D; A& y D, h# se
obtiene facilmente diferenciando totalmente el primer miembro de la
ecuacion F (r, %1, %) = %, (*) — A (% (r), %1, %)) = 0, con lo que
resulta :

%' (r)dr — o (x1 (), A(x1(r), 21, %)) %1" (v) dr —
— (D2 2) (%1 (r), %y, x2) dxy — (D3 2) (%1 (7), %1, %) dxy =0
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es decir, teniendo en cuenta las expresiones de D, 7 v D34 (n.° 6
de esta INTRODUCCION):

(6" (r) — o (%1 (), 2(%1 (), x40, %2)) 2y (¥)]+dr 4
[ (Dy0)it, At x1, x))de

+ooln, x)ee ndv -
(M Dyt 2t 0, vl
e cdx, = 0

obteniéndose finalmente :

o, w0 | [

eix (r), x2(r)lx

o)1t 2 (l, xy, %) dt}
(r) — ' (r) a

B / 1 (r) (D2
(DyAED) (xq, %2) = N

5™)
. exp {{"'“’( 20) 1t 2(, >, w)dt )
Dy i) (%), %5) = — - L :
( 2N )(Vl, r2) O[Vl( ( ] ( — x:)_, (7) /
7 denota el valor A (v, x5)]
Demostremos ahora, que si (¥*, ¥*¥) € £2X £, se verifica que:
(V) ((F1, 22) € Bye (£%) 0 Byow (£%%) -
= B (31, x0) = BE (31, X)) (9%)

va que en caso contrario, se tendria:

<((3(-1'1.¥z)) ((xl; xZ) € B']'( ) n B ** ( """" ) Yy

y R (g, ) = 7 £ rEE = B (), )
es decir, teniendo en cuenta (9"):

@, e0) (51, %) € Bye (B¥) 0 Byoe (T%%) v
Y % (r) — A (0 (%), %1, 1) =0 ¥ x5 (r5%) —2 (5, (r*%), 21, 23) = O)» (9¥9)

Ahora bien, segtin acaba de establecerse en (9'”'), se tiene:

@* = ) (), 1) v = O (xy, x5) = (% (%), %1, %) € Qg ¥

y (%1 (7*%), x5, %3) € A (g
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vy consecuentemente :

o (%), 3 (%) € o™ (F), 0% ()] X o™ (7), 2 (F))>

!
L

lo que entrafa:
«min {x; (r¥), % (P*%)), max (g (K%), x; (%) € Ia™ (%), x4 (@) »

por lo que en virtud de la continuidad y monotonia estricta de la
funcién » € 74, r¥7 — x; (r) € R. se verifica que:

«(v 7) (r e min *, r* max {*, PES T - x) () € vy (X)), 0% (%))

estando, por tanto, definida la aplicacién compuesta :

«reimin ¥, r*Fy max ¥, rF ] J(x (7), ¥, x,) € Ry

y en consecuencia la relacién:
«elmin ™, r**, max {r*, r¥**%1 — 2, (r) — 1 (%, (#), %, %) € Ry

define una aplicacién la cual es continuamente derivable sobre el
intervalo [min {*, »** max {r*, r¥#%1, y puesto que por (9¥1) toma
valores iguales en los extremos de su intervalo de definicién, existe,
por consiguiente, un 7 € ] min {*, r**%) max {*, r¥al e, B,
tal que: ‘

) () — o (w1 @), (5 @), 7, ) 3 (7) = O

lo que contradice c).
Debe pues verificarse (9V), v dada la arbitrariedad de (¥*, ¥**) ¢
€ & X &7, se puede poner:

- TRk a a ("f*) - .. . (jt;t) B N
(V7o) ((F%, X5%) e £0x €2 » P oy 3 e on) = T e 0 8 o)
lo que entrafia que exista una tnica aplicacién 4, : £, == u B,+ (¥ *) — R,

; ;,’tcg'_n
que para todo x¥* € £ prolonga At" a £e.

Puesto que para todo ¥* € £, es /lp“iB,,*(TGt) == B y A es con-
tinuamente diferenciable sobre el disco abierto B, (¥*) c £, la
funcién %, asi construida es asimismo continuamente diferencia-

c
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sobre £, siendo (habida cuenta (9'V), las expresiones de las deri-
vadas parciales de 7, en todo punto (x;, x,) € &, las siguientes:

Xy (r)

k%

0 (xl, xz) *eXp { / (ng) rt, 2 (t, ;Vl,.XZ)] dt}

o2y (), %2 ()] %" (r) — %2 (7)

(D A7) (x4, %) =
(9VII)
,.'”(r) - A 1
exp { {x (Da0) it, 2(¢ %1, %2)] dt}

Pl (52 = = e e 0 ()

E” — /zc" (X|, x?_)j

de las que se deduce:

AV (r) (b1, ) € & > (DA (), x2) 4
+ o (x¥1, %) (D) (%1, x2) = O)»

relaciéon que pone de manifiesto que /4 es una integral primera

de la ecuacién diferencial ordinaria ——= = o (x|, x,), ¥ consecuente-

dx,

mente {&," (x;, %) == #},( ., ,» define implicitamente el haz de solu-

(le

ciones de la ecuacién diferencial [7—2 = o (x], xp) quc pasan por los
2y
puntos de C — {4, B:.
Seflalemos, ademds, que en virtud de la definicién de A vy te-
niendo en cuenta (9), se verifica que: (V) (%1, %2) € £ -
= (xl (hr“ (xl) xZ))) X1, XZ) € a(G:g) Y A (hc” (x]) ’\’2)) = A (xl (hr“ (xlr "\:2))!

¥, %)) relacién que (habida cuenta la OBSERVACION 1.2 del n.o 5)
es equivalente a la:

AV ) (71, ¥2) € &4 = (v, % (B (%1, %2)), % (B (%1, X2))) € By ¥

v Xy = 2%, 21 (B (%1, x2)), %2 (B (x1, x2))))» (9v1¥)

(Continuard en ¢l proximo fasciculo)



