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INTRODUCCION

Denominaremos espacio de sucesiones a todo subespacio vec-
torial de o, espacio vectorial de todas las sucesiones complejas, v si
E es uno de estos espacios, su a-dual E* estard constituido por todas
las sucesiones u == (#;) tales que, cualquiera que sea x = (x;) de F,
cumplan que

es absolutamente convergente. _

El estudio de estos espacios, generalizado mds tarde por Dieu-
donné (41 y Cooper {37 a espacios de funciones, fue iniciado por K¢ rHE
v ToepLirz [101. En trabajos posteriores, KoTHE prosiguié el estu-
dio detallado de las topologias localmente convexas que aparecen
con la =«-dualidad, utilizdndolas especialmente en contraejemplos
(véase [7], I8 y el apartado 30 de [9]), y con esta misma finalidad
de hallar contraejemplos a cuestiones abijertas en la teoria general
de los espacios vectoriales topoldgicos han sido utilizadas por 7. e
Y. Komura [6].

Pero posiblemente las aplicaciones més interesantes de estos es-
pacios se hallen en el campo de la teoria de funciones con trabajos
como los de Zeller [12] v [13] v Toeplitz [11]. Nosotros utilizaremos
el método seguido por este dltimo autor para el estudio de los es-
pacios de funciones analiticas en un disco, identificAindolos con los
espacios de las correspondientes sucesiones de coeficientes de los des-
arrollos de TAYLOR.

En el capitulo I exponemos una serie de resultados sencillos sobre
la teoria general de la a-dualidad y estudiamos algunos ejemplos,
deteniéndonos especialmente en los espacios de sucesiones asociados
a los de funciones analiticas en un disco de centro 0. Son los que de-
nominamos espacios /%, A(r) en el caso de un disco abierto de radio
7'y hir] en el de un disco cerrado del mismo radio, y de los que damos
algunas caracterizaciones. Finalizamos el capitulo dando una de-
mostracién de que A(r) y Al1/r] son a-duales el uno del otro, de ma-
nera que todo espacio / coincide con su a-bidual, hecho que expre-
samos diciendo que todo espacio % es espacio de K§THE, Este ultimo
resultado ya era conocido por TOEPLITZ.
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El capitulo 11 es de indole topoldgica y estd dedicado al estudio
de la topologia de KoTHE de espacio vectorial localmente convexo
sobre los espacios /i, definida por la familia de seminormas

]‘)u (;V) - § ‘ U; x;
i 0

siendo # un elemento arbitrario del z-dual de /. En los teoremas
centrales de este capitulo se demuestra que esta topologia coincide
con la usual de los espacios de funciones analiticas, lo que nos pro-
porciona un instrumento para estudiar esta topologia.

K1 capitulo IIT lo dedicamos a aplicar los resultados y métodos
anteriores a unas observaciones de tipo topoldgico referentes al pro-
blema de Borel sobre la abundancia de funciones no prolongables
analiticamente entre las funciones suma de series de potencias de
radio de covergencia igual a uno (véase {5, 6 11, por ejemplo). Péryva
y Hausporrr demostraron que dotando de una topologia adecuada
al conjunto de clases de estas funciones que resultan de identificar
las que tienen las mismas singularidades — considerando equivalen-
tes aquellas cuya diferencia es prolongable a un disco concéntrico
de radio mayor — en él las clases de funciones no prolongables cons-
tituye un subconjunto denso, abierto y de complementario sin puntos
aislados. Nosotros comprobamos que la situacién es distinta si se
consideran verdaderas funciones y la topologia usual, definimos la
topologia de PoLvA-HAUSDORFF mediante la restriccién al conjunto
indicado de una topologia localmente convexa separada obtenida
por paso al cociente de una topologia localmente convexa no se-
parada sobre % (r) v la comparamos mediante la aplicacién canénica
con la usual, utilizando su coincidencia con la topologia normal o
de KOTHE.

I.a nomenclatura utilizada es, en lineas generales, la de [9] y [2].
Asi, supuestos E y I’ espacios vectoriales complejos — que casi
siempre serdn espacios de sucesiones — decir que < I/, E > es sis-
tema dual significard que se dispone de una forma bilineal (, x)
-~ < 1, x > definida sobre I X E tal que:

< u,% > =0 para todo xeE implica # = §
< 1,x > = 0 para todo ueF implica x = o,

y serdn o (E, F) la topologia débil sobre E, 7 (E, I') la de MACKEY,
ﬂ* (E, I) la semifuerte o de la convergencia uniforme sobre las partes
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fuertemente acotadas de I' v g (L, F) la fuerte o de la convergencia
uniforme sobre las partes débilmente acotadas de I.

Para mayor comodidad de lectura incluimos demostracion de al-
gun resultado conocido que necesitamos y no se puede cncontrar en
9%, 12] ni T11.

CAPITULO I. — LA 2-DUALIDAD.

1. -— Definiciones v propiedades elementales.

Sea m el espacio vectorial sobre el cuerpo C de los nimeros com-
plejos de todas las sucesiones complejas, con las leves de compo-
sicién ¥ + y = (x; + v;), sx = (s¥;)) para seC v x = (x;), v = (V)
pertenecientes a .

Llamaremos espacio de sucesiones a todo subespacio vectorial de
o. Un ejemplo es ¢, constituido por las sucesiones casi nulas (con
un ndimero finito de términos no nulos).

El a-dual de un espacio de sucesiones E es

oo
Ey = {uem: ¥ | u; x; | < oo para todo xeE }
i==0
que también es espacio de sucesiones.
Diremos que < IF, E > es sistema dual para indicar siempre que
tanto F como E son espacios de sucesiones y que la forma bilineal

(10, %) ——ux = T u; x;

1b48

1

estd bién definida sobre I' X E y cumple las dos condiciones

(D.1) ux = 0 para todo x¢E implica % = o.

(D.2) ux = 0 para todo ueF implica x = o.

En general < E#, E > no tiene por qué ser sistema dual, aunque
para ello es suficiente que E contenga al espacio ¢ ya que en este caso
serd ¢; = (0;;) e E (0;;j =0 sii #jy d;=1sii=7j, parai,j =0,
1,2,..) y el ser ue; = 0 cualquiera que sea el indice ¢ implica # = 0,
con lo que se cumple la condicién (D.I). De manera anéloga se com-
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prueba que se verifica también (D.2), puesto que E* contiene siem-
pre a ¢, cualquiera que sea E.

El ser ¢ subespacio de E no es condicién necesaria para que < E*, E >
sea sistema dual (*). En efecto, si e es la sucesién constante (1, I, 1, 1,...)
v E el espacio de sucesiones engendrado por ¢, ¢y, e, ... , €, ... (¢ > 0),
que no contendrd a ¢ por no contener a ¢, < E* E > es sistema
dual pues si #x = 0 para todo veE, serdn u; = ne; =0 (1 > 0) ¥
ademas

oo
0==1e=3u =u,
i—0
de manera que # == o.
Se llama envoltura normal de un conjunto de sucesiones 4 al con-
junto.

N (4) = {xem: |x;| <|a;]| para algin aed}

y se dice que A es normal o sélido si A = N (4).

Si el espacio de sucesiones E es normal, la condicién ¢ € E es
necesaria y suficiente para que << E*, E > sea sistema dual, pues
para que «wx = 0 para todo x¢E» implique «# = o» es necesario que
para cada indice 7 exista algin xeE con x; # 0, o sea ¢; eE por ser E
normal.

Es inmediato que, cualquiera que sea E, se cumple la inclusién
E c E*. Si E = E** se dice que E es espacio de Kothe o perfecto.
Puesto que el z-dual de un espacio de sucesiones evidentemente es
normal v contiene a ¢, estas propiedades las cumplird todo espacio
de KOTHE.

Veamos algunos ejemplos de espacios de sucesiones.

2. — Los espacios I# (0 < p < o0).

Como es habitual denominaremos /# (0 < p < oo) al conjunto
de sucesiones ¥ = (x;) tales que

§|xilp<°0
<o

y [°° al de sucesiones acotadas.

*) Frente a lo que se afirma en [9], pag. 407.
q pag
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Con las leyes de composicién inducidas por m tanto I# (I < p < o)
con la norma

Nl = ( §0| X, )it

1

como [°° con

U] = sap | x|
i

son espacios de Banach, y es sabido (;9] pag. 406) que sus o-duales
son

(V) =leo, (o) =N, ()=l con 1/p-+1lg=1 s 1 <p < .

Por lo tanto todos ellos son espacios de KOTHE.

En cambio los espacios ¢ de sucesiones convergentes v ¢, de su-
cesiones de limite cero, aunque contienen ambos a ¢ y ademis c,
es normal, no son de KorHr pues de las inclusiones ¢, € ¢ c I*°
resultan /! € ¢* € ¢,* v las igualdades /1 = ¢* = ¢;* resultan de ¢,* € /1.
(En efecto, si x¢l1, o sea si

necesariamente xé¢c,* pues se puede hallar una sucesién (&) de tér-
minos positivos y limite cero tal que

oo

Zelxl= o

i=0
sin mds que considerar sumas del tipo |x,.1]+ ... + | %41 | =
= M;>1ytomar e =1/t sin;, + 1 <j < conloque (&) —0
y ademis

Mi S S = o).

oo
Zeilxi ‘\ =
? i=1

i—=1 i

48

Los espacios /? (0 < p < 1) son también ejemplos de espacios
normales que contienen a ¢ y no son de KOTHE:

Proposricron I-1. — I# (0 << p < 1) es espacio de sucesiones sobre el
que

L]l = (8 | % e

(=]

es una quasi-norma. /? es normal, contiene a ¢ y (/*)* = I*°,
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DEMOSTRACION

Se cumplen las propiedades caracteristicas de las quasi-normas:

(@) 'I'x || == 0 implica x = o.
(b) Msxll=1ls il

() Nx+nl|<K(|x]|] +!lv]l) para cierto K > 0

(que en nuestro caso serd K = 2(1-#)?),

La comprobacién de (a) ¥ de (b) es inmediata. Demostremos (c).
(En virtud de (b) y (c) resulta que I# es espacio vectorial).

Sea r = 1/p > 1. Para 0 <t la funcién

14+t
S

tiene un solo minimo relativo en £ = 1, que también es minimo ab-
soluto y
g(l) =21~

por lo que para £ >0
(1 48y <1 4t

iy
IEAIS
igualdad resulta
1 Ly 11

TTE 2 R 1P Uyl =21 (1 +

Sit (se puede suponer || x|| # 0) de la anterior des-

v teniendo en cuenta que 7 = 1/p resulta (c).

Como que ! c 1, I>° = (I1)* ¢ (/*)*. Demostremos la inclusién
inversa.

Si x¢l° se pueden seleccionar

[2, | =1, [ x| =217, 0, |2 | 2> RYP, L
de manera que si tomamos

e 1
u; = 0 st 1¢ {1'k} y 1tik = m’,k = ])2: e
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resulta
pUg =y T = I < ®©
=0 P k=1 RPH1
es decir, nelf, mientras que
oo oo
Sluyx; ! =211k = o0, o sea x¢ (I")". c.q.d.
=0 k=1

Si L? (0 < p << 1) es el espacio de las funciones medibles f sobre
‘a, b] tales que

Mo ra< o

es sabido ({91 pag. 158) que

b

WA= (] [f@ Payvr

Ja

es quasi-norma respecto de la que el dual topolégico de L? es trivial,
o sea se reduce a {o}.

La situacién es completamente distinta en el caso de los espacios
.

ProrosicioN I-2. — El dual topolégico del espacio quasi-normado
(0<p<1) es [*°. (Cada forma lineal continua # se identifica
con la sucesién (u;) tal que u; = 1 (¢;)).

DEMOSTRACION

Ta identificacién # = (# (¢;)) es correcta puesto que si #’ es otra
forma lineal continua sobre /# tal que u (¢;) = #' (¢;), # y #' coinciden
sobre ¢ que es denso en /. Ademads, designando x = (x,, x1, ...
x,, 0, 0, ...) resulta

’

oo
% (%) = u (im x®) = lim # (x®) = .2014_, %;.
i=

Si ne (/#)’, dual topoldgico de /7, se cumple que

lu] = (e | < lul, para |u| = sup |u(x)|
=<t

lo que demuestra que (/*)'g />,
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Para comprobar la inclusién inversa, al ser I°° = (1) y It ¢ [1,
demostremos que si # es la restriccién a I’ de una forma lineal con-
tinua sobre /1, u es continua sobre /?. En efecto, sea ael’ y desig-
nemos

, - oo
laip=2lal
i-0

Sijjai] <1 se cample que {ja||; < i a|]f porque para cada 7eN
es | a;) <la;|r. Por esto, si | a* || — 0 se cumple que !|a*|[f— 0y
ilat || <1 asintdticamente, por lo que también se cumplird || a” |
— 0 y u(a") — 0. Al ser continua en el origen, e (I#)". c.q.d.

1—

3. — Los espacios h.

Designaremos de esta manera a los espacios de sucesiones /4 (¥)
0<r< )y hfr] (0<7< o) que definimos a continuacién.

Si D, es el disco abierto de radio 7 y centro 0 del plano complejo
y D, su adherencia, H (D,) sera el espacio vectorial de las funciones
analiticas en D, y H (D,) el de gérmenes de funciones analiticas en
D, (sus elementos son las clases de funciones analiticas en abiertos
que contienen a D, que resultan de considerar equivalentes a dos
funciones si coinciden en algtin entorno de D,). H (C) = H (D,,) sera
el espacio vectorial de las funciones enteras v H (0) = H (D,) el de
gérmenes de funciones analiticas en 0. Todos ellos pueden conside-
rarse como subespacios vectoriales de H (0) mediante las inclusiones
naturales.

Si /(0] es el espacio de sucesiones # == (i;) tales que la serie de
potencias

[ee)

t

™

oo
2 'H',' E
i-=0

es de radio de convergencia positivo, es isomorfismo de espacios vec-
toriales la aplicacion

¢ H(0) — %[0!

1 (2) — u = (u;)

que a cada elemento w (z) de H (0) — la notacién u (z) servird para
representar indistintamente a un elemento de H (0) y a un repre-
sentante arbitrio del mismo — asigna la sucesién # = (u,) de los
coeficientes de su desarrollo de Taylor en el origen.
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Designaremos
h(r) = ¢H (D,) para 0 <7 < o
hir] = ¢H (D,) para 0 <7 < o

de manera que % () = ¢H (C) y h{0. = ¢H (0).

Obsérvese que si C izl es el conjunto de funciones polinémicas
complejas de una variable, ¢ = ¢C [z} de manera que todo espacio
I contiene a ¢.

ProposICION I-3. — Si 0 < 7 < o0, se cumple

h(r) = {aew: § K" |a,' < oo para todo Ke(0,7)}

"o
n=0
DEMOSTRACION

Es aeh(r) si y solo si el radio de convergencia de

oo
> a, 2"
=0

es mayor o igual que 7, es decir, si y solo si cualquiera que sea Ke (0,7)
se cumple

o >
| a, | K" < oo. c.q.d.
n—0
" ProrosicionN 1-4. — Si 0 < 7 < oo, se cumple

hir] = {wew: | u, | < K" asintéticamente para algan K < 1/[r}

DEMOSTRACION
El ser weh (' significa que para algun K < 1/r se cumple que

n

lim sup Vi, | <K <1jr
n

o sea, existe algun #,eN tal que » > #n, implica |u, | < K* c.q.d.

|
|

H

PRrOPOSICION I-5. — /i (00) = {aew: lim VK" | a, | = 0 para todo K > 0}

n
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DEMOSTRACION

Trivialmente la condicién indicada equivale a que
”

lim sup V]a,| =0 c.q.d.

n

Prorosiciox 1-6. — 0] = {uem: | u, | < K" para algiin K > 0} =
=N({{(K":K > 0}).

DEMOSTRACION

n
lim sup V|#n, | < o

n
significa que para algun K > 0 se cumple

n

Viw | <K

para todo indice n. c.q.d.

TroreMA I-1. — a) Si 0 <7 << oo, Rr]* == h(1/r).
b) 1 [0]¥ == /i (o0).

D1MOSTRACION

a) En virtud de la proposicién I-3 es suficiente comprobar que
aeh[r}* si y solo si
X,
K'|a,| < o (1)
n=0
siempre que 0 < K < 1/r.
Si aeh{r}*, cualquiera que sea wuehrl se cumplira

o)
2 l Uy Ay [ < ©

n=0

y como que siempre que 0 << K < 1/r se cumple (K") eh[r], se ve-
rifica (l).
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Reciprocamente, si siempre que 0 << K < 1/r se cumple (1), en
virtud de la proposicién I-4 se tendrd

x 1
Xl lla, i< o
n=0

para todo wueh(r], es decir, aeh[r]*.
b) Si ae¢h [0]* de la proposicién I-6 resulta que para todo K positivo

o - ,
SK'la,] <
-0

\
"

y por lo tanto aeh (), por ser

oo
> a, 2
n—=0
entera.
Reciprocamente, si aeh (o) v si K > 0 se cumple

o0 -
Xla, i K" < o
w0

y por lo tauto, en virtud de la proposicion I-6, cualquiera (ue sea
ueh [0! cumple

oo . .
2 ! unv il “‘n I < ©
n=0

es decir, aeh[0]". c.q.d.

TrorEMA I-2. — a) 81 0 <7 < oo, A(r)" = h[l][r].
b) h(o0)* = 10!,

DEMOSTRACION

a) hillri € hil[rj*™ = h(r)*, en virtud del teorema anterior.
Si ueh (r)*, o sea (proposicién 1-3), si

[e.=] (o]
X|u,a, < oo siempre que Y, K"|a,| < oo para todo Ke (0, 7)

n=0 n=0

comprobemos que para algtn Ke (0,7) es | u
con lo que (proposicién I-4) ueh[1/ri.

< K" asintéticamente,

noi
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De no ser asi, dada (K;) sucesién creciente de términos positivos
v limite », para cada K; existirian infinitos términos i, para los que
y se podria seleccionar una subsucesioén (i) de # = (u,,)

Kt <ju,i
tal que
Km<iw, 1=012,..
de manera que
1 % 1 '
i SZ;HH_(Z”E<OO

§K"i?a i <§'u lla
iy [ o 00 By
i=0 i=0

para todo aeh (r). En particular, si
a, = 0 para né¢ {n}

ay, = K

aeh (r), pues
lim sup V'a, !

n

= lim 1/K; = 1/r,

es decir

02 4 |
Kpja, ! < o
i=0
v por otra parte
0 - - x g >
S K, = B Km K, o,
i-0 i-:0

contradiccion.
b) 210" € 2 {0+ = i ().
Si ngh {0}, para cada numero natural i se cumple
].” < I “'u
subsucesion

para infinitos términos u, v se puede seleccionar (it,,),

de u, tal que
ltni < i 1titi |

i -# con lo que resulta ué¢h (oc)*

v el razonamiento se puede proseguir de manera andaloga al caso a),
¥ c.q.d.

tomando aeh (o) tal que a,,

Cororario. — Los espacios /& son espacios de KOTHE.

12 — Collectanea Mathematica
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4. — Sobre la condicion lagunar de I'abrv.

Sea f el conjunto de sucesiones complejas que satisfacen la con-
dicién lagunar de Fabry. Es decir, a = (a,) ¢f si v solo si

lim oo (1)

i g
en donde (n,) es la sucesion de indices de los términos no nulos de a,
en el caso a¢q. Se considera ¢c f.

Prorosiciox I-7. — aef si v solo si

lim ‘\—1571—) = 0, (2)

H
siendo N () el ntunero de términos no nulos de a cuyo fndice es me-
nor que 7.
D1MOSTRACION

Basta limitarse al caso a¢q. Para comprobar que (2) implica (1)
obsérvese que ’

v (2) resulta de (1) debido a que para neN tal que n, < n < n;_; se
cumple que N (n) — 1. c.q.d.

ProrosicioN I-8. -- f es espacio de sucesiones normal que contienc
a ¢ vy tal que f == ¢ (luego f no es de KOTHE).

DEMOSTRACION

Evidentemente, si a¢f y seC, también saef. Si a, a’ son elementos
de f veamos también a'’ == a -- a’ pertenece a f. Designando N (1),
N'(n) vy N (n) al nimero de términos no nulos de indice inferior a
n de a, a’ vy a'’ respectivamente, se cumplird

N"(n) <N (n) + N’ (n)
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v, al ser a, a’ef, en virtud de la proposicién anterior

. N"(n

Iim ———(—) ==0
,, 7

con lo que a’’¢f.

Veamos que f* c ¢ (evidentemente ¢ c f*). En efecto, si = (i) ¢¢,
se podrd formar una sucesion estrictamente creciente de nimeros na-
turales (n;) tal que w,, % 0 cualquiera que sea 7eN y que cumpla (1).

La sucesién a = (a,) tal que

a, =0 si n¢ {n;}
a,, = 1ju,
es un elemento de f tal que

E | ”u an Lo 2, } 1[”; (l”i , == 00
<0 i1

por lo que wnéf. c.q.d.

CAPITULO 1I

LA TOPOLOGIA NORMAI, EN IOS ESPACIOS /.

t. — La topologia normal.

Dado < E*, E. > sistema dual (de espacios de sucesiones), ademds
de las topologias localmente convexas habituales sobre E, interesara
considerar la fopologia normal u (E, E*) ({9] pag. 407) que es la topo-
logia de espacio vectorial topoldgico localmente convexo sobre E
definida por la familia de seminormas

{/)u } uel”

con

Pul¥) = 3 v,
i=0

y evidentemente es maés fina que la topologia débil o (E, E¥) puesto
que

qu (.V) = . 2 i X; | S H i i X; = Pu ('X)
i-:0 i =0

1=

y la topologia débil estd determinada por las seminormas gq,.
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ProposiciON II-1. — Dados << E*, E > sistema dual v 4 € E, A es
acotado respecto de la topologia normal si y solo si lo es N (4) n .

DEMOSTRACION

oG
lua <M
1=0
para todo aed, implica que

x .

S lux i < M

=0
para todo xeN (4) n E, puesto que se cumplird que x;| <ia;!
para cierto aed y cualquiera que sea 1&N. El reciproco resulta de
Ac N(@d)nE. c.q.d.

Siempre que < E¥, E > sistema dual, llamaremos topologia nor-

mal 5 de E a 5 (E, L¥). Se cumple:

TroreMA II-1. — Si E es espacio de sucesiones que contienc a ¢,
los equicontinuos de E* para la topologia normal de E son los con-
juntos N (i), ueE*, y sus partes. Esta topologia es compatible con
el sistema dual < E¥, E >, es decir, ademds de ser méas fina que
la débil ¢ (E, EY), es menos fina que la de Mackriy 7 (I, EY).

(Véase 9 pag. 409).

2. — Las topologias de Monlel en los espacios h.

Salvo mencién expresa de lo contrario, consideraremos a cada
h(r) (0 <7 < o0) provisto de la topologia inducida por la de H (D,)
de la covergencia uniforme sobre cada compacto de D,, con la que
es espacio de T'réchet v de Montel (19: pag. 373), a través del iso-
morfismo de espacios vectoriales

d:H(D)— I(r)

oo
a (Z) = Z a, e a = ((l”)

Dados aeh(r) y 0 < p <7, sea

M, (a) = ’1~nlaixpl a(z) |
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I.a familia de conjuntos
V(p.e) = {aeh(r): M, (a) < ¢} (1

para e > 0 y pe (0, 7) arbitrarios, constituye evidentemente una base
de entornos de cero para la topologia de 7 (r).

También es de MoxteEL ([9: pag. 376) H (D,) con la topologia
limite inductivo que se define como sigue. Sea

(/"] o ] (."'2 D ...D ("Y,- o ...

una sucesiéon decreciente de abiertos conexos cuya interseccién es
D. vy HB(U,) el espacio de Banach de las funciones holomorfas en
U; y continuas en su adherencia, con la norma del supremo. En
H (D,) se considera la topologia limite inductivo topolégico lim HB (U))
respecto de las aplicaciones de restriccién, y es indep&?ﬁente de
la sucesién de abiertos (U';) que se ha elegido.

Ia topologia de iir] (0 <7 < oo) serd también, salvo indica-

cién previa, la inducida por H (D,) a través de

¢ H(D,)— I

3. — La topologia normal de h(r).
Para cada pe(0,7) y cada.& > O designemos

U(p, &) = {aeh(r): p* | a, | <& para todo k} (2)

ProrosicionN II-2. — La familia de conjuntos (2) es base de entornos
de cero para una topologia % de espacio localmente convexo me-
trizable menos fina que la usual sobre el espacio vectorial £ (r) (0 <7 <
< o).

DrMOSTRACION

Cada U (p, €) es absolutamente convexo y la familia dg conjun-
tos (2) es base de filtro, pues dados U (p, &) y U (p’, &) si p = max
(p,p) v &= min (g, &) se cumple

~ o~

U(p,e) c U(p, &) n U(P, ¢)

Ademas V (p, &) estd contenido en U (p, &) ya que si M, (a) < ¢,
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en virtud de las desigualdades de Cauchy se cumplen, cualesquiera
que sean ReN,
, M, (a
af < %k()

O sea, T es topologia localmente convexa sobre / () menos fina que
la usual.
Finalmente, para p, == nr/(n - 1), los conjuntos

U, = U (p, 1]n)

constituyen una base numerable de entornos de cero para @ y por
tanto esta topologia es metrizable. c.q.d.

<

ol

TroreMa II-2. — Tas topologias €, i (h(r), h(r)) v t(h(r), 1 (r))
coinciden con la de 7 (#).

DIMOSTRACION
I.a efectuaremos en dos etapas:

A. — El dual topolégico de % (r) coincide con su «-dual A[1[r: de
manera que la topologia de /i (r) coincide con f (% (#), 7 (r)*) ¥y con
7 (b (7), b (r)").

En efecto, es sabido ([9] pag. 375) que el dual topolégico de H (D,)
es H(S — D,), espacio de los gérmenes de funciones holomorfas en
el complementario en la esfera de Riemann S del disco D, y que

son nulas en el infinito (funciones ultraholomorfas), a través de la
dualidad

l s
<u(z),x()>= T ‘ (;U (2) x (2) dz
para x(2) eH (D,), 1 (2) eH (S — D,) y C camino adecuado contenido
en D, n U, siendo U entorno del complementario de D,. (Se puede
tomar C circunferencia de centro el origen).
Las aplicaciones

h(7) H(D,)
¥ = () ——x() =3 1,2
n==0
hiljr] — H(S — D,)

o0
u = (1) —— ; Zounz—"
n=
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constituyen un par de isomorfismos algebraicos que conserva la dua-
lidad, puesto que

nn

(o)
UX = 3, U, %
n--0
L ST
231‘_ ¢ on a0 2 Ko
de manera que si C es la circunferencia definida por

z=pe" (0 < p <7)

se tiene
] oo oo 27 bt et )
F PATER £ T Y ) pl0) -
= (4)’ § (4) - 2_::[1 n—0 ]\;‘»O l0 W{” L0 ¢ f)do .
1 o 0o 27 . . o)
cas B x| Pt 0d) = 3, x, =
T -0 k-0 kK n=0

Asi pues, /i (r) = h{1/r] y al ser 1 (r) tonelado su topologia coin-
cide con la fuerte y por lo tanto con la de MACKEY.

B. — I.a topologia T coincide con las anteriores.
Es suficiente con demostrar que % (7)* estd contenido en el dual
topolégico de % (r) respecto de @, puesto que si es asi:

hir) ¢ h(r) [€¥ € h(r) = h(r)*

va que % es menos fina que la topologia de % (r) (proposicién II-2).

Al ser h(r) [€) = h(r)*, necesariamente & = 7 (k(7),  (r)*) de-
bido a que T es compatible con el sistema dual << & ()%, & (r) >, o sea
% es menos fina que v (h(r), 2 (r)*), y por ser metrizable % (r)[%]
es quasi-tonelado ([9] pag. 301) o sea & = f, (1 (7), 1 (r)*), que es
més fina que la topologia de MACKEY.

Sea pues wueh (r)* = ATl [r]. En virtud de la proposicién I-4, se
cumple

tu, | <K' para 0 < K < 1fr y nyg < n.
Designemos
M=max |u|

0< 1< n
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de manera que

Jux ! <3 w1, S M (x4 o2 )+ 2 K7 x| ()

n=:0 n ong--1
Dado 4 positivo arbitrario, si se toman K < p < 1/r v
o 0
o )
2M 3 1/p
i-0

1

2§wmf

e < min/

’

para todo xelU (p, ) (o sea p* | x, ! < ) resulta, sustituvendo en (3):

i—=ng-+1

e < MeX 1+ e S Kijp < 824+ 8/2=20
i=0

de donde la continuidad respecto de @ de la forma lineal #, o sea
ueh (v) [T]". c.q.d.

OBSERVACION. — El caso limite 7 = oo admite una demostracién
andloga, sustituyendo la proposicion I-4 citada por la proposicién
I-6.

TroreEMA II-3. — I.a topologia normal sobre /i (r) coincide con la
topologia de % (7).

DEMOSTRACION

Al ser la topologia normal de % () compatible con el sistema dual
< h(r)*, h(r) > (teorema II-1), basta comprobar que es mads fina
que T, es decir, que cada U (p,&) contiene algin

W (1,8) = {xeh(r): OEO] Pa;m; | < E)
i

con & > 0 v ueh(r)*, entorno de cero para la topologia normal.
Y en efecto, al ser 0 < p < 7,
(p") ehT1jr = h (r)"

(teorema I-1) y para # = (p") v & = ¢, cualquiera que sea xeW (1,)
cumple

S5 p"<e

y por lo tanto | x, | p* < ¢ para todo keN, o sea xeU (p,¢). c.q.d.
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OBSERVACION. — Designando
Wye=W((p"), &) = (xeh(r): S " |2, | < e} (4)
n=0

para 0 < p <7y &> 0, la familia de conjuntos (4) es base de en-
tornos de cero para la topologia normal de % (r), porque constituye
una base de entornos de cero para cierta topologia localmente con-
vexa sobre / () que es a la vez mds fina que G, pues

W,.c Ulp,e),

y menos fina, pues cada conjunto de la familia (4) es entorno de cero
para la topologia normal que, como ya hemos visto, coincide con .

4. — La topologia normal de h[r].

Es sabido ([9] pag. 377) que
<H(S ~D),H({D)>

en donde los elementos de H (S — D,) son las funciones holomor-
fas en el complementario de D, y nulas en el infinito, mediante la
forma bilineal

r

1 ;
=2ni!6u(z)x(z)dz

< % (%), n(2) >

constituye un sistema dual para el que la topologia de H (D,) es com-
patible y coincide con la fuerte.

De manera aniloga a como se ha procedido en el teorema II-2,
este sistema dual se puede identificar con

< h(l[r), hr] >,

de manera que la topologia de % [r] coincide con la fuerte y con la
de MACKEY. Para demostrar que también coincide con la normal,
utilizaremos el siguiente lema — debido a ToEePLITZ en [11] pag.
226 — del que damos una demostracién para mayor comodidad de
lectura.
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Lraa. — Un subconjunto X de () es o (k(r), 1 (r)") — acotado
si y sélo si cumple las dos condiciones siguientes:

(@) X es acotado por coordenadas.
(b) Para cada e > 0 existe nypeN tal que

para todo #n > ny y todo xeX.

DEMOSTRACION .
A. — Si X es acotado, para cada 7eN
e; (X) = {x;: xeX}

estard acotado, pues e; ek (r)*, o sea, se cumple (a).
Si (b) no se cumple, existe cierto ¢ > 0 tal que, aunque para
cada xeX se puede determinar ny = #,(x) de modo que

Vizx,| g;—}—spara todo #n > n,

el conjunto de ndmeros naturales
ng eN : ng = ng (x) xeX
no es acotado, o sea, se pueden construir dos sucesiones
Ny < Mg < ... < m<.. x1, %2, ..., %% ...

de N y de X respectivamente tales que para cada i
1 . 1 ni :
;—}—e<\/]x’,,i1,osea,(;—l—e) < |, |

Sean

1, =

e y u, =0 si n¢ {n;)}

con lo que u = (u,) eh (r)* = h[1[r], pues al ser

ni

Vit < Vi —
: 1
7 e
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resulta
n - l n o
lim sup Vau, < [ 0 sea lim sup Vi, <7
n - —I— P n
r
En cambio lim | u,,x, | = lim #; = oo, de manera que si se designa
i i
Vi=(lx,1)eN (X), es lim [ uv' | = o0, v al no ser N (X) acotado

tampoco lo puede ser Xl(proposicién II-1).
B. — Supongamos que se cumplen (a) v (b) y sea ueh (v)*, con
lo que existen 6 < 0 v n;eN tales que

n

\'/ iy l < '1"——' st # > 3

- d
; T+
En virtud de (b), si xeX
1,5, <[ e (5 )
;+o

para todo n > n, = max (ng, #;). Tomemos & < §, con lo que

s |
Z | Uy Xy |

n=nz

es convergente y su suma posee una cota independiente de xeX.
En virtud de (a), la suma finita

na—1
%, x, |
n=0

tiene también cota independiente de xeX, por lo que el conjunto
{|ux|:xeXy

estd acotado para cada ueh (r)*, luego X estd débilmente acotado.
c.q.d.

TEOREMA II-4. — Un subconjunto X de % (r) (0 < 7 < o) estd aco-
tado si y solamente si est4 contenido en la envoltura normal de cierto
veh (r) de coordenadas y, > 0.
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DEMOSTRACION

Supuesto a X acotado, de la condicién (a) del lema, existira

YV, = sup I Xn |
xeX

y serd finito. En virtud de la condicién (b), dado & > 0, existe ngeN
tal que

n 1
Vi, | §;+ ¢ para todo n > ng
luego

n
— 1
V' Yol < 5 4- ¢ para todo # > ny

y por lo tanto

—

lim sup V1w, | < .
o sea, v = (y,) ¢h(r) y se cumple que |x,| <y, para todo xeX y
todo indice neN.

El reciproco es evidente, pues si X estd contenido en N (y), al
ser N (y) acotado también lo es X. c.q.d.

TeorEMA II-5. — La topologia de h[r] coincide con la topologia
normal.

DEMOSTRACION

Al ser la topologia normal 5 de A[r] compatible con el sistema
dual

< h[rF, hlr] >

y coincidir 1a topologia de % [7] con la de MACKEY T = 7 (h[7], h [7]?),
todo 5 — equicontinuo de %[7]* es también 7 — equicontinuo. Pero
los © — equicontinuos son los conjuntos absolutamente convexos
o (h(1)r), h(1[r)*) — compactos y sus partes, luego si X es 7 — equi-
continuo, al ser acotado de % (1/r) también es n — equicontinuo, ya
que en virtud del teorema anterior X es subconjunto de cierto N (y)
con yeh(l[r), y basta aplicar el teorema II-I. c.q.d.
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OBSERVACION., — Resulta también como consecuencia del teorema
II-4 que si I¥ es un conjunto de funciones de H (,), F es acotado
(uniformemente sobre cada compacto de D,) si y solo si existe

v(z) =3 b2 eH (D)

n=0

con los coeficientes b, reales no negativos tal que {a,| <b

, cual-
quiera que sea neN y para toda funcién

En este caso se puede tomar b, = sup | a, |.
agl’
Al coincidir la topologia normal de /% (r) con la fuerte, ambas
tienen los mismos equicontinuos, por lo que cada acotado de 4[1/7},
en virtud del teorema II-1, estd contenido en la envoltura normal

N (1) de algtn elemento ueh{1[r]. Por lo tanto en los espacios H (D,)
es valida también una observacién andloga a la anterior. Asi una

familia F de elementos de H (D,) estd acotada si y sélo si existe

v (2) = § v, 2" eH (U),
n-=0

con U entorno abierto de D, y v, > 0, tal que i #, < v, para todo
neN y cualquiera que sea u (2) ¢eH (D,), para

lee)
i (2) = X u, 3"
n=0

En este caso se puede tomar z, = sup | «, ..
ueFF
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CAPITULO II1

SOBRE EL PROBLEMA
DE LA PROLONGABILIDAD ANALITICA

1. — Algunas partes densas de I (r).

Sean & (¥) vy I (r) los subconjuntos de /i (r) tales que agh (r) si y
s6lo si el radio de convergencia de la serie de potencias

(o]

Sa, = a2

n=0

es igual a r > 0, y aeh (r) siy solo si ademas de ser ael (#) y la cir-
cunferencia de centro 0eC y radio » es frontera esencial de la funcién
analitica a (2).

Es sabido ({11 pag. 53) que la condicién lagunar de Fabry es
condicién de no prolongabilidad analitica, con lo que, si designamos
f(r) == fAT(r), conjunto de sucesiones a = (a;) que cumplen la
condicién lagunar de FaBry v pertenecen a 7 (r), resultan las inclu-
siones

~

fryeh@) e e h).

Consideraremos a estos conjuntos provistos de la topologia in-
ducida por la de 4 (#), salvo indicacién previa de lo contrario.
Respecto de esta topologia se cumplen las propiedades siguientes:

PRrOPOSICION III-1. — /i (r) es denso en /i (7).

DEMOSTRACION

7o (r) es el complementario respecto de / (r) del subespacio vec-
torial & [r] de & (r). El conjunto complementario de un subespacio
vectorial propio de un espacio localmente convexo es siempre denso.

c.q.d.

ProrosicioN III-2. — A{r} es denso en k(7).
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DEMOSTRACION

El espacio vectorial 4 {7 contiene a ¢ que es denso en /2 (r), puesto
que los polinomios constituyen un subespacio denso de H (D,), al ser

r

k
a(z) = h}m an" 2"
S =

uniformemente sobre cada compacto de D,, cualquiera que sea
a (z) eH (D,). c.q.d.

Asi pues, & (r) es la unién disjunta de los subconjuntos densos
JiTr] y T (r). Ambos son espacios topolégicos metrizables no completos.

Prorosicion 111-3. - f(r) v 7 (r) son subconjuntos densos de 7 (7).

DEMOSTRACION

Sea aef (r). Al ser ¢ denso en /4 (r), también lo es a -+ ¢. Si beg
evidentemente a -+ b cumple la condicién lagunar de FaBry y el
radio de convergencia de

es igual a r, puesto que b posee tan solo un ndmero finito de térmi-
nos no nulos. Es decir

~

at+qgecfi)ch(@)chiE) ch@)

v cada uno de estos conjuntos es denso en cada uno de los que le¢

siguen en las inclusiones indicadas. c.q.d.
Provosicion III-4. — El coujunto A (r) — h(r) de las sucesiones

a = (a,) eh () tales que la suma de la serie

oo
2 a,
n=0

es prolongable analiticamente fuera del disco de convergencia es
denso en % (r).
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DEMOSTRACION
Si aeh (r) — 7;(1'), al ser

oo
a (Z) = 2 ay 2"
n=0

prolongable analiticamente, también lo serd toda funcién corres-
pondiente a un elemento de a + ¢. Luego

~

a+gch() —7;(7) c (7).

Al ser a + ¢ subconjunto denso de 7 (r), también lo serda de 7 (r) — % (7).

c.q.d.
2. — La topologia de Pilyva-Hausdorff.

Vamos a dotar a (1) — por comodidad nos limitamos al caso
r = 1 — de una topologia de espacio vectorial topolédgico localmente
convexo no separado que por paso al cociente determinard una to-
pologia localmente convexa separada cuya restriccion al conjunto
de clases correspondientes a series de potencias de radio de conver-
gencia igual a 1 coincidird precisamente con la de Pélya-Hausdorff
(1 pag. 94).

& serd la topologia localmente convexa definida sobre 7 (1) por

la familia de seminormas
. la, |
Py (@) = lim sup —2—

n n

cuando (&,) recorre el conjunto S de todas las sucesiones de térmi-
nos positivos tales que
3

lim Ve, — 1.

n

Desde luego se cumplen, cualquiera que sea (g,) €S, las condiciones

l. — Py (@) = 0 para todo aeh (1).

: _ I I ! ;
2. — Py (@ 4+ b) = lim sup Lﬁf»i—lz’f—: < lim sup M' <

n én, 7 8}L

< Piew (@) + P (b) cualesquiera que sean a, b de 4 (1).
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B |
3. = P, ($a) = lim sup siial i S| P, (@) para todo seC y

n n
todo ash (1).
Esta familia de seminormas es filtrante y cumple

Sup (Peys Pier) = Pier

”

si &', = min (g, &,).
& no es separada pues

Provosiciox III-5. — Sea aeh(1). p, (@) = 0 para toda (e,) &S si
v sblo si aehi1]. Xs decir, la adherencia de {0} respecto de la topo-
logia &8 es ATI].

DEMOSTRACION

a) Si aehil, sea Ke(0,1) para el que | a, | < K" asintéticamente
(proposicién I-4), luego para toda (e,) &S

Py (@) = lim sup Iii— < lim sup i <1

" n n n

porque
K L -
I > K = lim— = lim VK" [e,.
n — n
\/8"

Si fuese pg,, (@) > 0 > 0 se tendria p,., (@) > 1, contradiccion.
b) Si a¢hi1] se tendrd aeh (1), o sea

"
lim sup V {a,! =1,

n

vy tomando (g,) S tal que

il

e, ='a, | v e=1 si né¢{n;

se cumple

Pen (@) =1, 0 sea p, (a) # 0 c.q.d.

ProrosicioN III-6. — Sobre /(1) la topologia § no es comparable
con la usual @.

13 — Collectanea Mathematica
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DEMOSTRACION

El conjunto {0} es un cerrado para la topologia % y no lo es para
8. En cambio /2[1] no es G-cerrado, pues es %-denso en / (1) y distinto
de & (1), v es 8-cerrado, puesto que es la $-adherencia de {o}. c.q.d.
Sea
kih(l) —— "

la aplicacién canénica. Con la topologia cociente de &, que seguire-

mos designando por & y denominaremos topologia de Pdlva-Haus-

dorff, el espacio vectorial #*(/, . serd localmente convexo separado.
En lo que sigue serd E = "0/, de manera que para

Ei8 = ("], ) &
es sistema suficiente de seminormas la familia
) ! )
| Plen (e es

en donde p, (@) = pi, (a), cualquiera que sea aea, ack.
A través de la aplicacién candnica se puede comparar la topolo-
gia de Pélya-Hausdorff sobre E con la topologia & de A (1):

TroreMA III-1. — I,a aplicacién canénica

k:h(1) e

~
- E (8]

no es continua pero es abierta.

DEMOSTRACION

a) {0} es #-cerrado, mientras que & 1(0) = h[li, que no es G-ce-
rrado en % (1). Por lo tanto % no es continua.

b) Dado un @-entorno de oeh (1)
U, = {aeh(1):p,(a) <1}

demostremos que k (U,) es $-entorno de o¢E comprobando que con-
tiene a cierto

Ve {aeE : pe, (@) < 1} (&) &S.
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En efecto, se puede suponer que u = (1,) # o es tal que #, > 0
para todo neN. Designemos

~
~
N

es convergente para z = I.
Si g, = l/e para todo neN, se cumple que (g,) &S vy siempre que
sea
ael == {ael : p, (@) < 1}

se tiene que

. a, i
lim sup - < |
E

n n
0 sea, existe K < 1 para el que asintéticamente
: arl I < 1{8)1

de manera que, modificando un namero finito de términos de a, se
podrd obtener una nueva sucesién a’ tal que

a1 < Ke,
para todo neN, y seguird siendo a’ea, con lo que
oo

oo
a1 < Su, Ke, =K < 1,
0 0

n= n==

es decir, a’el, v k(a’) = aek (I",). c.q.d.

3. — Prolongabilidad analitica.
Sean E = k(h (1) y
k:k(1)[5] — E 8]

la aplicacién natural, tal que % (a) = k (a) para todo aeh (1), siendo
ahora T y 8 las topologias inducidas por % (1) [Z] ¥ E 8] sobre % (1)
y E respectivamente.
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PROPOSICION III-7. — k: 1/ (1) — E (& es abierta v no es conti-

nua en ningtin punto.

DEMOSTRACION

a) Sea A un abierto de /i (1) j. Veamos que se cumple que
RAARQ) =k(A k(1) =k(A) nE

de manera que al ser % (4) abierto de E [§], la imagen de 4 n % (1),
~ abierto de 7 (1) [T1, es el abierto k (4) n E de E [8).

En efecto, evidentemente k(4 n 7 (1)) ¢ k(d) n E. Comprobe-
mos la inclusién inversa.

Para cada @ek (A) n E se cumpliran

a = k(a) con aed
a =k (b) con beh(l).

Al ser & (a) = k (b), necesariamente a — beh "1}, y la serie de potencias

DS,

d bn ”“”

n -0

es de radio de convergencia igual a 1, por lo que también lo es el de

oo
.l
Xa
n=-0

ol
k4

n

y con ello aeh(1). Asi pues @ =k (@) con aed n (1), es decir
ack (A n k(1) =k nk(l).

b) La discontinuidad de % es consecuencia inmediata del teorema
III-1. c.q.d.

~ ~
~ ~

Designemos E = & (ki (1)). Evidentemente k-1 (E) = £ (1).

Los teoremas (4.2.1.), (4.2.11.) y (4.2.1I1.) de {1} pdg. 94 de PoOLYA
v HAUSDORFF sobre la abundancia de funciones analiticas no pro-
longables los podemos enunciar del siguiente modo:

Prorosiciox II1-8. — (a) E es denso en E g7
b) El complementario E — E de E no tiene puntos aislados en

|
E1s).

(¢) E es abierto en E[§].
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Estas propiedades, en virtud de las proposiciones III-3 y TII-4,
no tienen réplica aniloga en %1% sino que se cumplen

(a) 7 (1) es denso en 7 (1).

(b) % (1) — % (1) no tiene puntos aislados (también es denso en
n(1)).
(

¢) 7 (1) no es abierto en 7 (1).

~
~

Seminario Mateméatico de Barcelona,
diciembre de 1970
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