CAPITULO I1II

(RESOLUCION DEL PROBLEMA DE CAUCHY
RELATIVO A UNA CLASE DE ECUACIONES EN DERIVADAS
PARCIALES DE 3. ORDEN, CUASI-LINEALES
Y DE TIPO HIPERBOLICO»*

por

J. M. Cascante DAvira

RESUMEN

Este trabajo complementa otros tres anteriores nuestros ([1],
[2] ¥ [3]), v en él se plantea y resuelve localmente el Problema de
Caucny relativo a la ecuacién en derivadas parciales de 3. orden,
cuasi-lineal y de tipo hiperbdlico, de la forma:

2 ay, (%1, %3) (Dyj w) = F (%, u, Dyu, Dy u)
(1,7,k=1,2;i<j<k) (I=1,2;h=1,2;5,t=1,2;5<1)

ecuacién, que mediante un cambio conveniente de variables indepen-
dientes (CAP. I, n.>s 1y 2 de A.S. [1]), puede reducirse a la forma
candnica:
Dyjpu + o (%1, %) (Digz w) = f (1, 4, D; u, Dy, u)
(t=1,2;4=1,2;7,k=1,2;7 k)
forma canénica, a la cual siempre supondremos, en lo sucesivo, redu-
cida la ecuacién anterior, determinando la solucién de la misma
que satisface las condiciones iniciales:
w (M) = ¢ (M)
Dy u) (M) =y (M) MeC
(Diz ) (M) = 7 (M)

(*) Lste trabajo se ha realizado en el Seminario Matematico adscrito a
la Cétedra de Andlisis Matemético 2.0 y 3.0 de la Facultad de Ciencias de la
Universidad de La Laguna, la cual es beneficiaria de una Ayuda para el Fo-
mento de la Investigacion Universitaria.
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en las que, ¢, w, y son ciertas funciones suficientemente regula-
res definidas sobre un intervalo [74, #5] de R, y C [definido por:
re[rd, ¥B] =% () = (%1 (), %5 (7)) € R?], es un «arco perteneciente a la
clase (I") contenido en el abierto sobre el cual estd definida o y re-

lativamente a la ecuacién diferencial ordinaria Zﬁ = 0 (%1, %)
X1
(n.0 7 de la INTRODUCCION de esta Memoria).
Para una mejor exposicién del trabajo, se ha subdividido éste en
una INTRODUCCION y dos PARTES.
En la INTRODUCCION se hace primeramente (n.% 1 a 6), una

recapitulacién de las propiedades de las soluciones de la ecuacién

. . . . dx, . ., .
diferencial ordinaria i—' == 0 (%1, %,), asociada a la ecuacién en deriva-
ax;

das parciales: Dyjp 1 + o (%1, %) (D12 %) = f (%1, %, #, D; u, Dj, u),
(i=1,237,k =125 <h)

estudiadas desde un punto de vista global, introduciendo el abierto
A, sobre el cual se define «a integral general global en G de la
ecuacién diferencial ordinaria@ = p (%1, %y)» (G abierto de R2?
x1
sobre el cual estd definida y verifica sobre él ciertas condiciones
de regularidad la funcién p); dicha recapitulacién es necesaria
(atin a costa de un excesivo alargamiento de la INTRODUCCION),
para la definicién y estudio de los «arcos de la clase (I") contenidos

en G relativamente a la ecuacién diferencial ordinaria 2—2 = 0 (%1, X2)»,
x1

asi como para el establecimiento de importantes propiedades que
luego se desarrollan en los ndmeros que siguen hasta el n.0 10 de
la INTRODUCCION, tales como el caridcter de abierto (resp. de
cerrado) de los conjuntos &° y D,* (resp. &, y D,), relaciones mutuas
existentes entre ellos, [ED“ =¢&; D= D,; IO)c = D], propiedades
que se precisan para el estudio y resolucién del Problema de CAucHY
relativo a la ecuacién en derivadas parciales de tercer orden y de
tipo hiperbdlico: Dyjp 2 + @ (%1, %2) (D12 #) = @ (x4, %,), ecuacién que
juega un papel esencial en la definicién, cilculo y propiedades de las
aproximaciones, mediante las cuales se construye en la PARTE
PRIMERA que a continuacién sigue, la solucién al Problema de
CaucHy, objeto de estudio principal de este trabajo.

Finalmente, en la PARTE SEGUNDA, se establece la unicidad
de la solucién al Problema de CAUCHY que se estd considerando, asi
como la dependencia continua de la misma respecto a las condiciones
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iniciales dadas sobre C; a dicha PARTE SEGUNDA sigue un apén-
dice en el que se define y estudia el operador ] asociado a una ecua-
., . . . . d X2 1 . Q
ci6n diferencial ordinaria: —— = p (%1, %), [0€ C2 (G; R); G =G cR?,
d X1 = =
1 . . el e .
(C2 (G ; R) denota el espacio vectorial constituido por las funciones nu-
méricas definidas, continuas y continuamente derivables parcialmente
respecto a su segundo argumento sobre G, es decir, definidas y conti-
nuas sobre G, admitiendo derivadas parciales respecto a su segundo
argumento, asimismo continuas sobre G)], y a un arco C de la clase (1)
contenido en G, relativamente a ——2 = g (%;, x,), operador que inter-
d P Y 2
viene asimismo decisivamente en el estudio y resolucién del problema
que nos ocupa.

INTRODUCCION

1. SOLUCIONES LOCALES DE UNA ECUACION DIFERENCIAL ORDI-
NARIA DE 1. ORDEN. — Sea G ¢ R2 un abierto de R2, y 0: G R
una funcién numérica definida sobre G, continua y localmente lips-
chitziana sobre G respecto a su segundo argumento (es decir, para
todo punto de G existe un entorno de dicho punto contenido en G
sobre el cual o verifica una desigualdad de Lipscrrrz relativamente
a su segundo argumento), y consideremos la ecuacién diferencial

. - de
ordinaria de 1. orden: Tn = ° (%1, x2) (1).

Si %0 = (%10, x,0) € G es un punto de G,y Q = [%,0—a, x0-+a] X
X [%0 — b, 2,0 + b] ¢ G, es un intervalo cerrado de R2 (no degene-
rado), centrado en x¥0 y contenido en G, y My=sup. |o (¥, #,)| denota

(21,%2)€Q b
el extremo superior de |p| sobre Q, poniendo %, = min. {a, —},
Lo

conviniendo en tomar %, = a, si My = 0, el teorema de existencia
y unicidad de soluciones de una ecuacién diferencial ordinaria de
l.er orden (CAP. I, § 3, n. 1, 2, 3 de [4], Parte Prima), esta-
blece que existe una funcién numérica @ : [0 — hy, %0 + ho] C
¢ R—R, definida y continuamente derivable sobre el intervalo cerrado
(%10 — Ay, %0 + hy), es decir, p € C1 ([%,0 — kg, %0+ ] ; R), v tal que:

«x0e U {(x @ (%1))} c G» '

.'L'|€[.‘t:1°—hQ,xlo+hQ] ‘

y ‘

W %p) (¥ €20 — Bg, 00 + hgl = ¢ (x1) = 0 (x1 9 (x1)))» )
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Ademds, si p;:I;c R +R y ¢,: 1, c R -~ R son funciones de-
finidas y continuamente derivables sobre los intervalos (abiertos,
cerrados o semiabiertos) I} y I, respectivamente, y tales que:

@0e U {(x;, ¢; (%))} c G» )
x€l;

y r(E=1,2)
(v x) (x1eli=g/ (%) =p (x1, @i (x1)))» ’

se verifica en estas condiciones, que:

“Cunnn = $21,A1,°

A toda funcién numérica p € C! (I; R), definida y continuamente
derivable sobre un intervalo I de R (abierto, cerrado o semiabierto),
y tal que:

Xl

«@0eU {(x;, v (¥1)} c G» ‘

y
(v xp) (el =9 (v) = (%1, (x1) s

la denominaremos «solucién local en G(*) de la ecuacién diferencial
.. dx o
ordinaria d_2 = o (%1, #2), pasando por el punto X0 = (x,9, x,0) de G».
%4
En el caso particular de ser x,0 = inf. I (resp. ¥,0 = sup. I) v ve-

rificarse: y € C1 (I; R) vy 0 e U {(x, v (x))} c G v (V¥ %) (%) €
€l

Iy (x)) =0 (%, y(x))), denominaremos a y, «solucién local en
G por la derecha (resp. por la izquierda) de la ecuacién diferencial

.. dx -
ordinaria i—x_z = 0 (%1, %), pasando por el punto X0 = (x,9, x,0)».

a 1

Con esta terminologia, el teorema de existencia y unicidad de
soluciones de la ecuacién diferencial ordinaria (1), se formula como
sigue: «Para todo punto Z0e G existe una solucién local en G de la
ecuacién diferencial ordinaria (1), pasando por %9, y si ¢;: I; c R— R
¥ ¢2: I c R — R son dos soluciones locales en G de (1) pasando por
%0, se verifica que @y1,~1, = P21,AL,"-

Sea ahora, ¥ = (¥, %) € G un punto de G, y denotemos por
Qz a la familia de intervalos cerrados (no degenerados) de R2, cen-

(*) Mediante la expresion «en G», queremos indicar que el grafo
U {(¥1, v (%))} de » estd contenido en G.
x1€l
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trados en X0 y contenidos en G, y por Dy al subconjunto de R+ — {0} :
D = {eR/@Q) (QeQr v & =hy)

Se tiene asf la familia no vacia de subconjuntos no vacios de R,
(D7) 7. Pongamos :

«D = H D=»

TEG
Puesto que:

(V%) X eG= D37 # ¢)»
se tiene que:

o =11 Dz # é»

—
x€G

y a cada elemento 4 € D, le estd asociado univocamente una funcién
0 =: (4, G, R) cuyo grafo, conjunto de definicién y conjunto de lle-
gada son, respectivamente, 4, G y R, tal que:

(V%) FeG = 8 (%) e D).

A una tal funcién 6 la denominaremos una «D-funcién sobre G»,
y al conjunto de todas ellas lo representaremos por Fp (G; R).

El resultado precedente se formula en términos de D-funciones
como sigue:

(v (8, %%) (6, 7*) € Fo (G, R)XG = (3 poh) (poh € C1 (L* — S(F¥),

a* +0(FE¥)] R) y *eU{(r, gum %) c Gy
1€l —8(%), 11+ (%))
C Y () (%1 € [01*F — 0 (), 2* 48 (£*)] = ¢’ 53 (%1) =0 (*1, pzm (1)) ¥

Y @+ es Unica en estas condiciones))»

2. INTEGRALES GENERALES LOCALES DE UNA ECUACION DIFE-
RENCIAL ORDINARIA DE 1. ORDEN. — Consideremos, como antes,
un abierto G ¢ R2 de R? y una funcién numérica ¢ : G - R definida
sobre G, continua y localmente lipschitziana respecto a su segundo
argumento sobre G, y sea %0 = (x;9, %0) € G, un punto de G, y @ =
= [%,0 — 7, %0 + Z] X (%0 — B, %0 + bl ¢ G un intervalo cerrado
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de R2 (no degenerado), centrado en %0 y contenido en G; denotemos

por My a sup. |o (X)|. Poniendo: £y = min. {Z, 7 ]l:l }, si Mg >0

x€Q )

- Q
yky=a,siMy=0,se verifica, como se sabe (CAP. I, §3;n.> 1,2y 3,
de [4], Parte Prima), que para todo X0e[% 0 — ky, 0 + k3] X

oy b b . > .
X [%0 — 50 X0 + 5}, existe una funcién numérica @3 3, 7!
[%,0 — kg, %10 4+ k3] — R, definida y continuamente derivable sobre
el intervalo cerrado [0 — kg, %10 4 kpy], y tal que:

( 20e U {(x1, @G 5,51 (%1))} € G )
s ry € [FO—kY, MO+EY]
‘ y

((Vxl)(xl e[X10— kg, X0+ k3] = ¢’ 3, 3, & (¥1) =0 (%1, 93, %, 8)(761)))5

Sea:

= o~

2000 T = 7,0 — by, %10 + A7) X [%10 — kY, %10 + k3] X

X [%20 — % %20 + _121] c R3 — R la aplicacién asi definida:

(%, 0) ~ Lo~
W1, %19, %9) € I > Xy = 00, ,3) (v1) e Ry

dicha funcién %(* Q) es (CAP. I, § 5, n.0 1 de [4], Parte Prima),
continua sobre I, y continuamente derivable parcialmente respecto
a su primer argumento sobre I, verificindose:

(%10, %0 epra I X pr3l c G
y
(W (%10, £30)) (510, &'20) € pral X pryl = (x'10, 510, %50, x,'0) €

25
eU {(xI: xlo) X20, xfaﬁ.x?"?le’))})
(%1, 219, 220)€I

y

N o~
29,
U {(xl» x%"hxol‘)):’«’z”))} cG

(%1,219,220) € I
y

~ & ~
& 2,
(V(x,,xlo,xzo))) ((xl! xlo: x20) el ~ (Dlx(zO,Q)) (xl) xlo» x20) =0 (xl’ XE;‘l,go)y 4\'20)))

Si ademas de ser g continua sobre G, es g continuamente derivable
parcialmente respecto a su segundo argumento sobre G, [en cuyo
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caso p sera, consecuentemente, localmente lipschitziana respecto
a su segundo argumento sobre G], se sabe que en estas condiciones
N o~
(CAP. 1, §5,n°% 2,3,4,5y 6 de [4], Parte Prima) la funcién ¥ (*>@)
considerada es continuamente diferenciable sobre I, con derivadas
parciales prolongables con continuidad a I, verificindose:

~

")) (%1, %10, %20) =

R

-

UV (r,m0,0m) (%1, %10, 209) € T = (Dy %t

~

Q) (%1, %19, %20) =

2N

= 0 (%1, 50 (21, 2,9, %,0)) y (D %
£2)

o o) e (P20 T 0 )
= 0 \X, A2t

~ ~

2
y (D i N)') (21, 210, %,0) efxm (D2 0) (¢, X690 (£, 10, x,0)) )
/3 ’ 1, 4175 A2 =

»
A toda funcién numérica:
(%1, 19, %0 elc R} =X (%1, %0, x0) eR

definida y continua sobre un intervalo I (no necesariamente abierto
. . ] ’ .
o cerrado) de R3 cuyo interior I es no vacio, y verificando:

/ (%0, %) epr, I X pr3Ic G
y
(V(.f,'o,xz'O)) ((xllox %,'0) epr,I xXpr3I = (%19, 2710, x50, x",0) €

e U {(x1, %10, %20, X (x1, %1, %,0))})

(#1,%10,220)€1
y
(E,x{usfrit;)e;f (¥1, 210, 0} € G
y

(Vixoem) (%10 %20) € p1, I X pr3 ] = Zizoem € CL (P11 I; R) 3 ()

(repriI = X (pom0 (%1) = (D1 %) (%1, %19, %50) =

\ = (xb X (xl: xlor xZO)) =0 (xlr x(xlo,xzo) (xl)))) (*)

(*) X(z929: P71 I Cc R—~ R es la «aplicacién parcial determinada por %,
relativamente a los valores x;0, x,0 del segundo y tercer argumentos», es decir,
0,20 1 pr1 I € R—R, estd definida por: xieprid — X(x0,40) (1) = X(%1,#10,%20) eR
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la denominaremos «integral general local en G de la ecuacién dife-
. . .. da . ~
rencial ordinaria, d_xz = o(¥, %,), relativamente al punto %9 € G». Ob-
x1
servemos que si X1 : J1 ¢ R3 - R y %2:12 ¢ R3 - R son dos inte-
grales generales locales en G de la ecuacién diferencial ordinaria (1)
relativamente al punto ¥0 € G, se tiene, en virtud de la misma defi-
nicién, que:
VY (110, 29) (%10, %20) € (pra It X pr3Il) n (praI2 x pr3I?) =
= (pra Il n pry I2) X (pr3It n pryI?) =
= (x(lxll’. %20)» x%xx", xz°)) e Cl (}')7’1 I1; R) x

x CL(pr1I2; R)y (%19, %20) € U {(%1, Z{sso, 0 (¥1))} € G ¥

z1 €Epr I

Y (519, %29) € U {(%1, Zino, vy (%))} € Gy (W 5y) ([%1€ pry TN >

%) € pri 12
> Llos, 9 (B1) = 0 (%1, Xlas, oy (40))] 9 [x1 € p11 I2 >
= Kgui,z) (81) = @ (51, X, 0 (41))])»
y consectientemente se verifica:
UV 0, m0) (%10, %20) € (pra It n praI2) X (pr3 It n pryI2) =
o (e, 20 - P11 I' ~ R es una solucién local en G de (1) pasando por
(%19, %,0) ¥ (Z(z,,,o,xzo) : pr1 12 > R es una solucién local en G de (1)
pasando por (%19, %,0))])»
lo que entrafia, en virtud de lo establecido en el n.° 1, que:
(W o,2) (010, 220) € (pr2 1 o pra12) X (pr3Il n pr3l2) =
= (vx1) (xpepri It n priI2 = 21 (%1, %0, £0) =
= g, ) (¥1) = Ziao, s (1) = 22 (31, %10, %))
es decir:
UV @, m0,59) (%1, 210, 220) € (pri It n pri12) X (pro It n pryI2) X
X (pr3Il n pr3I2) = I1 n 12 = X1 (xq, %19, %0) = %2 (%1, %10, %,0))»
o lo que es equivalente:

arl 2
(([”x nie =— X,p n 12"
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Combinando este resultado con el considerado al principio de este
namero, se puede enunciar:

«Para todo punto Z0 = (%10, ¥,0) € G existe una integral gencral
local en G de la ecuacién diferencial ordinaria (1) relativamente al
punto %0, y si X1: 1 c R3 > R y %2:12c R3 »~ R son dos inte-
grales generales locales en G de (1) relativamente al punto %0, se ve-
rifica Z!lp nie = x|2]1 ne».

3. SOLUCIONES GLOBALES DE UNA ECUACION DIFERENCIAI, OR-
DINARIA DE 1. ORDEN. — Introduzcamos una definicién. Sean
0eFp(G; R) v (Xy") <i<n respectivamente, una D -funcién sobre G
(Véase n.° 1) y una secuencia de puntos de G.

Se dird que la secuencia (X%)g<;<, €s una d*-cadena, si sélo si:

Wwi) (Fefl, 2,0 = 2 =2 - 0(x") v 22" = g7 (49))»

Se deduce de la definicién que para todo (4, 9 € Fp(G; R) x G,
la secuencia (X%)o <i<o constituida por el tnico punto %0 es una
d*-cadena, y por otra parte, si (x%)o <i <, s una d+-cadena se tiene
que:

«xlo _S X"
y
w # 0= 210 < %™

y en comnsecuencia :
«(XYo<i<n €s una dt-cadena y %0 = %"= n = Oy
es decir:

«X)o <i<n €s una dt-cadena y x,0 = x;" > x0 = X"

Sean (¥, 2')eG X G y deFp(G; R), respectivamente, un par
ordenado de G X G y una D-funcién sobre G. Por definicién pon-
dremos: «x'' estd d+-encadenado a ¥’ «== Existe una dt-cadena
(o <i<n, tal que X' =20y X" = X",

De esta definicién y de lo precedente se deduce que para todo
xeG y todo (X', %")eG x G, son vilidas las relaciones:

-

«% estid dt-encadenado a X»

y
&' estd dt-encadenado a ¥’ = x{ <=x;

6 — Collectanea Mathematica
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asi como:

&' estd dt-encadenado a X' v % =% =% =%
1 1
por lo que:
" estd d-encadenado a ¥’

el

v %' estd d+-encadenado a X" = X' =%'"»

Por otra parte, si 6eFp (G; R) y (X', 2”7, """ )eG x G X Gy
&' estdi 6t-encadenado a X¥'» y «x'"' estdi dt-encadenado a ¥''»,
entonces existen sendas secuencias de puntos de G: (V)o<i<p,

(2)0 <s <4, tales que:

!

@' =y0; 2" =y?=20; X' =32n
y
(v7) (re{l,2.,p} =y =37~ + 6 (¥ 1) e ¥2" = @3 (1))
y
W(ys)(sefl, 2, .,y =2 =214+ 0(FY) v 25 = @3-y (21%)»

Pongamos n =p + ¢ y sea (¥')o<i<, la secuencia de puntos
de G definida por:

(vi) (€10, 1, 2, ..., p} > % =)
y
(Vo) Ge{p+1,p+2,...,nm =% =27

Resulta asi que:
«(vi) (Fefl, 2, ., m =2 =271+ (X)) ¥ 22 = ;3 (%1F))» ?

y
&' =%0 y %' =2x™
es decir:

>

«(%Y)o<i<n €s una dt-cadena y ¥’ =%0y """ =%™

lo que entrafia:

>

&' estd 6t-encadenado a X'»
Pongamos para todo deFp (G; R):

(%', 2")eG x G > [ Rs* X" «== %" estd é+-encadenado a XZ'»
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se verifica por lo precedente que:

(V) feG ==2%R,"%)
s (V (?I’ %’II)) ((}’I, ?II) e G >< G y EI Ra_,_ &’II y EII R6+ R’I - ‘k'l:R’ll)
1 (V (z/, }-n’ Eu/)) ((—x"l, E”, —92///) e G % G % G y
_y }l Ré_j_ E’Il _y :k’l’ R6+ 'A_;III - _x’l Rﬁ_*_ E’/II)
es decir, para todo 6 € Fp (G; R) la correspondiente relacién binaria
Rs* es una relacién de orden sobre G.

Para todo punto %0 = (%9, x,0) € G, consideremos el subcon-
junto de G:

Hpi = £eG — Z%/(36) (6eFp (G; R) y ZOR,* %))

5

Hp+;2%) es no vacio, puesto que para todo 0eFp (G; R), el
punto (%0 + 6 (¥9), @30 (%10 + 6 (%9))) es distinto del %0 y esta
0*-encadenado a ¥0, y por tanto: (%;9 + 4 (£9), @30 (%0 + 6 (x9)) e
€ H(Dq.;‘}t)) .

Observemos que, evidentemente :

«(Vf‘f) (FC’ € H(D+;;o) => x10 = Prl 36'0 << j)}’l x = xl)» (2)
y por otra parte, ya que:

(V%) @eHp i > (30) (5eFp (G; R vy
y ¥ estd d*t-encadenado a ¥9))»

y dado que el punto (¥; 4 6 (%), @3 (1 + 0 (X)) estd 6*-encade-
nado al ¥, se sigue, por tanto, y en virtud de la transitividad de la
relacién R,*, que el punto X' = (), %) = (%1 + 8 (%), @3 (¥1 -+ 6 (%))
estd d"-encadenado al ¥0, y ademds se tiene que:

«xlo < X1 < Xll»

por lo que, consecuentemente, se verifica :

(V%) (FeHpyig = Q%) B €Hpeiy v
Y %1 =pnx <prx’ =x%'))» (3)

Sea ahora ¥ € Hp+;3. Se verifica por (2), que: x,0 < x;, y ademés :

«36) (0eFp (G; R) y % estd d*+-encadenado a X0)»
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por lo que en virtud de las definiciones precedentes se tiene que:

—

«Existe una secuencia (¥')o<i<, tal que: n > 1y 20=%0y
yE* =%y (Vi) (6e{l,2, ..n >x"=x""1+0EF ")y

Yy 2" = ey (%17

Resulta asf la familia finita de aplicaciones (ye+;7%-1))1 <i<n =
= ((P(d; ;’i-l)|[xl’i-1,xl’i])1 <i<n que verifican :

(((V 1) (’l € {1, 2, .y n} = q')(d;;’i-l)l[xl’i’-l,xl’i] = ’lp(5+;;'i—1) . [xl”'", xl”'] - R
es una solucién local en G por la derecha de la ecuacién diferencial

Zri—1

ordinaria (1) pasando por el punto ¥'~')»

y, ademas:

W [0, 2% = [%0, 1]y
1gign

En virtud de la unicidad de las soluciones locales en G pasando
por un punto de G (n.0 1 de esta INTRODUCCION), se puede poner :

(Ve (67 edl, 2,..,m X {1, 2,..,n =

= Pt w0 A, ) = PO, 7 A D))
por lo que existe una sola funcién

g’(ﬁ'f;—;o}j;)l:sus[xlli_% xlli] = [xloi xl] g R’
1 n

tal que para todo 7€ {l, 2,..,n} prolonga ey a [0, %], la
cual, como es inmediato de comprobar, es derivable sobre [#;9, x;],
y ademds verifica:

«(vet) telx® 2] = Peon(f) =0 (¢, Pz (8))

lo que prueba que P03 es una solucién local en G por la derecha
de la ecuacién diferencial ordinaria (1) pasando por el punto %0, y
definida sobre el intervalo cerrado [x{0, x].

Si ¢’ € Fp (G; R) es tal que ¥ estd ¢’ F-encadenado a %9, la funcién
correspondiente W+;30,% ¢ [#19, #1] - R, construida andlogamente de
acuerdo con lo precedente, es asimismo una solucién local en G por
la derecha de (1) pasando por X0 y definida sobre el intervalo [x,9, %],
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por lo que en virtud del teorema de unicidad de las soluciones locales
en G de (1) pasando por un punto de G, se verifica que:

«W(d";;ﬁ;;) = ':/](6+;;0;;)»

siendo, por tanto, ¥y.;%;7) independiente de la D-funcién 8, para
la cual ¥ estd 67 -encadenado a x0.

Denotemos, para todo ¥ € Hp. 30, mediante Y33 la solucién
local en G por la derecha de (1), pasando por %0, definida sobre el
intervalo cerrado [x10, ], y univocamente determinada por el pro-
cedimiento de construccién acabado de indicar.

De esta forma se obtiene una familia {¥'* 3,32, : [#19, 1] > R}.e H(pe; )
de soluciones locales en G por la derecha de (1) pasando por %0.

Sea x,% (¥0) = sup. {pr; Hp+30} < + oo el extremo superior del
subconjunto de R, pr; Hp+30) = {p71%}7e Hpes o) constituido por las
abscisas de los puntos de H ;3. En virtud de (2) y (3) se verifica
que:

(vx) (F e Hpuin = 210 < pri% = 2 < 5™ (x0))» (3"
Es inmediato, teniendo en cuenta (3’), comprobar que:

W %10, %] = [%19, %1% (£0)[»
ze H(D+;_'.:o)

y ademiss, en virtud del teorema de unicidad de soluciones locales
en G de (1) pasando por X9, es valida la relacién:

«v (x, ) (&, %) e Hpw3 X Hond) =

= TG 1m0, ml A o, v = PEn) 1mo,m) A 1, )
por lo que, consecuentemente, existe una tinica funcién,
i %9 %% (0 -~ R,
tal que para todo X € Hp+; %) prolonga ¥+z3 a [%10, x,% (X9)[, la
cual, como es inmediato de constatar, es continuamente derivable

sobre [x,9, x,%" (x¥0)[, y verifica:

«(vt) Eelx® n® @O0 = (P @) () = e (¢ Py ()
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es decir, ¥+, es una solucién local en G por la derecha de (1) pa-
sando por x9, y definida sobre el intervalo semiabierto a derecha
[%10, %1% (X0)[. Observemos, que en virtud de lo precedente, se tiene
que:

(VZ) (X € Hpeaoy = pra% = 2 = Py (%) = Py (pri %)) (37)

Demostremos ahora, que si f: [%;0, ;*] - R es una solucién local
et G por la derecha de (1) pasando por 9, y definida sobre un inter-
valo cerrado [x,9, x;*], se verifica entonces, que: x;* < x;% (%0).

En efecto, en caso contrario serfa: x;0 < x,% (¥0) < x;*, y dado
que x;%" (x9) pertenece al intervalo de definicién de f, se tiene, como
consecuencia: (x;% (x9), f(x1% (%9))) e G. Pongamos, para abreviar,
2 =0 (x0); %' =f(x) =f(n* @9); ¥ = (%', %)

Sea QX)) =[x —a, x' +a] X [x) —b, %’ +b] ¢ G, un in-
tervalo cerrado de R2, centrado en %', contenido en G, y denotemos

por Myiy al sup. | (¥)|. Consideremos los dos casos posibles,
YeQ @
mutuamente excluyentes:

1. Mggy =0
2.0) A/[Q Gy > 0
En el primer caso, poniendo a’ = ;, b = g y Q' (%) =
=[x —a, 5"+ a] X [x —b, % + b], y para todo ¥ €Q’ (Z'):
(%1 —a', 1+ a'] X [%, — b, % + '] = Q (%), se verifica que:
.

%+ = X

(vE) FeQ @)~ Q@) = |n - :

a
3’

b b .
X |7 =5+ 5| c 0@
y en consecuencia :

(((Vz) (9—6. € QI (E’,) =0< A’IQ(;) < A’IQ(};') = 0)))
es decir:
(V%) (XeQ (X') = Moz = O)»
por lo que:

(v7) (7@ @) = hoiy = o' = 5
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En el segundo caso, pongamos a’ = min. {%, QTAZT(;';}’ b’ :g

vy Q' (x')=[x—a', %/ +a'] x[xy — b, x + 8], v sea para todo
% €Q (¥'), asimismo, Q (¥) =[x; —a’, %+ a'] X [%p — b, 25+ b].
Obviamente, se verifica que:
— —> I i ’ a ’ a ’ b ’ b
(V) FeQ @) c|n =5 w45 x [ =5 w4 5=
>Q ) =[x —a, x1+4a'] X[% =0, %+ 8] c
a a ' b b1
C{xl — 5 x1+§l>< l_xz—i, x2-|-§J =
c ' —a %' +a] X[% —b 2 +0]=0(F)
resultando, por tanto, que:

(vx) (X €Q (x) = 0 < Mo < Mo@n)»

SixeQ (%) es tal que Mo = O, entonces es Aoz = a'.
Si ¥eQ'(¥') es tal que My > O, se verifica, entonces, que:

b b b .
a < = < en consecuencia, hop =
= 2Moay . Mo — Mg °e

= min {a' b } =a
= . , — =a'.
Mo @

Asi pues, en este segundo caso, se tiene que:
(V) (£ eQ (&) = ho@y = a')»
Combinando ambos casos se puede poner:

«3 (@, b)) (@', ') e [R* —{0}] X [R* —{0}] ¥ (V%) Felx —a,
2] x [0 =0, % +0]=0"(Z) ~ 30) Qe Qv ho=2a)) (4)

Puesto que f:[%9 x*] - R es continua sobre [x0, x;*] y
vy %" € %9, x*] v %’ = f(%), se verifica, en consecuencia, que:

«3@n) meRY — {0y v (v?) Celx’ —n, %] n [xh, #*] =
=y =0 < fl) <’ + )
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y poniendo 7’ = min. {a’, }, se tiene Jx;" — ', x,]c]x;’ —a’, %] c
clxy —a', x4 a'[, y a fortiori:

(vi) telx’ — o', x'l nxl, %] = %" — 0" < f()) < x' + )
por lo que:

«vit) teln’ —n', %' [nlxgl, %%] =
= f@)elx) —a', ' +a [ Xx =0, % +6[cQ X)) (4)

Ahora bien:
Gxy =, 2'[ 0 [0, %¥] # ¢
y consecuentemente :
«at) ¢ elx” — 7', 2’ 0 [0 %%])»
Pero t' €]x;" — ', [ a [%,9, x1¥], entraha:

@ =y <V <m' = x% (X0 = sup. {pr1%}»
ze H(Dq»;;o)

v esta tltima relacién entrafia a su vez:
«3%) FeHpruam v %1 — 0 <V <% =pnx <) =x)
resultando, en consecuencia :

«30) (0eFp (G; R) y ¥ estd dt-encadenado a X0 y
y 2 €lx’ —n', %[ n [0 x*])»

asi como, habida cuenta (3"), y en virtud de la unicidad de soluciones
locales en G pasando por %9:

Wy = Py (1) = fim, zaer Goyg (%1)»
de todo lo cual, y teniendo en cuenta ademés (4'), se deduce:

«(3(o<izn) ((#)ogi<n €s una 67-cadena e y0 =%0 e 3" =%] y
Yy @ fl) =%eln)’ —a', 5’ +a [ xX]w =0, 5 +b[c

cQ @) (47)
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Por otra parte, ¥ € Q' (X') entrafia, en virtud de (4), que:

«QQ) (QeQi v kg =a')p
por lo que:
w@' €Dz = Dy 4"

Sea J = (3, §1,...,7} c G. Se verifica como consecuencia de
(4'"), que:

«(8 (39, (), . 8 (Y, @) € T D

veJ

Puesto que, como se ha establecido en el n.° 1 de esta INTRO-
DUCCION, es valida la relacion :

vy (¥eG = D3 # ¢
la aplicacién: pr;: [ID; — I Dy, es (Chap. II, § 5, n.° 4 de [5]),

1EG veJ
consecuentemente suprayectiva, por lo que:

«(34) ' ellD; y pry(4) = (6 (39, 6(F), ..., 6 (3"71), @)

y€G
Ponganios 6" = (4', G, R); se verifica que:

«W'eFp(G; R v (vi) (ed{l, 2,...,n =
- 8 G = oY) v ¥ =a)

v haciendo:

G = (v + (5", perm (1" + 6 (7)) =
= (% + 0 (X), gouy (01 + 0" (%) = (%1 + @', puy (%1 + @)

se puede poner:

(i) (Eeil, 2, ont 1y = yii=y =1 40" (1) e ol =iy (V1)) e
e Y0 =730 e ¥ = (v + 4, gpry (v + @)
es decir, el punto (v; + a', @@y (¥ + a')) estd 6’ “-encadenado a ¥0
y ademds (x; + a', gy (¥1 + a')) # %0, por lo que,
(1 + ', peiky (%1 + @) € Hpeio,
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y consecuentemente, x; + a’ € {p7; V}; Hpe resultando :

i%0)”7

@+ a’ <% (X0) = sup. [{(pr1 V)5 np.,

Pero de (4") se deduce:

W (70) = ' = (1 — @) + @ <% + @
lo que es contradictorio con el resultado acabado de establecer.

La contradiccién proviene de haber supuesto x% (x0) < x;*.
Asi, pues, para toda solucion local en G por la derecha, f: [%,0, x;*] > R
de la ecuacién diferencial ordinaria (1) pasando por ¥9, definida sobre
un intervalo cerrado [0, x,*], se verifica que x;* < x%’ (¥9). Se de-
duce de ello que si f : x9, x;'] - R es una solucién local en G por la
derecha de (1) pasando por ¥9, y definida sobre el intervalo semi-
abierto a derecha [x,0, x,'] se verifica, en estas condiciones, que
%" < %% (X0).

A la funcién ¥+ : (%9, %% (¥9)[ - R considerada precedente-
mente, la denominaremos «solucién global en G por la derecha de
la ecuacion diferencial ordinaria (1) pasando por el punto %0, la cual,
en virtud de lo demostrado, prolonga a todas las soluciones locales
en G por la derecha de la ecuacién diferencial (1) pasando por x0.

Andlogamente, si d € Fp (G; R) y (¥%)o<i<. Son, respectivamente,
una D-funcién sobre G y una secuencia de puntos de G, poniendo
por definicién :

«(X*o<icn es una 6~-cadena «== (yi) (e {1, 2,..., 1} =

=% =2 = 0 (F) ¥ % = @y (609
asi como:

W%, ") )eGx Gy 6eFp(G; R) = [ estd oO—-encadenado a

%' <== Existe una d~-cadena ()., tal que ¥’ =%0 y " =%"]»

se podra, para todo de€Fp (G; R) definir sobre G, la relacién de
orden:

WX, ") eG X G==[x"Ry™ X" «== %" estd 6-encadenado a ¥']»
y ademads, para todo x0 € G, definir el subconjunto no vacio de G:

Hp-0=FeG—{&x%/(36) (0 F(G; R) y ¥ es 6—-encadenado a ¥9)}



Resoluciéon del Problema de Cauchy 91

y el correspondiente :

%% (¥9) = inf. [{prX}] > — oo
%€ Hip~; )

y procediendo de modo enteramente similar a como se hizo anterior-
mente, se obtendria primeramente la familia
P~ goy %1, %1% ~ Ryze HD-3 30)
de soluciones locales en G por la izquierda de (1) pasando por x0,
v, finalmente la funcién ¥~ : 1x,% (x9), x,9] — R que es solucién
local en G por la izquierda de (1) pasando por %0, y definida sobre
el intervalo semiabierto a izquierda Jx;** (x9), x,9], que para todo
% € H - prolonga ¥~ 3 a ]x,% (¥9), x,°], y con la particularidad
de que si f:[x*, %,9] es una solucién local en G por la izquierda
de la ecuacién diferencial (1) pasando por x0, definida sobre el inter-
valo cerrado [x;*, x,9], se verifica en estas condiciones x;% (¥0) < x*,
y en consecuencia, si f: Jx;’, ¥;9] — R es una solucién local en G por
la izquierda de (1) pasando por x0 y definida sobre el intervalo semi-

abierto a izquierda Jx,’, x,9], se verifica entonces x;* (¥9) < x;.

A dicha funcién ¥~ : ]%™ (¥9), #,%] - R se la denominard
«olucién global en G por la izquierda de la ecuacién diferencial ordi-
naria (1) pasando por el punto %0, la cual prolonga a todas las
soluciones locales en G por la izquierda de (1) pasando por x°.

Sentado esto, sea:

g’(ﬁ;) D lwg® (}’0)’ X% (550)[ - R
la funcién definida por:

¥ eln™ (%), %0 - ¥y (x) = ¥ () e R {
y
% [0, vt (O - Y () = ¥ iy (7) € R |

la cual, evidentemente, es solucién local en G de (1) pasando por el
punto x9, definida sobre el intervalo abierto Jx;™ (¥0), x,% (¥0)[, ¥y
tal que para toda f:[x** x*] > R, [resp. (f:]x**, 2% - R):
(f : Jx™*, 21%] - R) 5 (f 1 [%**, x.*[ - R)], que sea solucién local en G
de (1) pasando por x0, se verifica que: x4 (¥0) < x** < x* < ;% (x0),
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[resp. (21 (x0) < x** < 2% < %% (X0)) 5 (1™ (£0) < ¥ < xp* <
< %1% (%0)) 5 (%17 (X0) < 4% < x* < %1% (%9))], lo que se demues-
tra facilmente aplicando los resultados precedentes a los pares de
restricciones :

(Pisiay,me = P05 fiees, o) ¥ (P Eomo,narGor = Y765 5 firone)
resp. {{[(¥ oo, w0 = Y7605 fines o) ¥
Y (P, maer @t = 5505 fimo, v,
(W Gosmien oy, 000 = P~ (05 frivre,501) ¥ (P @0y, maer Gyt = P (303 fiimo, o)1

(P e @o),00 = P~ @5 fimee,no) ¥

Y (Yo, ner @or = Y7605 fitmo,o001)

A la funcién ¥z, @ 1% (X9), x;% (x0)[— R, asi construida, se le
denominara «solucién global en G de la ecuacién diferencial ordi-
naria (1) pasando por el punto ¥0».

A todo punto X0 = (%19, x,0) € G le estdn, pues, asociados uni-
vocamente, los elementos de la recta completada R que hemos de-
notado por x,™ (x0), x;% (¥0), extremidades izquierda y derecha,
respectivamente, del intervalo abierto 1x,%¢(X9), x,% (¥0)[, al que
pertenece %10, y sobre el cual estd definida la solucién ¥ ;) global en G
de la ecuacién diferencial ordinaria (1) pasando por el punto x0 de G.

4. EL SUBCONJUNTO g, = {(%1, %19, %,0) € R3/(%19, %,0) € G y
y %% (%0) < x; < 2% (¥0)} DE R3. — Consideremos el subconjunto
de R3:

Qg = {(*1, 219, %0) e R3[X0 = (%10, x,0)eG vy

y %% (X0) <2 < 5% (F0)»
Se verifica que:

@, es un abierto de R3»

En efecto, sea (¥, %10, %20 € g,,. Se tendri, en virtud de la
misma definicién de d;,: (%10, %20 =%0eG y %™ (X0) <% <

< %% (%9), y también : x, (x0) < ¥,0 < x,%" (¥0). Cabe considerar
los casos siguientes, mutuamente excluyentes:
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].0) '.9\6’1=:°?10. Sea Q:lilo —d, }’10+ﬁ] X [977_0 —b, ?zo—l—b] c G,
un intervalo cerrado, centrado en %0 = (¥,9, ¥,0) y contenido en G,

y denotemos por MGy a sup. |o (¥)|. Pongamos &y = min. {d, b }
€ Q
,siMy >0,y kg =14, si My = 0.
Se verifica, (Véase el° n. 2 de esta INTRODUCCION):

«(3x600) (X090 e F([X10 — kY, 10 + k7] X [%10 — k7, %10+ Ay] x
X [xzo — g, %0 —f—g i R) y 4.0 es una integral general

local en G de la ecuacién diferencial ordinaria (1) relativa-
mente al punto ?0) »

y, por tanto:
0 %,0) e[%:0 — by, %10 4+ kb 7,0 Z~o b]
(V@) (110, 220) €[F10 — kg, 210 + A7) X |X20 — 5, %" + 5| =
- la aplicacién parcial %{3%, determinada por X*? relati-

vamente a los valores x;0, x,0 del segundo y tercer argu-
mento, es una solucién local en G de (1), pasando por (%9, x,0)

y definida sobre el intervalo cerrado [%0 — kg, %0 + kg])»
lo que entrafia:
«(vx0) (¥0= (%19, x20) € [¥10 — kT, %0+ k7] X[Ezo — g, X0+ g}c G~
~ 0 (F0) < T — kg <10+ ky < (7))
es decir, se tiene que:
WY oy, 210,50) ((F1, %10, %20) € [%10 — kg, %10 + ky] X
X [%10 — kg, %10 + k3] X [9720 — g, 720 + g] -
= (%10 %0) e G y %™ (X0) < x; < %% (X0))»
o lo que es equivalente:
@0 — kg, F10 + kgl X [F10 — kY, Fa® + k7] X

~

~ b ~ b
X [xzo — 5 %20 + 'i] c G
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y en consecuencia :
~ ~ ~ ~ ~ ~ o
«(%10, %19, %20 = (%1, %10, %20) € dg;op

2.9) %, # %9 Supongamos para fijar ideas que sea ¥;0 < ¥
[El razonamiento a utilizar en el caso de ser %9 > %, serfa el mismo
que el que ahora se va a efectuar], y consideremos la solucién global
VY% en G de la ecuacién diferencial ordinaria (1) pasando por el pun-
to %9, la cual estid definida sobre el intervalo Jx,%* (%0), x,% (?0)[;
denotemos por F = U {(¥;, P, (1))} al grafo de la restriccion

~,

21 € [719, %)
Yooz de P al intervalo cerrado [%,9, %;]. Este grafo es un
compacto de R2 contenido en G, por lo que:

«3r) PeR* — {0} v (vy) e F = B,(J) c G)»

Por otra parte, si h:F x [O, g] X [0,2n] € R4 -~ R2 es la aplicaciéu
definida por:
«y,0 ¢ eF x [0, 2—] X [0,27] - 7;(51', 0, ¢) =
= (pr1y + ocos @, pr,y + o-sen ¢) € R»

dicha aplicacién es continua sobre el compacto
F x [o, g] x [0,27] de R4,
y ademas:

@ (F x {o, f} x [0,27)) = U B, (5) € U B, (5) € G» (*

2 y€F y€EF

por lo que U B,, (¥) es asimismo un compacto de R? contenido en G.
yEF

(*) Para todo y e F, denota B2 () 1a bola cerrada de centro y, v ra-

dio g, es decir, el subconjunto de R2: {;e R2/||;—37” < g} en donde

7eR2— ||%]| e R es la norma euclidea de R2.
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¥ %y — ;0
Sean: a = min { _, 2t ! } (4%); M =sup |o(¥)] ¥y
24/2 2 F€U B 3)
y€EF
pongamos :

k = min {a, L'; siM>0
4M .
kR=a;siM=0
y para todo ¥ = (y;, v;) e F:

Q) =1 —k y1+E X[y —a, y,+a]c
clyt —a, ¥y +4a]l X[y2 —a, y,+ a] ¢ B,p(y)

T — %40
[Obsérvese que en virtud de (4%) es &£ < 1 — % 5 *1 (4%%)].

Se tiene: (y3) (¥ eF = 0< M,; < M) y consideremos los
dos casos siguientes:
1%0) M = 0. Se verifica entonces que:
«(vY) (¥ € F = My = 0
y consecuentemente :
(YY) (Y e F=kygy =k
2%0) M > 0. Puesto que:
(YY) (Y e F=[(Mg5y=0) 6 (Mygz) > 0)])»

cabe a su vez considerar los dos subcasos:

2,%°) My 3y =0, y por tanto ky;, = k.
24*%) My;) > 0, de lo cual resulta:

a

a
k< 4M < 4 M,

y en consecuencia :

z. a R
((ko(y) = min {k, Zm} = k»



96 J. M. Cascante Davila

Se obtiene, pues, en los dos subcasos 2,*9) y 25%°) en que se des-
dobla este caso 2%°), que para todo ¥ € F, es ky 5y = k.
Combinando 1*°) y 2%°) se puede poner:

(V) (J e F = ko) = k)
y por tanto, (Véase el n.0 2 de esta INTRODUCCION):

(vy) (FeF=@3 20 60) (xo?;o('y’)) e

€ T([yl =k yi+E X[y =k 31+ E] X {yz —g, y2+§D y 2Eem

es una integral general local en G de (1) relativamente a ¥))»

x1 — %10

Seann = E ( 3
<% — %< (n+ 1)k En virtud de (4**) es n > 2.

), es decir, » € N u {0} es tal que: nk <

Pongamos: 0 = (19, y20) = %0, y para todo Z€e{l, 2,..,%}:

Fio= (v, y2) = (®10 + ik, ZFHOCTI (R0 4 ik, y,i7Y, y,i7Y) =
= (710 + ik, V3 (%10 + ¢k)) (4%%)

y consideremos la secuencia de intervalos de R2 (fig. 1):
ol a a
Q (@) =30 =k 2° + £ X [3’20 — 5 ¥+ 5]:_ [yl yi + &) X

a a a
X [_')’21 — ; vyt + 51; vy Ly "+ R X [yz” — 5 ¥t 5]»

SIS

A

//
25 Y2
Qyo)

=
X

F1G. 1
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Denotemos para todo 7€ {0, 1, 2, ..., n} mediante I’ a
. . ) ) . a . a
(' — &k P + Bl X 31" — &, yi' + k] X [yi — 3 ¥+ i]

En virtud de la continuidad de X6"-506"-") sobre I"—! existe un

)

intervalo abierto J"~' de R, centrado en y,"~! y contenido en

[yz’“l — g, Y, 4 g}, tal que:
«Z(;n-l;g(;n—l)) ({yln} % {y]n—l} % ]n— 1) c [yzn _ ;’ Yo"+ 6_2{}»

Asimismo, si # — 1 > 2, se puede, en virtud de la continuidad
de 20"%00™%) sobre ["~? determinar un intervalo abierto J»—2

de R, centrado en y,"~? y contenido en [y"‘z - g, Yy 4 g], tal
que:

«Z(;"'Z;Q(;"-z)) ({y1”_1} X {yln—z} % ]n—-Z) c ]n—l»

y por via recurrente, se construird una secuencia de intervalos
abiertos de R:

«]’n—l : ]n—z; . ]1»
centrados respectivamente en:
W1 "2 e

y contenidos respectivamente en:

y tales que:

«v1) (te{l, 2, ..., n — 2} > X610 (1) i x v x J) e JH»
y

GG (y% X (Y x ') € {J’z” ~ 5 "+ g]”

7 — Collectanea Mathematica
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Finalmente, sea Q* (50) un intervalo abierto de R2, centrado
en y9, y contenido en 0 (¥9), tal que:

AFO @y x Q% (F9) < T

intervalo Q* (79) existente siempre en virtud de la continuidad de
26%06%) sobre 10 = [y,0 — &, ¥9 + k] X Q~(5;0)_

_ Para todo punto (x,0, %,0) = 3::0 € Q* (¥9), la aplicacién parcial
225090 determinada por 205U relativamente a los valores
%19, x,0 del segundo y tercero argumento, es (Véase n.0 2 de esta
INTRODUCCION) una solucién local en G de la ecuacién dife-
rencial ordinaria (1) pasando por %0, y definida sobre el intervalo
[0 — &, 10 + k] = [0 — &, y11], que verifica: QAGHeEM (vi)e Jh.

Pongamos: L.
o0 = 1

Se tiene asi:

@9 es una solucién local en G de (1) pasando por x0 y defini-
da sobre [y,0 — &, y{1»
y
Wyl a0 (yi)) elyt — kb it + Rl X Jt c

a a
c [yt — & ! + k] X [yzl — 5 0t 5]»
La aplicacién parcial xgiifi‘f(’y’l’,,, determinada por 20506 relati-
vamente a los valores (yii, o0 (y}) € [y! — & 3! + k]l X

[yzl — %, ol + g] del segundo y tercer argumento, es una solu-

cién local en G de (1) pasando por (y;l, «0(y;l)), y definida so-
bre el intervalo [y;! — &, yi! + &l = [0 %, que verifica :

710 (ot
A% (912) € .

Pongamos :

__ Ohouh)
ol = Xon1,00 (J;!‘))Ib':‘,ylz]»
Se tiene asf:

@l es una solucién local por la derecha en G de (1) pasando por
(31, a0 (y1})) v definida sobre [y}, yi2]»
y
Wy, ol (yid)) elyi2 —k y2 + Rl X J2c

c [yi2 — & 52 + k] X [yz2 —‘—;, y22+%»
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Recurrentemente, se obtendria una secuencia de funciones
(@0 <i <u tal que:

«@? es una solucién local en G de (1) pasando por x0, definida
sobre [y10 — &, yi!l v (vi!, o0 (y1}) €[yt — &, yi + £] X
X [yzl - (—21 vt + %l yal(ymejtc [yzl - (—21 y2t + g‘»

y

«vi) (fe{l, 2,...,n — 1} = 2 es una solucién local por la derecha

en G de (1) pasando por (y¢f, « ! (y,%)), definida sobre { y, y,i*1] ¥

¥ (91, o (viH) €[yt — B, L+ ] X

x[ow 1 =5, v+ G|y o e eyt =5,y 45 )
y

«@” es una solucion local por la derecha en G de (1) pasando por

(v1", @"~1(yy"), definida sobre [y*, v," + k]

y
«we) Cedl, 2,..,n}=a(v) = X(y,,%iﬂ win (V1) = /‘ﬁwov(fgr-l i) =
= 2 1()’ )y (@) () = ey, ©(y1) =

1
" = @ () = (@) ()

Sea [:[y% — &k, vy + k] - R, la funcién que para todo
1€ {0, 1, 2 ..., n}, prolonga «f a [y{0 —&, y/"+ k] =[y0—k, y/1Ju
u (Ulyd, y5t1) u [y, y1" + k], la cual es una solucién local en G

lgign—1
de (1) pasando por x0 = (x,0, x,9), y definida sobre el intervalo

[¥9 — &, y1" + k], teniéndose, por tanto, que:

@ () <y 0 — k<0 <y +hk=y <yt =
=x0 +nk <% <%0+ (n+ 1)k =y" + k< 5% (Z)

por lo que:

x%eGy ;1 eyt yi"+Rlc]y” —k, "+ k[ ]z (X9), % X0 v
v (V) (v ey — &, v 4 AL = 2 (F0) < 2y < %% (X0))»

es decir:

((A?i E]yln — k, yl” + kl y ,-lel“ — k, yln + k[ X {5{0} c a(Gm) »
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y puesto que ¥0eQ* (y0) = Q* (?0) es arbitrario, se puede poner:

@rely —k y* + k[ y (vX9) (X0€Q* (70) =
= 1y1" — Rk, 1"+ R X X0 € Q)

o lo que es equivalente*

«xpely —k yi" +RLy Iy — ko y1" 4 k[ X Q% (F0) c g0
y por tanto:

~ o~ ~ ~ = . o =

«(x1, %10, %0) = (%1, TO) ejy” — &k, y1* + k[ X Q¥ (X0) c Qg

lo que prueba que:
~ ~ ~ o]
«x1, %19, 20) € dG;)»
Combinando 1.9) y 2.9), podemos, pues, poner:
X ~ ~ ~ ~ ~ ~ o
(V@ T0m) (1 %10, 120) € @69 = (81, %1%, %20) € 85,

es decir:

[}
@G0 = AiG;)»

lo que prueba lo afirmado més arriba.

Por otra parte, si G ademds de ser un abierto de R2, es un sub-
conjunto conexo de R2, entonces, se verifica asimismo que &g, es
un subconjunto conexo de R3.

~ o~
~ <

En efecto, para todo par de puntos ((¥1, %10, %,9), (¥1, %10, %,0)) =
~ z’,o

= ((%1, %9), (¥, 29)) € Qg X Y6, de G, q, se tiene, en virtud de
la misma definicién de &, :

«(%0, ¥0) € GX G y 2770 (10) <) <% (%0) y 215 (0) < ) < % (40)»
y

@ (20) < )0 < 2y (¥0) y 2y (20) < %0 < xy% (20)»
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asi como:

]U

0 = (%1, %1%, %20) € dg;9))»

—.

5 Wy 1) ey € Ty (39), mpder

W<

—
~
~

'\ W(yx) (%1 €1 (20), xp%er (R0)] = (%1, %10, %0) € (i)

(=)

y consecuentemente :
‘ Ty (50), %% (B0) X (%10, %20)} € Gy
< y

= = A~
Q Joey# (x9), %1% (20)[ X {(%1%, %00} € Gg;1

Poniendo :

§ y
Q - -
= =

Hy = Jxy (x9), 2% (0] X {(%,0 %)}
se verifica que:

«H,; es un sub-conjunto conexo de &, ¥ (%1, %10, %0 € H; ¥y
\ y (%1% %1%, %20) € Hp»
y
, «Hy es un sub-conjunto conexo de A, v (%1, %0, 20 eH; y

y (’710’ A?’10: 5;20) EH3»

Sea:

WHy = U {(pr1 X0, pr X0, pry 0} = U {(p71 %0, XO)}»
NEG NEG

Se tiene que:
(VX0 (F0€ G = %™ (X0) < pr1 20 < %% (X))»

y
«x10, %9, %0 e Hy y (110, %0, %,0) € Hp»
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es decir:

«(vx0) (X0eG = (pr1 X9, 29 ef,y) ¥ (;10, ;10, 7720) eH,y

o lo que es equivalente:

«U{(Prl EO, ;;0)} = HZCa(G;Q) y (;107 ';;Or ;20) EHZ y
¥ (119, %10, %9) € Hyp

por lo que:
Hyc Qo vy HHnHy # ¢y Hyn Hy # ¢»

y por otra parte, denotando por Ig. : R2 -+ R2 la aplicacién idéntica
de R2 sobre R2, se verifica que:

«(pr1 X Ir) (G) = U {(pr1 X Ir) (x0)} =
20eEG
=_.U {(P?’l 57.0, IRz (E’O))} ="U {(P?’l }’0, EO)} = Hz»

0eEG 0eEG

y dada la continuidad de pr; X Ir.: R2 — R3 sobre R2, y puesto
que ademds G se ha supuesto conexo, se sigue que:

«Hzca((;;'g) y H, es un sub-conjunto conexo de R3 y
y HinHy #¢ y HynH3 # ¢»
es decir:

«H, es un sub-conjunto conexo de &, ¥
y HlnHz?E(ﬁ Yy Han3#¢»

Se deduce de todo ello que:

«H = Hy u H, u H3 es un subconjunto conexo de 8, ¥y

~ ~

y (1, %0, 20 e H y (%, %% %) € H»

Asi, pues, es vélida la relacién:

«FH) (HeB(Q;q) vy H es conexo y

~ A~

Y (*1, %% %0 e H y (%1, %19 %9 € H)»
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~ o~

y dada la arbitrariedad de ((x;, %19, x29), (x}, %1%, %29)) € 5,9 X (G50
lo es asimismo la:

~ o~ ~ ~ ~
~

«(V ((xl’ xlo: xZO)’ (xl» xlor X O))) (((xlr xlo) xZO)r (;i: xlor %O)) €

€ g X Qg9 = A H) (HeB Qo) ¥

~

y H es conexo y (31, %1% %9 € H y (x1, %, %9) € H))»

relacién que entrafia (Chap. I, § 11, n.0 5, [6]) : «d;, €s un sub-
conjunto conexo de R3»

(Continuard en el préximo fasciculo)






