UBER DIE COHOMOILOGIE VON KOMPLEXEN STIEFEL-
MANNIGFALTIGKEITEN
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Die Berechnung des Cohomologieringes von Stiefel-Mannigfal-
tigkeiten erfordert einigen Aufwand und ist wohl deshalb in den
Standard-Lehrbiichern {iber algebraische Topologie nicht zu finden.
Entweder benotigt man spektrale Sequenzen von Faserungen (vgl. [1])
oder die Zellenstruktur der Stiefel-Mannigfaltigkeiten (vgl. [2]). In
der vorliegenden Note geben wir einen einfachen Beweis, in dem
die Struktur des Cohomologieringes von komplexen Stiefel-Mannig-
faltigkeiten bestimmt wird. Als Hilfsmittel werden die Wangsche
exakte Sequenz und der Satz von Leray-Hirsch herangezogen. Beide
Siatze lassen sich elementar und rasch beweisen. Damit ist es moglich,
den Cohomologiering von komplexen Stiefel-Mannigfaltigkeiten ohne
Mithe zu berechnen.

W, sei der Raum der orthonormierten £-Beine im C* (1 < & < n).
Dann hat man die Faserung

Wn—l,k—l ‘—1—" Wn,k — 52“_1 (1)
Sarz: H*(W,,) ist eine duBere Algebra mit Erzeugenden
%, € H2rr=R-1(W, ) (1 <y < k).

Beweis: Der Beweis wird per Induktion nach k& gefiithrt. Fir £ = 1
hat man W, = S*~1; hier ist die Behauptung klar. Die Behaup-
tung sei nun richtig fiir alle W,; mit 1 < k. Die Wangsche exakte
Sequenz von (1) hat die Gestalt

e HOAU (W ) —— HO (W) ——— HOW,_y4or) ——
—— Ha-2n-+t2 (Wn—-l,k—l) —— (2)
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Wir setzen ¢ =2(n +v —k) —1(1 <» <k —1); in diesem Fall
verschwinden in (2) die &duBeren Cohomologiegruppen, d.h. #* ist
fiir g =2n 4+ v — k) — 1 ein Isomorphismus. H* (W,_; ;_1) ist
nach Induktionsvoraussetzung eine ZufBere Algebra mit Erzeugen-
den y, e H2t»-B-L(W, ) (1 <v <k —1). Wir setzen x, =
= (1*)-1 (y,); dann bilden die Elemente 7* (x} ... xj*7}) = 3§ ... v}
(0 <1, < 1) eine Basis von H* (W,_y;-1). Nach dem Satz von
Leray-Hirsch, angewandt auf die Faserung (1), bilden daher die
Produkte ' ... x¥7} eine Basis des H* (S?*=1) — Moduls H* (W, ).
H* (S?»—1) besitzt nun die Basis 1, &,-; mit &,_; ¢ H>»~1 (S-1),
Setzen wir x, = n* (e3,_1) € H¥»~1(W,,), so bilden die Elemente
P (0 <4, < 1) eine Basis von H* (W,,). Wegen der Anti-
kommutativitit des cup-Produkts gilt 2x7 =0 (1 <v<k); aus
der Torsionsfreiheit von H* (W,,) folgt schlieBlich x = 0.

Ahnlich berechnet man den Cohomologiering der symplektischen
Stiefel-Mannigfaltigkeiten Sp (n)/Sp (n — k).
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