ESTRUCTURAS CIRCULARES Y SU ORIENTACION
por

GRISELDA PASCUAT,

I

ESTRUCTURAS CIRCULARES

l.  Definicion

Sea C un conjunto, D (C) el conjunto de las partes de C que tienen
dos elementos, 4 (C) el conjunto de los elementos de la forma {C;, C,}
donde C; € C y C, c C. Se postula la existencia de una aplicaciéon I
de D (C) en 4 (C) que verifica los siguientes axiomas (para expresar
que el correspondiente de {a, b} @, b € C en I' es {C,, C;} se escribird
s (ab) en vez de C, v s (ab) en vez C,) :

AxiomA 1. Para cada {a, b} € D (C), si {s(ab), s(ab)} €4 (C)

I'({a, b)) = {s(ab), 5(ad)} => s(ab) U5(ad) =C
y s(ab) n 5 (adb) = {a, b}.

Son consecuencias inmediatas del Axioma 1, las dos siguientes :

a) SiceC — {a, b}, ¢ pertenece a uno y sélo uno de los dos
conjuntos s (ab) y §(ab), por tanto para cada {a, b} la aplicacién I
determina una particién de C — {a, b} en las dos clases s (ab) — {a, b}
y §(ab) — {a, b}.

b) TI' es inyectiva. Pues:

I'({c, @) = {s(cd), 5(cd)y = {s (ab), s(ab)} => s(cd) = s (ab)
y  s(cd) =5 (ab) =» {¢, d} = s(cd) N 5(cd) = s(ab) n 5(ab) =
{a, by =>c=a,d=>0.

Por tanto, dos elementos ¢ y b de C cualesquiera determinan uni-
vocamente dos subconjuntos s (ab) y s (ab) cada uno de los cuales se
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denomina segmento de extremos a y b. Los segmentos s (ab) y 5 (ab)
se dice que son casi-complementarios uno del otro.

Puesto que todo elemento de C distinto de los extremos, pertenece
a uno y sélo uno de dos segmentos casi-complementarios, un seg-
mento queda determinado por sus extremos y uno de sus elementos,
o por sus extremos y un elemento que no contiene. El segmento de
extremos a, b que contiene ¢ se indica por s(ab, ¢) mientras que
s (ab, ~ c) representa el segmento de extremos a, b que no contiene c.

Obsérvese que no queda excluida la posibilidad de que existan
segmentos que s6lo contengan como elementos sus extremos. Estos
segmentos se denominan reducidos y si s (ab) = {a, b} su casi-comple-
mentario es s (ab) = C.

Axioma 2. Sia, b, c e C son tres elementos cualesquiera :
s(ab, ¢) = s(ac,~b) U s(bc,~a) vy .s(ac,~Db)n s(bc,~a)= {c}.

Si en un conjunto C estid definida una aplicacién I' que cumple
los axiomas 1 y 2, se dice que C posee una estructura circular que se
indicara por [C, I'].

2. Propiedades de una estructura circular
PROPOSICION 1. Si ¢, d es(ab) o s(cd) € s(ab) o s(ab) c s(cd).

DEMOSTRACION :  Si ¢, d € s(ab) es s(ab, c) = s (ab, d). En virtud
del Ax. 2 es s(ab, c) = s(ac,~b)Us(bc,~a) y s(ac,~b)ns(bc,~a) =
={c}. Puestoque d 4 c y d es(ab,c), o d e s(ac,~b) o d es(bc,~a).
Supéngase que d es(ac, ~b). Aplicando de nuevo del Ax. 2. a
s(ac, ~b) = s(ac, d) se tiene: s(ac,~b) = s(ad,~c) U s(cd, ~ a)
vy s(ad,~c) n s(cd, ~a) = {d}. Sustituyendo s (ac,~b) por su va-
lor en la expresién de s(ab, ¢), resulta: s(ab, c) =s(ad,~c) U
U s(cd,~a) U s(bc,~a). Y esto implica : s(cd, ~a) € s(ab, ¢). Se
llegaria al mismo resultado si se supusiera que d € s (bc, ~ a).

PROPOSICION 2. s(ab) ns(cd) D {a, b, ¢} => {d} c s(adb) n s(cd).

DEMOSTRACION :  s(ab) n s(cd) 3 a, b => b e s(cd, a)=s(ad,~c)U
Us(ac,~d) y por el Ax. 2. bes(ad,~c) o bes(ac,~d) y sblo a
uno. Supdngase b € s(ad, ~c). Aplicando reiteradamente el mismo
axioma: s(cd, a) = s (ab,~d) U s (db, ~a) U s (ac, ~ d). Pero en vir-
tud del Ax. 1. C = s(cd, a) U s(cd, ~a) = s(ab,~d) U s(db,~a) Uy
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Us(ac,~d)Us(cd,~a)=s(ab,~d)U[s(db,~ a) U s(ad, c)] y por
tanto s(db, ~ a) U s(ad, c¢) D s(ab, d).

Pero, s(ab, d) = s (ad, ~ b) U s (bd, ~ a) y por tanto s(ad, ~ b) =
= s(ad, ¢) v s(ab, d) = s(ad, ¢) U s(bd, ~ a), es decir, s(ab, d) 5 c,
y por tanto des(ab, ¢) v des(ab, ¢) ns(cd) que es lo que se
queria demostrar.

PrROPOSICION 3. s(ab) ns(cd) D {a, b} v s(ab) ns(cd)pc =>
s (ab) c s(cd).

Es consecuencia inmediata de la - proposicién anterior, pues
s(ab,~c) = s(ab,~d) v s(ab, ~d) c s(cd, a).

PROPOSICION 4. d ¢ s(ab, ¢) — {a, b} =>s(cd, a) # s(cd, b).

DEMOSTRACION :  d ¢ s(ab, c) =» s(ab, c) U s(ab, d) = C. Apli-
cando el Ax. 2. a s(ab,c) v s(ab,d) se tiene: C = s(ac,~b) U
U s(bc,~a) U s(ad,~Db) U s(bd, ~a) = [s(ac, ~b) U s(ad, ~ b)] U
U [s(bc, ~ a) U s(bd, ~ a)]. Pero, puesto que s(ab, c¢) n s(ad, d) =
= {a, b}, ha de ser [s(ac,~b) U s(bc,~a)]n[s(ad,~b) U s(bd,~a)] =
= [s(ac,~b)ns(ad,~b)] U [s(bc, ~a)ns(ad, ~b)]U [s(ac,~b) n
N s(bd,~a)] U [s(bc,~a) N s(bd, ~ a)] = {a, b}, lo que implica :
s(ac,~b) Nns(ad,~b) = {a} y s(bc,~a)n s(bd, ~a)= {b}. Por
tanto C = [s(ac, ~ b) U s (ad, ~ b)] U [s(bc, ~ a) U s(bd, ~ a)] =
= s(cd, a) U s(cd, b). Por tanto s(cd, a) v s(cd, b) son casi comple-
mentarios y podrian coincidir sélo en el caso en que 5(cd) = {c, d},
pero esto es imposible, pues se comprueba facilmente que s(cd, a)n's
(cd, b) = {c, d}.

PRrROPOSICION 5. Si {a, b, ¢, d} c¢ C se verifica una y sélo una de
las relaciones :

s(ab, c¢) #s(ab, d), o s(ac, b) #s(ac, d) o s(ad, b) # s(ad, c).

DEMOSTRACION :
1. s(ab, ¢) # s(ab, d) => s(ac, b)=s(ac, d) y s(ad, b)=s(ad, c).
s(ab, c¢) # s(ab, d) => C = s(ab, ¢) U s(ab, d) =
= s (ac, ~ b) U s(bc, ~a) U s(ad, d).
Pero {a, b} = s(ab, ¢) n s(ab, d)=s(ac,~b) U [s(bc,~a) n s(ab, d)] =
= [s(ac, ~b) n s(ab, d)] U [s(bc,~a) n s(adb, d)]
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implica :
s(ab, d) N s(bc,~a) = {b} y por tanto s(bc,~a) U s(ab, d) = s(ac, d).

Por tanto C = s(ac, ~ b) U s(ac, d) es decir s(ac, b) = s(ac, d).
Analogamente, descomponiendo el segmento

s(ab, d) = s (bd, ~ a) U s(ad, ~ b)
se demuestra la segunda igualdad.

2.0 Si s(ab, ¢) = s(ab, d), d €s(ab, ¢) = s(ac,~b) U s(bc, ~ a)
lo que implica que o & € s(ac,~b) o d es(bc,~a). Si des(ac,~b),
es s(ac,b) #~s(ac,d) y si des(bc,~a) es s(bc, a) #~s(bc,d) y en
virtud de la proposicién 4. es s (ad, b) # s (ad, c).

PRrOPOSICION 6. Si s(ab) Ns(cd)=¢ es s(ab) cs(cd) y s(cd) cs(ab).

DEMOSTRACION : s (ab) n s(cd) = ¢ => {a, b} € 5(cd) y puesto
que c ¢ s(ab), s(ab) c s(cd). Andlogamente resulta: s(cd) c s(ab).

PROPOSICION 7. Si s(ab) n s(cd) = ¢ y s(ad, b) + s(ad, c) se veri-
fican las dos inclusiones: s(ab) Us(cd) c s(ac, d) y s(ab) us(cd) cs(bd, c).

DEMOSTRACION : s (ac, d) = s(ad, ~c) U s(cd,~a) = s(ad, b) U
Us(cd, ~a)=s(ab, ~d) U s(db, ~a) U s(cd, ~a), y puesto que
d¢s(ab) y a¢s(cd) es s(ab) =s(ab,~d) y s(cd) =s(cd, ~a), por
tanto s(ac, d) D s (ab) U s(cd).

Anélogamente s(bd, ¢) = s(bc, ~d) U s(cd, ~b), y puesto que
s (ad, b) # s (ad, c) implica s (bc, d) # s (bc, a), se tiene: s (bd, ¢) =
=s(bc, a) U s(cd, ~b) =s(ab,~c) U s(ca,~b) U s(cd,~Db), es de-
cir, s(bd, c) D s(ab) U s (cd).

ProPOSICION 8. Si s(ab) n s(cd) = {p}, P ha de coincidir con
un extremo de s(ab) y con un extremo de s(cd) y ademds s(ab) U
U s(cd) = s(bd, p).

DEMOSTRACION :  Supédngase p distinto de a, b, ¢, d. Puesto que
P € s(ab) s(ab) = s(ab, p) y puesto que el 1inico punto comdn con s(cd)
es p, ¢ y d, no pertenecen a s(ab), es decir, s(ab, p) #~ s(ab, ¢) # s(ab, d).
Por tanto si ¢, d es(ab) es s(cd,~a) c 5(adb), o sea s(cd,~a)C
C s(cd, ~ p). Pero por hipétesis s (cd, ~ a) es el segmento s (cd) con-
siderado, que ha de contener el punto p. Resulta, pues, un absurdo,
es decir, p ha de coincidir por lo menos con un extremo. Si p = a,
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entonces s (pb) N s(cd) = {p} ; b no puede coincidir ni con ¢ ni con 4
porque s(pb) N s(cd) tendria dos elementos, por tanto b es(cd) o
b es(cd) y por la misma razén b ¢ s(cd). Luego b e s(cd), es decir,
s(cd, p) # s(cd, b) o sea s(pb, ¢) # s (pb, d) lo cual es absurdo, pues
supone que o ¢ o 4 han de pertenecer a s($b).

Supéngase p = a = ¢, entonces b #d # p. Si se considera el
segmento s(bd, ), éste se descompone en s(bp, ~d) U s(dp, ~b)
y s(bp,~d) n s(dp, ~b) = {p} y puesto que s(adb) = s(pb,~d) y
s(cd) = s(dp, ~ b) se tiene la segunda parte de la proposicién.

PRrRoOPOSICION 9. St s(ab, c¢) # s(ab, d) se verifica :

s(ab, c) ns(cd, a) = s(ac, ~b) vy s(ab, ¢) Us(cd, a) = s(ba, a).
s(ab, ¢) n s(cd, b) =s(cb, ~a) y s(ab, c) U s(cd, b) = s(ad, b).
s(ab,d) ns(cd,a) =s(ad,~c) y s(ab,d) U s(cd, a) = s(cb, a).
s(ab, d) N s(cd, b) = s(bd, ~a) y s(ab, d) U s(cd, b) = s(ac, b).

L=

DEMOSTRACION :  Se dard la de 1, siendo las demds andlogas con
un simple cambio de letras. En virtud de Prop. 4 es:

s(ab, ¢) # s(ab, d) =>» s(cd, a) #~ s(cd, b).
Por otra parte (Prop. 5).
s(ab, ¢) #£s(ab, d) => s(ac, b) = s(ac, d) v s(ad, b) = s(ad, c).
Por la Prop. 3 es:
s(ad, b) = s(ad, ¢) => b, c es(ad, b) => s(bc, ~ a) € s(ad, b) =>
s(bc, ~a) n s(ad, ~b) = ¢.
En virtud del Ax. 2. es:

s(cd, a) = s(ac, ~d) U s(ad, ~c) = s(ac, ~b) U s(ad, ~c),
s(ac,~b) ns(ad,~c) = {a} s(ab, c) = s(ac,~b) U s(bc, ~ a)
s(ac, ~b) n s(bc, ~a) = {c}.

Por tanto:

s(ab, ¢) N s(cd, a) = [s(ac,~b) U s(ad,~c)] N [s(ac,~b) U s(bc,~a)]=
=s(ac,~b) U [s(ad, ~c) n s(ac,~b)] U [s(ac,~b) n s(bc,~a)] U
U [s(ad,~c) n s(bc,~a)] =s(ac,~b) U {a} U {c} U = s(ac,~D).
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Por otra parte:

s(ab, c) U s(cd, a) = s(bc,~a) U s(ac,~b) U s(ad,~c) =
= s (cd, ~b) U s(bc, ~ a) = s(bd, a).

ProposicioN 10.  Si s(ab, ¢) = s(ab, d) y s(ac, b) s (ac, d) se
verifica: s(ab, ¢) N s(cd, a) = s(ac,~b) U s(bd, ~ a).
DEMOSTRACION : Se verifica :

s (ab, ¢) = s(ac,~b) U s(bc, ~a) = s(ac, d) U s(bc,~a)=
=s(ad,~c)Us(dc,~a)Us(bc,~a), v sl(ac, d)ns(bc,~a)=/{c
y s(cd,~a)ns(ad,~c) = {d} y puesto que s(cd,~ a) C s(ac, d)

es s(cd,~a)n s(bc,~a) = {c}.
Por otra parte:

s(cd, a) = s(ac,~d) U s(ad, ~c) = s(ac, b) U s(ad, ~c) =

= s(ab,~c) U s(bc,~a) U s(ad,~c) y s(ac, b) ns(ad,~c)= {a}
y s(ab,~c) n s(bc,~a) = {b}. Pero, puesto que
s(ab,~c) c s(ac, b) es: s(ab,~c)n s(ad,~c) = {a}.

Finalmente, en virtud de la proposicién 3, es:
s(cd,~a) N s(ab, ~c) = ¢.
Resulta, pues:
s(ab, ¢) N s(cd, a) = {[s(ad,~c) U s(bc,~a)] U s(cd,~a) N
N {s(bc,~a) v s(ad, ~c)] U s(ab,~c)} =

=s(ad,~c)Us(bc,~a)U{at U B U{ U@ U=
= s(ad, ~c) U s(bc, ~ a).

ProposicioN 11. Sz {a, b, ¢} € C es s(ab, c) n s(ac, b) = {a} U
U s (bc, ~ a).
DEMOSTRACION :
s(ab, ¢) = s(ac, ~b) Us(bc,~a) y s(ac,~b)n s(bc, ~a)= {c}
s(ac, b) =s(ab,~c) Us(bc,~a) v s(ab, ~c) U s(bc, ~a)= {b}.
s(ab, ¢) N s(ac, b)={[s(ac,~b) U s(bc,~a)] n [s(ab,~c) U s(bc,~a)] =
= {a} U {c} U {b} U s(bc, ~ a) = {a} U s(bc, ~ a).
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ProroSICION 12. S7 es, s(ab,~c)ns(cd,~a) =¢, s(ab,~c)U
s(cd,~a)=C y s(ad, c) + s(ad, b) se verifica : s(ac,~d) = {a, ¢}
vy s(bd, ~a) = {b, d}.

DEMOSTRACION : s (ad, ¢) # s (ad, b) => s(ad, c) U s(ad, b) = C
y s(ad, b) n s(ad, ¢) = {a, d}. Por tanto, aplicando el axioma 2
se tiene:
C=s(ac,~d) U s(cd,~a) U s(ab,~d) U s(bd, ~ a).
Pero s(ab, ~d) = s (ab, ~¢)
puesto que s(ab,~c)Ns(cd,~a)=¢ => d ¢ s(ab,~c), por tanto:
C =s(ac,~d) U [s(cd,~a) U s(ab,~c)] U s(bd, ~a) =
= s (ac,~d) U C U s(bd, ~ a).
Por otra parte:
{a, &} = [s(ac,~d) U s(cd,~a)] n [s(ab,~c) U s(bd, ~a)] =
=[s(ac,~d) n s(ab,~c)] U [s(cd,~a) Nns(ab,~d)] U
U [s(ac,~d) ns(bd,~a)] U [s(cd,~a)n s(bd, ~ a)]
de donde resulta:
s(ac,~d) n s(ab, ~c) = {a}, s(cd,~a) ns(ab,~d)=¢
s(ac,~d) N s(bd, ~a) = {$}, s(cd, ~a) n s(bd, ~ a) = {d}.
Ahora bien:
s(ac,~dyc C =>»s(ac,~d) n C = s(ac, ~d) => s(ac,~d) n
[s(cd, ~a)Us(ab, ~c)] = s(ac,~d) = [s(ac,~d) n s(cd,~a)]U
U [s(ac, ~d) ns(ab,~c)] = {c} U {&} = {a, c}.
Anélogamente :
s(bd,~a) c C =>s(bd,~a) n C =s(bd,~a), s(bd,~a)=
=s(bd,~a)n [s(cd,~a)Us(ab,~ c)] = [s(bd, ~ a) ns(cd, ~ a)] U
U [s(bd, ~a) n s(ab, ~c)] = {d} U {b} = {b, d}.

DEFINICION :  Dos elementos de C que son extremos de un seg-
mento reducido se dice que son consecutivos en C.
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PrOPOSICION 13. Un elemento de C puede tener a lo sumo dos
cONsecutivos.

DEMOSTRACION: Si b, ¢, d € C son consecutivos de a € C es s (ab) =
={a, b}, s(ac)={a, ¢} y s(ad)={a, d}. Pero s(ab,~c)ns(ac, ~ b)={a}
vy s(bc, a) = s(ab, ~¢c) U s(ac,~b) = {a, b, ¢}. Es decir, si d #b y
d #c, d¢s(bc, a) lo que implica s (bc, a) # s (bc, 4) y, por tanto,
s(ad, b) #s(ad, ¢) que contradice el hecho de ser s(ad) = {a, d}.
Por tanto, 0 b=d, o c =d c.q.d.

ProrosiciON 14. St C es finito v consta de mds de dos elementos,
cada elemento tiene dos comsecutivos.

DEMOSTRACION : Sean a, b dos elementos cualesquiera de C;
se verifica C = s(ab) Us(adb) y s(adb) ns(adb) = {a, b} y puesto que
C es finito, también lo son s (ab) y s (ab). Si b no es consecutivo de a,
s (ab) # {a, b} y s(ab) 5 {a, b}, por tanto, habrd por lo menos un
¢ € s (ab) distinto de a y de b. Se tiene s (ab, ¢)=s (ac,~b) U s (bc, ~a)
v s(ac, ~b) ns(bc, ~ a) = {c} por tanto s (ac, ~ b) tendrd un niimero
de elementos inferior al de s(ab). Si ¢ es consecutivo de a tiene a
un consecutivo en s(ab), si no se reitera el proceso con el segmento
s (ac, ~ b). Puesto que el nimero de elementos va disminuyendo ha
de llegar un momento en que se obtenga un segmento que contenga
s6lo dos elementos y que esté contenido en s (ab). El mismo razona-
miento se puede aplicar a s (ab) y puesto que s (ab) y 5 (ab) sélo tienen
en comdn @ y b, los dos consecutivos de a serdn distintos. Si b fuera
consecutivo de a, s (ab) = {a, b}, y si C contiene mas de dos elementos,
el otro consecutivo de a estaria en s (ab) y seria distinto de b.

Consecuencia inmediata de la proposicién 14 son las dos siguientes:

PROPOSICION 15. Si una estructura civcular wno contiene ningin
segmento reducido, cada uno de sus segmentos contiene infinitos elementos.

PROPOSICION 16. St una estructura circular contiene un sélo seg-
mento reducido s(ab) = {a, b} cualquier otro segmento de C contiene
infinitos elementos.

3. Estructura lineal inducida por una estructura circular

Sea s(ab) un segmento cualquiera no reducido de una estructura
circular [C, I']. A partir de la aplicacién I' se puede definir una es-
tructura lineal en s(ab) de la manera siguiente :
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Considerado s(ab) como conjunto de elementos, se define una
aplicacién A de D (s (ab)) en P (s(ab)) haciendo corresponder a cada
{c, d} € D (s (ad)) el segmento s (cd) de C tal que s(cd) € s(ab). A de-
fine en s (ab) una estructura que es lineal, pues verifica los axiomas
requeridos para este tipo de estructura [1]. En efecto: el primero
queda implicito en la misma definicién de 4 ; puesto que el Ax. 2.0
en la estructura circular es una condicién relativa a cada segmento
de C la aplicaciéon A conserva esta condicién que coincide con el
Ax. 2.0 de la aplicacién lineal; el 3.° resulta de ser el mismo s (ab)
un segmento. Se dice entonces que A es una aplicacién inducida
por la aplicacién I

Definicién. Se dice que una estructura lineal [L, /] es inducida
de una estructura circular [C, I'] si:

1o LcC y L es un segmento en [C, I'].

2.9 la aplicacién ! que define la estructura lineal en L coincide
con la aplicacién 4 inducida por la aplicacién I

Sien [C, I'], s (ab) = {a, b}, entonces s (ab) = C y D (¢) = D (s (ab)).
Esto quiere decir que cada segmento en [C, I'] o puede identificarse
con un segmento de [C, 1] o es casi-complementario de un segmento
identificado. Si se indica por S el conjunto de los segmentos de [C, '],
por S el de los segmentos que se identifican con los de [C, 4] y por
Stas €l de sus casi-complementarios se puede escribir: S = Sy U S
Y Sy N Sy = ¢ 1o que se expresard brevemente S = Sy @ S

4. Estructuras civculaves subordinada vy extension

Sea la estructura circular [C, Il y H € C. La aplicacién I'" de D (C)
en 4 (C) subordina una aplicacién Q de D (H) en 4 (H) de la manera
siguiente : Si {a, by e D(H) vy I'({a, b}) = {s(ab), s(ab)} entonces:
2 ({a, b)) = {s(ab) n H, 5(ad) n H}. 2 define una estructura en H,
[Q, H] que se denomina estructura subordinada por I" que es circular.
En efecto:

10 s(@b)nH #¢ y s(ab) n H ~¢ puesto que ambos con-
tienen por lo menos {a, b}.

2.0 [s(ab)nH]U[s(ablnH]=[s(ab)us(@ab)lnH=CnH=H
[s(ab)n Hn[s(ab) n Hl=s(ab)ns(ab) n H={a, by n H={a, b}.

12 .- Collectanca Mathematica



178 Griselda Pascual

30 Sia b, ceH yen [c, I'|ces(ab) — {a, b} se verifica en vir-
tud del Ax. 2 en [C, I'], s(ab, ¢c) =s(ac,~Db) U s(bc,~a) y
s(ac, ~b) n s(bc, ~a) = {c}.

Por tanto:

s(ab,c) n H = [s(ac,~b) U s(bc,~a)l n H=
= [s(ac,~b) n H U [s(bc,~a) n H];

y [s(ac,~b) ns(bc,~a)]l n H =
:[S(dC,Nb) n H] n [3(b0,~a) n H]: {C} n H = {C}

Con lo que queda comprobada la verificacién del Ax. 2.° en
[H, Q].

ProposicioN 1. Si en [C, I'] existe un sélo segmento reducido
s (ab) ={a, b} las estructuras subordinadas [C — {a}, 2,] y [C — {b}, 2,]
no poseen ningun segmento reducido.

DEMOSTRACION : Se considerard la estructura [C — {a}, @]
puesto que para [C — {b}, Q,] es valido el mismo razonamiento
cambiando s6lo a por b. Se supone ademis que C # {a, b}.

Si el dnico segmento reducido en [C, I'] es s(ab) = {a, b} todo
segmento distinto de s (ab) poseerd infinitos elementos ; en particular
C = s(ab) poseera infinitos elementos. I,a aplicacién £, subordinada
por I' a C — {a} hace corresponder a cada {c, 4} ¢ C — {a} el elemen-
to {s(cd, a) — {a}, s(cd,~ a)} donde {s(cd, a), s(cd, ~ a)} = I'{c, d}.
Pero puesto que a ¢ C — {a} cada {c, d} considerado es distinto de
{a, b}, por tanto, s (cd, a) y s (cd,~ a) son conjuntos infinitos, es decir,
los segmentos s(cd, a) — {a} y s(cd, ~ a) contienen infinitos elemen-
tos cualesquiera que sean ¢, d € C — {a}.

Definicion. Si H c C, [C, I'] es una estructura circular exten-
si6bn de [H, Q], si y sblo si [H, 2] es una estructura subordinada
de [C, I

ProrosiciON 2. Si la estructura [C, I'] no posee ningin segmento
reducido, se puede obtener una estructura [C,, I'|] extension de [C, I']
que posea un segmento reducido y sélo umo, adjuntindole a C un sélo
elemento.

DEMOSTRACION :  Es constructiva. Los segmentos correspondien-
tes a [Cy, I'|] se indicaran por g, para distinguirlos de los de [C, I']
que se seguiran designando por s.
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Sea C; = C U {p} donde 9 es el elemento simbdlico que se adjun-
ta; se elige un elemento cualquiera @ ¢ C que en lo sucesivo se
considerard como distinguido y se define I'; de la manera siguiente :

I ({a, p}) = {o(ap), o (ap)t = {{a, $}, C U {B}}.
Si beC—{a} es I'i({D, p})={o(bp), 6(bp)} donde o (bp, a)=s(ab) U {p}
y o(bp,~a)=[s(ab) — {a}] U {}
I’y ({a, b}) = {0 (ab), o (ab)} donde ¢ (ab, ~ p) = s (ab)
y o(ab, p) = s(ab) U {$}

Si b, ceC—{a} es I'\({b, ct) = {o(bc), o(bc)}
donde o (bc, a)=0(bc, p)=s(bc, a) U {p} v o(bc, ~ a)=s (bc, ~ a).

La estructura [C;, I'|] es circular, pues se comprueba facilmente
que se cumplen los Ax. 1 y 2, en cada uno de los casos que se
presentan.

5. Estructuvas lLineales inducidas por una estructura civcular y una
subordinada.

Sea la estructura circular [C, I'] y se considera la estructura lineal
[L, 7] inducida por [C, I'] en el segmento s(ab) = L cC. Si C,cC
y {a, b} € C, la estructura circular [C,, I'|] subordinada por la [C, I']
induce en L; = s(ab) n C; una estructura lineal [L,, /;]. Por otra
parte la estructura lineal [L, /] subordina en L; una estructura lineal
[Ly, }{]. Se trata de probar que ambas estructuras coinciden, es
decir, que todo segmento de [L, /;] es un segmento de [L,, /{] ¥
reciprocamente.

En efecto: El conjunto S de los segmentos de [L,, /;] es el conjunto
de todos los segmentos de la forma s (pg) n C; que cumplen las condi-
ciones, p,ge L v s(pg) n Cy c s(adb) n C;. El conjunto S’ de los seg-
mentos de [L,, /{] es el conjunto de todos los segmentos de la forma
s(pq) n C; que cumplen las condiciones p,g e L; ¥y s(pq) c s(ab).
Puesto que s(pg) € s(ab) => s(pg) n C; c s(adb) n C; todo elemento
de S’ es un elemento de S. El reciproco en general no es cierto pues
s(pg) n C; € s(ab) n C; no implica necesariamente s(pg) C s(ab).
Pero, si s(pg) e s(ab) puesto que p, g € s(ab) se tendria s(pg) C s (ab)
y por tanto s(pq) N C; € s(ab) n Cy, es decir s(pg) N C; y s(pq) n Cy
serian ambos segmentos de S, es decir, en una misma estructura lineal
habria dos segmentos de extremos §, g iguales, lo que es absurdo.
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IX
ORIENTACION EN UNA ESTRUCTURA CIRCULAR

1. Orientacién de una estructura civcular con un segmento reducido

En el conjunto S de todos los segmentos de una estructura circular
[C, I'], mediante la definicién de segmento orientado y una relacién
de «igual sentido », se establece una orientacién, a través de la cual
se obtiene una orientacién de la estructura [C, I']. Para ello se
procede de la manera siguiente :

Se considera en primer lugar el caso particular en el que la estruc-
tura [C, I'] tiene por lo menos un segmento reducido s (ab) = {a, b}.
En virtud de lo demostrado en el apartado III, el conjunto S ad-
mite una descomposicién en la forma S = Sy, @ Ss(ab) donde S;(y
es el conjunto de segmentos que coincide con el de segmentos de la
estructura lineal inducida por [C, I'] en s (ab). Puesto que se ha defi-
nido la orientacién en una estructura lineal [1] se puede supo-
ner que el conjunto s(ab) con la estructura lineal inducida, se ha
orientado, con lo cual a cada segmento s(pq) € S le corresponden
dos segmentos orientados {($g), s (p9)} v {(gP), s ($9)} (que se indicardn
brevemente por (pq) v (¢p)), v dos segmentos (pg) vy (rs) orientados
de S, tienen el mismo sentido si se cumple una por lo menos de las
tres condiciones: s($7) N s(qs) = ¢, o s(ps) D s(q7) o s(ps) € s(q7)
donde, s(pr), s(gs), s(ps) y s(q7) son elementos de Sy.;. Por analogia
se puede definir el segmento orientado en Sy,; mediante una aplica-
ci6n de los pares ordenados de C en Sy, de manera que cada seg-
mento s(pg) da lugar a dos segmentos orientados {(#q), s(pg)} ¥
{(gp), S(pg)} que se indicardn abreviadamente por (pq) y (gp).
Puesto que cada elemento de S pertenece o0 a Sy 0 a S‘s(ab) y a uno
sblo de ellos, cada segmento de C da lugar a dos y s6lo dos seg-
mentos orientados.

Definicién. Dos segmentos orientados de C, se dice que son
orientados casi-complementarios cuando son casi complementarios
en C, es decir, uno pertenece a Sy, y el otro a 55(,,,,) y el origen de
uno coincide con el extremo del otro.

Relacién de igual oriemtacion : En el conjunto 2 de segmentos
orientados de C se define una relacién de igual orientacién, de la
manera siguiente :
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a) Dos segmentos orientados (pq), (rs) tales que s(pq) y s (7s)
pertenecen a S, tienen el mismo sentido, cuando tiene el mismo
sentido en la estructura lineal inducida orientada.

b) Dos segmentos orientados (pg) (75) tales que s(pg) y s(rs)
pertenecen a §s(ab) tienen el mismo sentido cuando sus orientados
casi-complementarios tienen el mismo sentido.

¢) Dos segmentos orientados (pg) y (75) tales que s(pg) € S
y 5 (75) € Sy tienen el mismo sentido cuando tienen el mismo senti-
do, (pq) y el orientado casi complementario de (7s). Si los segmen-
tos (pg) v (rs) tienen el mismo sentido se escribird (pg) = (rs).

La relacién de igual orientacién definida en X es de equivalencia,
La reflexividad y simetria son evidentes, la transitividad se demues-
tra como sigue:

a) si (pg) = (rs) y (rs) = (hk) por pertenecer s(pq), s(rs) y
s (hk) a Sy (Ppg) = (hk) es consecuencia de la transitividad de la
orientacién en la estructura lineal en s (ab).

b) si(pqg) = (7s) y (75) == (hk) por pertenecer s(pq), s (rs), s (k)
a §s(,,,,) se tiene :

Y = (78 = = ) — —
Ef.f)) __E%’) — Eff)) - éf;) } —> (gp) = (k) => (B) == (F).

¢) si(pg) =(rs)y (rs) = (hk), por pertenecer s(pg) y s (7s) a Sitas)

y s(hk) a Sy resulta: (rs) = (hk) => (rs) = (kh), por tanto:

%) - E;Sk}) } —> (pg) = (kh) => (pg) = (hR).

a) si (pq) == (rs) y (rs) = (hk) por pertenecer s(pg) a Ssan)
y s(rs) y s(hk) a Syu se tiene: (pg) := (rs) => (pg) = (s7) vy
(7s) = (hk) => (s7) == (kh), por tanto:

(p9) = (s7) v (s7) == (kh) => (pg) = (kh) => (pg) = (hk).

La relacién de igual orientacién define, pues, una particién de X
en clases de segmentos orientados del mismo sentido. El nimero de
clases es dos, pues en la estructura lineal orientada se ha demostrado
la existencia de dos y s6lo dos sentidos, y todo segmento de X es
equivalente a un segmento de la estructura lineal orientada definida
en s (ab). Cada una de estas dos clases se denomina un sentido en la
estructura circular [C, I'], y la estructura [C, I'] con los dos sentidos
se dice que es una estructura circular orientada.
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Si la estructura circular [C, I'] posee un sélo segmento reducido,
la unicidad de esta relacién de orientacién asi definida es consecuen-
cia de la misma definicién. Si la estructura [C, I'] posee mas de un
segmento reducido, se ha de probar que la orientacién no depende de
cual sea el segmento reducido del que se haya partido para definirla.
Para ello, sean s(ab) = {a, b} y s(cd) = {c, d} dos segmentos re-
ducidos en [C, I']; el conjunto S admite las descomposiciones
S = Ss(ab) ) Ss(ub) y S = Ss(dc) ) §s(cd); y a partir de cada una de
ellas se puede definir una orientacién en [C, I']. Se trata de ver que si
dos segmentos tienen el mismo sentido respecto a una de ellas tam-
bién lo tienen respecto a la otra.

Sean (pq) v (7s) dos segmentos del mismo sentido en la orientacién
definida a partir de s(ab); en virtud de la transitividad se puede
considerar, sin que suponga restriccién, que los segmentos s(pg) y
s (rs) pertenecen ambos a Sy, pues en caso contrario se pasaria
convenientemente a los casi-complementarios orientados. De ser
(pq) = (rs) respecto s(ab), resulta que se verifica por lo menos una
de las tres condiciones,

s(pr)ns(gs) =¢ o s(ps) cs(gr) o s(g7) cs(ps)
donde los segmentos

s(pr), s(gs), s(ps), s(gr) estdn contenidos en s (ab).

Supdngase en primer lugar que s(p7) n s(gs) = ¢. Puesto que
{c, 4} c s(ab) se pueden presentar los casos siguientes: {c, 4} no
pertenece ni a s(p7) ni a s(gs); {c, d} pertenece a uno de los dos;
¢ pertenece a uno y 4 pertenece al otro de los dos segmentos s ($7)
y s(gs).

1. Sif{c,d) d=s(pr) v {c, d} & s(gs) esto implica que s (p7) € Syiq
vy s(gs) € Sseqy ¥ puesto que s(pr) N s(gs) = ¢ resulta (pg) == (s)
en la orientacién definida por s (cd).

2. Sif{c,dy cs(pr) y {c, d} c& s(gs) esto implica que s(p7) y
s(gs) pertenecen a Sy, y puesto que s(p7) N s(gs) = ¢ esto im-
plica que s(gs) € s(pr). Por tanto, en virtud de las condiciones de
igual sentido (gp) == (75), es decir, (pg) = (75), o sea (pg) == (7s).

3. Sices(pr)y des(gs), ¢ ha de ser un extremo de s(p7) y 4 ha
de ser extremo de s(gs), pues de s(p7) n s(gs) = ¢ resulta s(p7) € s(gs)
y por tanto c €5(gs) v @ es(gs) es decir, s(gs,¢) #s(gs,d) ysicy d
no fueran extremos, esto implicaria s(cd, gq) 7~ s(cd, s) lo que esta
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en contradiccién con la hipétesis de ser ¢ y d consecutivos. Puesto
que s(pg) y s(rs) se suponen distintos de s(cd) y s(cd), sic = p,
d=sysic=vr, d=q. Supbngase, por ejemplo, c =7 y d =¢q. Entonces
ha de ser s (pg, 7) #£s (pyg, s); pues de s (pg,7)=s(pr,~q) Us (q7,~p) =
=s(pr,~q) U {c, d} si ses(pg, s) seria s ¢s(pr, ~g) contra la hi-
pétesis de ser la interseccién vacia. Por tanto, el segmento (pg) con-
siderando corresponde al segmento s(pg, 7) = s(pd, ¢), es decir,
contiene {¢, d}. Andlogamente s(cs, d) corresponde al segmento (cs)
considerado. Por tanto (cs) y (pd) pertenecen a Sy, es decir
(cs) = (pd) => (5¢) = (dp) contenidos en S,z. Pero s(sd, ~ a) =
= s(sd, ~c), pues si a € s (sd, ~ c) puesto que se ha supuesto que no
es extremo, y a4 y b son consecutivos, también b € s (sd, ~¢) y, por
tanto, serfa el casi-complementario del segmento s (sd) € Sy es decir,
contendria ¢ contra la hipétesis; es decir s(sd)e Sy, coincide con
s (sd) € Sy y andlogamente con s (cp). Por tanto s(cp) n s(ca) = ¢,
es decir (5¢) = (dp) y, por tanto (cs) == (pd).
Supdngase ahora que s(ps) € s(g7). Pueden presentarse los casos
siguientes :
1) cdé¢s(gr) =>c,d¢s(ps).
¢, des(pr) o ¢, des(gs)
si s(pg, 7) # s(pg, 9)
c, des(pg) o ¢, des(rs)
sis(pg, ) = s (g, 9).
{ c,d¢s(pg) v c,d¢s(rs) si s(pg,7)=s(py, s)
3) ¢, des(ps)=> .
¢c,des(pg) ns(rs) si s(pg,7) #s(py, s).

4) ces(ps) v dés(ps).

El caso 1 es trivial puesto que s(g7, a) = s(q7, b) = s (g7, ¢) =
= s (g7, 4) y, por tanto, los segmentos s(pg) y s(rs) considerados
pertenecen también a Sy v se cumple la misma condiciéon de igual
sentido.

2) c,des(gr) v ¢, d¢s(ps) =>

Caso 2. Sic, des(pg), (Pq) € S_s(,.b) y, por tanto (pg) = (7s) res-
pecto a s(cd) si (rs) = (gp) con (gp) € Sy Puesto que s (g7, ~a) =
=s(qr,~b) = s(q7, ¢) =s(qr, 4), s(qgr,~¢c) =s(g7,~a) y puesto
que ¢, d¢s(ps,~a), s(ps,~a) =s(ps,~c) € s(gr, ¢). Por tanto,
s(gr,~c)ns(ps,~c)=s(qr,~d) ns(ps,~d)=¢. Es decir: (rs) =(gp)
respecto a S, ¥ por tanto (pg) =: (rs) también respecto a S(q)-
Las otras posibilidades del caso 2 se demuestran de la misma forma.
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Caso 3. Sic,dé¢s(pg) v c, d¢s(rs) implica que (pq) y (rs) son
segmentos orientados que corresponden a Sy, Pero s(ps,c) =
= s(ps,d) = s(ps,~a) = s(ps,~bB) ¥ s(gr.~0) = s(gr, ~d) =
= s (g7, a) = s (g7, b). Por tanto, s(ps, ¢) €s(qr, c) => s(ps,~c) D
D s(gr, ~c¢) donde s(ps,~c) v s(g7,~c) son segmentos de S;.q4.
Y esta tiltima condicién es suficiente para que (pq) = (rs) respecto (cd).

Si {c, @} e s(pg,~a) n s(rs, ~ a) se pasa al casi complementario
orientado y se estd de nuevo en el caso anterior.

Caso 4. Sices(ps) y dés(ps) ¢ tendrda que coincidir o con p
o con s y puesto que ¢ y 4 son consecutivos 4 tendrd que estar conte-
nido en uno sélo de los segmentos s (pg, ~ a), s(rs, ~ a), s(p7, ~ a),
s(gs, ~ a) y sblo a uno de ellos, con lo cual se puede seguir el mismo
razonamiento que en el caso 2.

Finalmente si s(g7) € s(ps) vale el mismo razonamiento que si se
verifica s (ps) € s(g7) simplemente haciendo un cambio de letras.

2. Orientacion en wuna estructura circular subordinada

Sea la estructura circular [C, I'] que posee un segmento reducido
por lo menos y que se considera orientada de acuerdo con el criterio
dado en el apartado anterior. Sea [H, Q] una estructura circular
subordinada de [C, I'l.

Se puede definir en [H, Q] una orientacién subordinada a la de
[C, I'] de la manera siguiente : se definen los segmentos orientados
{Pg9), s(pg) n HY y {(gp), s(#q9) n H} correspondientes a los seg-
mentos orientados {(pq), s(pg)} v {(gp), s(gp)} de los que proceden,
y se dice que {(pq), s(pg) n H} = {(¢p), s(#pq) n H} si y sélo si
{($9), s(P9)} := {(gP), s(qp)} en la orientacién de [C, I'].

Si [H, 2] no posee ningtin segmento reducido, no se puede orientar
siguiendo el criterio de 1, y se considerard como orientacién de [H, Q]
la orientacién subordinada por [C, I'].

Si [H, Q] tiene algiin segmento reducido, entonces ya se puede
orientar en si misma, y se ha de demostrar que coinciden la orientacién
propia y la orientacién subordinada. Pueden presentarse dos casos:
que [H, Q] v [C, I'] tengan algiin segmento reducido comiin, o que
no tengan ningtin segmento reducido comtn. En el primer caso, se

podran considerar ambas, orientadas respecto al mismo segmento re-
ducido, con lo cual aparecerdn dos estructuras lineales determinativas
)

de la orientacién, una inducida de la subordinada y otra subordinada
por la inducida en un mismo segmento de [C, I']. Pero puesto que
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estas dos estructuras lineales se ha demostrado que coinciden, tam-
bién coinciden las orientaciones determinadas por ellas. En el se-
gundo caso, si s (pg) = {p,g} en [H, 2], v s(pq) # {p, ¢} en [C, I,
s(p) nH=H y 5(pg) n H=¢ siendo s(pg) y 5(pg) los seg-
mentos de extremos p y g en [C, I']. Por tanto, la estructura lineal
inducida por [H, 2] en H coincide con la estructura lineal subor-
dinada por la estructura lineal inducida de [C, I'] en s(pg), y esta
serd la determinativa de la orientacién, ya que los segmentos con-
tenidos en s (pg) no tienen ninguna significacién en [H, £2]. Entonces
se puede razomar en s(pg) igual que se razond en el caso ante-
rior en C.

3. Orientacion de una estructura civcular que no posee ningun segmento
reducido

Si [C, I'] no posee ningtin segmento reducido, se puede construir
una estructura extensién de [C, I'] que tenga un s6lo segmento re-
ducido y que se puede orientar respecto a este segmento reducido.
Puesto que [C, I'] es una estructura subordinada, admitird la orien-
tacién subordinada que por definicién se tomard como orientacién
de [C, I'].

La orientacién de [C, I'] es independiente de cual sea el punto C
que se haya elegido para formar la estructura extensién, pues sia y b
son dos puntos distintos de C, haciendo dos adjunciones simbdélicas
sucesivas de {$} v {g} en los elementos {a} y {b} se tiene el conjunto
C U {$} U {g} ; la estructura extensién obtenida por las dos ex-
tensiones sucesivas tiene dos segmentos reducidos s (ap) = {a, $}
v s(bg) = {b, q}. Puesto que la orientacién circular establecida asi
es independiente del segmento reducido que se haya tomado para
definirla, la orientacién en la doble extensién, asi determinada, es
tnica, y por tanto, también lo es en cada una de las subordinadas
sucesivas. Con ello queda univocamente determinada una orientacién
en [C, I'.

De todas las consideraciones hechas se deduce que : En una es-
tructura circular es posible definir de manera univoca una relacién
de orientacién con dos sentidos, es decir, en este aspecto se puede
afirmar que una estructura circular es orientable.
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