SOBRE I,A PROI,ONGACION DE FUNCIONALES LINEALES (*)
por

BALTASAR R.-SALINAS

Dada una funcién lineal f, sobre un subespacio lineal X, de un
espacio lineal real X y una funcién subaditiva y positivamente ho-
mogénea p* sobre X (1) se presenta el problema de averiguar si
existe una funcién lineal f, que sea prolongacién de f, y que verifique

(4) f(x) < p* (%)
para cada x € X, ¥
(B) Jy») <0

para cada y perteneciente a un subconjunto Y de X.

Evidentemente, para que exista alguna funcién lineal f con tales
propiedades es necesario que

fo(x) < p* (¥ — )

para todo (%, ) € X x Y. Esta condicién es también suficiente cuando
Y sea un subespacio lineal de X segiin se ve definiendo la funcién f;
sobre X, + Y por

frlx 4+ y) = fo(x)

(*) Hste trabajo ha sido realizado con una ayuda de la Junta para el
Tomento de la Investigacién en la Universidad.

() Dado un subconjunto ¥ de un espacio lineal real X se dice que p es
una funcién subaditiva y positivamente homogénea sobre Y (# (J) si

Y+YecYyaYCY
para cada ¢ e R+,y si p es una funcién real finita, definida sobre Y, que satis-
face
Py + 7)) < py1) + p(¥2)
para cada (y;, yp)e Y2y
play) = ap(y)
para cada (a, ¥) e R+ x Y.
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para cada (%, y) € X, X Y (2) y aplicando el teorema de HAHN-
BaNACH a (f;, p*). Este resultado es también cierto, segiin se deduce
del teorema 1 y observacién 1, cuando Y+ Y c Yy aY € Y para
todo niimero real « > 0:a € R*.

De forma mads general, el teorema 1 resuelve el problema anédlogo

que se obtiene cuando se sustituye la condicién (B) por

(@) fy) <p)

para cada y € Y, siendo $ una funcién subaditiva y positivamente
homogénea sobre Y.
En el teorema 2 se expresa

inf {w; |feF}

en funcién de f,, p y p* cuando F es la clase de las funciones lineales
f sobre X que son prolongacién de f, y satisfacen (4),» >0y

ws; = ml, Y}S
’ gup{m){_ <o

En el teorema 3 se trata de una cuestién semejante a la del teo-
rema 2 para un conjunto {w’; | f € &} de nimeros definidos mediante
una relacién g en X. Como consecuencia importante de este teorema
se obtiene el teorema 4, punto inicial de este trabajo, en donde se
expresa

o (po; 0) = inf {o(po; , 0) | e M}
sin hacer uso de M, siendo:

1. o una extensién sobre un anillo de Boole &, de partes de un
conjunto no vacio E (4).

2. M la clase de las prolongaciones ultracompletas de y, (5).

(3) Esta' funcién, que estd bien definida por ser f,(¥) = 0 para todo
x € Xy NY en virtud de (B), es una funcién lineal sobre X, + Y.

(3) Se debe tomar a/0igual a — oo, 0 6 + oo segiitt que a<< 0, =04 o« > 0.
De este modo w y w, son ntimeros no mnegativos.

%)  Una extension es una funcién real de conjunto u, definida sobre un

anillo de Boole @ de partes de un conjunto no vacio E, finita y no negativa,
y tal que

1 (S1u Sp) = u(Sy) + 1 (S,)
para todo par (S;, S,) de conjuntos disjuntos pertenecientes a &.

(]) Se llama prolongacion ultracompleta de una extensiéon u, sobre &,
a toda extensién u sobre la clase & de las partes de los conjuntos S, € &,, que
sea una prolongaciéon de y,.
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3. o una relacién definida en la clase & de las partes de los con-
juntos S, € 3,,.

4. o (ug; @, o) el nimero definido de manera andloga que en [5],
pag. 159 por

o (y; 1, 0) = Sup{ﬁﬁ)_“_l‘(sj ! SQS'}+ ©

e (S)

para u € M, siendo p, la extensién exterior :

1 (S) = inf {1g(Sy) | So € S Sg 2 S} (S €B).

El teorema 5 es un caso particular notable del teorema 1 que
hemos creido conveniente destacar, entre otras razones, por ser una
generalizacién de dos teoremas de DIXMIER [1] y RoBIsoN [3].

Estos resultados se pueden generalizar para funciones A-modu-
lares siguiendo el orden de ideas de [4]. De hecho el teorema 9 de [4]
es una generalizacién del teorema 1.

# % %k

TEOREMA 1. — Sean:
1. X, un subespacio lineal de un espacio lineal real X ¢ Y un
subconjunto no vacio de X tal que

Y4+YecYyRYcY.

2. [, una funcion lineal sobre X,.

3. py p* dos funciones subaditivas y positivamente homogéneas
sobre Y y X, respectivamente.

Entonces existe una funcion lineal f sobre X que satisface :
a) [(x) = fo(x) para cada x € X,
b) () <p(y) para cada y €Y,
c) f(x) < p*(x) para cada x € X,
si y solo si
(1) fo¥) <P ) + p*(x — )
para todo (x, y) € Xy X Y.

(6) a+ =max {a, 0}.
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DEMOSTRACION. — Desde luego, si tal funcién lineal f existe,
se tiene

fox) =f@) +fx—1y)
<ply) +p*x—9)

para cada (x, y) € Xy X Y.

Por otra parte, observando que

p': P (x) = inf (PO +p*x—y)|yeY} (v eX)

verifica :

a) o (-X) < p'(x) para x € X,
by) P'(y) <p(y) para y €Y,
¢1) P (x) < p*(x) para ¥ € X,

para demostrar que (1) implica la existencia de una funcién lineal f
sobre X con las propiedades requeridas bastard probar, segin el
teorema de HAHN-BANACH, que ' es una funcién subaditiva y posi-
tivamente homogénea sobre X. En efecto, como cualquiera que sea
%; € X para cada & > 0 se puede encontrar un y; € Y de modo que

D (y:) + % (i — ) < ' (%) +

’

€
2
resulta
D' (% + %) < p(y1+ ¥2) + P* (%1 + % — y1 — V)
< p () + B* (31 — 31) |
+ P (y2) + P* (%2 — 32)
<P (%) + P (%) + €

para cada ¢ > 0 y, por tanto,
P (xr + %) <P (%) + B (%)

cualesquiera que sean los elementos x; y %, de X.

De manera andloga se puede probar que

p' (ax) = ap’ (%)

para cada (a, x) e R™ X X.
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OBSERVACION 1. — Si p = 0 la condicion (1) se reduce a
(L) fo(x) < p* (x — )

para todo (x, y) € Xo X Y. St ademds — Y c Y, es decir, si Y es un
subespacto lineal de X, se puede sustituir b) por

by) [(y) =0 para cada y €Y.

OBSERVACION 2. — Si p, es la funcion definida sobre X por
(2)  pu(®) =sup {fo(a) —p* (& —2) [# eXo} (xeX) ()
se puede escribir (1) en forma equivalente ast :

(1 ‘ pe () <P (¥)
para cada y €Y.

En particular, resulta

(3) Dy (X)) = — p* (— %) (x € X)
y

(4) fo (%) = p* (%) (v € Xo) (%)
cuando sea

(%) p*(x + ) = fo (%) + 2% ()

para todo (x, ¥) € X, X X, como ocurre en los casos siguientes:
1. Xo=1{0}y/f=0.

2. X es un espacio lineal real ordenado (°) tal que para cada »
€ X se puede encontrar un elemento x, > x de X, f, es no decre-
ciente y

(6) p* (x) = inf {fo(x') | %" € Xo, 2" =%} (x € X).

TEOREMA 2. — Con las condiciones 1, 2y 3 del teorema 1, sean :
1. >0, py la funcion definida por (2) y

7 mzsup{w’er}G)

b ()
—_i") Si f,(%) < py(¥) para cada x e X, resulta p,(x) < fo(¥) para todo
% € X ; sify (%) > Py (¥) para algin x € X, es py = — oo.

(8) Entonces a) es una consecuencia de ¢).

% Un conjunto X, dotado de una estructura de espacio lineal real y de
una estructura de orden, se dice un espacio lineal real ovdenado si se verifican :

1. TLa relacién » <y en X implica » + z <y + z cualquiera que sea
zeX.

2. La relaciéon x > 0 implica ax > 0 para todo a ¢ R+,
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2. fo(x) < p* (x) para todo x € X, F la clase de las funciones li-
neales | sobre X que son prolongacion de fo vy satisfacen f(x) < p* (%)
para cada x € X, y

1 () }
8 w; = — Y (3)
® " Sup{ﬁ(y)!“
para | € F.
Entonces,
9) o=min{w; |feF}.

DEMOSTRACION., — En primer lugar, siendo evidentemente p, < f
para f € §, resulta o < w; para todo f € § y, por tanto,

o <inf {w;|feF}.

Por esta desigualdad, para demostrar (9) en el caso w = + oo bas-
tard probar que § # ¢, cosa que se efectia sin dificultades apli-
cando el teorema de HAHN-BANACH a (f,, $¥).

Por dltimo, si w # + oo y se aplica el teorema 1 y la observacién 2
a (fy, op, p*) se deduce que existe una funcién f € F que satisface

) <owp(y)

para cada y € Y y, por consiguiente, w; < w; de donde se sigue (9)
teniendo en cuenta la desigualdad probada anteriormente.

TEOREMA 3. — Sean :

1. X, un subespacio lincal de un espacio lineal veal X, y f, una
funcién lineal sobre X,

2. Pp* una funcién subaditiva y posilivamente homogénea sobre X
que satisface fo(x) < p*(x) para cada x € X, y Py la funcion definida
por (2).

3. o una relacion definida en X, Y el subconjunto de X definido por

(10) y — {}';ai(xi—x'i) 1«,-eR+,x¢gx/}
1

y h una funcion veal, no negativa, definida en el conjunto de los pares
(%, «') € X2 que estdin en la relacion xox'.
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4. p la funcién definida sobre Y por
(1) ﬁ(y)=‘inf{}'n]a,-.h(x,-,xi')|y=}"]<f-i(x.-—x/),x,~eR+,x,-gx,-'},
1 T

y

'(y)
7 p = P+ ) 24
(7) [0} sup{ ()‘yc }

5. & la clase de las funciones lineales | sobre X que son prolonga-
cién de [y y satisfacen f < p*, y

(12) o) = sup{u xox' }+
h(x, x) )
para | € F.
Entonces,
(13) o = min {o | €F}.

DEMOSTRACION. — Como es obvio que Y+ YcY yv R* YecY
y que p es una funcién subaditiva, positivamente homogénea y no
negativa sobre Y, por el teorema 2 sera suficiente probar que w; = o',

para cada fe . En efecto, si y= Y a; (%; — %) (¢ Y) conog; € R+
1

v/ ox; paral <i <nyfeg,se verifica

"

fly) = Y oo fl — %) < o é a h(x;, %)
1

1

vy, por tanto,
) <ol p®)

para todo ¥y € Y, y w; < o;. Finalmente, de esta desigualdad se
deduce w; = w;" teniendo presente que

VR ;,’ , +
o {LEZ51|p)
flx — %)

¥ )Y +
>sup { — | xox'
h(x, x') |

'
]

para f e por ser p(x —x') < h(x, ') y o = 0.
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OBSERVACION 3. — St p es una funcion subaditiva, positiva-
mente homogénea y no negativa sobre Y se puede tomar h(x, x') = p(x—x')
cuando xox'. : '

OBSERVACION 4. — Si xox" para algin x' € X implica p* (x) >0
se puede tomar h(x, x') = p* (x). Si ademds xox' para algin x € X
implica p* (— x') <0, resulta w/ < 1 para cada f € F .
OBSERVACION 5. — Si Y es el subconjunto de X definido por
(10)o Yo={ E(xi—x-i’)lxiQxil} (n > 0)
1

y P es la funcion definida sobre Y, por

(11)y  poly) = inf { S b (3, %)
1

n

y =¥ — %), %;0% } )
1

resulta

Ps (¥) | }
14 = £ 77 Y, \.
(1 ¢ Sup{f’o ) ‘yf °

En efecto, si Y; y p, son el conjunto y funcién que se obtienen

J J

exigiendo, respectivamente, en (10) y (11) que @; sea racional, se

deduce que el conjunto
b« (¥) }
X lyeY
{ p1 () '

es denso en

Py (¥) Y}
{ﬁ(y) R

de donde resulta (14) teniendo en cuenta que

Py () Py (! y)

= lim &> " ~77
P1 (¥)  mooo po(nly)

para y € Y;.

TEOREMA 4. — Sean:

1. S, un anillo de Boole de partes de un conjunto no vacio E y &
la clase de las partes de los comjuntos S, € &,.
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2. po una extensiom sobre S,y p, la extension exterior asoctada :
(15)  m(S) =inf {pg(Se) | So €& So 2 S} (S €©).

3. o una relacién en & e Y, el conjunto de las funciones que se
pueden expresar en la forma

y = é (xsi — %si') (n =0)
1 .

con S;0S"; (1 <i<n), siendo xs la funcién caracteristica de ScE.

4. po la funcion definida sobre Y, por

(16)  poly) = inf{ S 1, (S) = S (x5 — 25), S; esz-}
1 1

y

(17) w=sup{‘£yd”°

Po (¥)

y € Yo} .
5. M el conjunto de las prolongaciones ultracompletas de pg y

(18) w(uo:u,e>=sup{”—(»s)—‘”—(SQ‘SeS'}W{s, S'yce)

pe (S) |
para p e M.
Entonces,
(19) w =min {w (4g; 4, 0) |peM}

= o (Ko 0)

DEMOSTRACION. — Se obtiene inmediatamente del teorema 3 y de
la observacién 5 tomando :

1. X el espacio lineal engendrado por las funciones caracteris-
ticas ¥ de los conjuntos S € &, X, el minimo subespacio lineal de X que
contiene a las funciones caracteristicas x5 de los conjuntos S € &,,
y fo(®) = fxdp, para x € X,

2. x5p%g cuando y sélo cuando SoS', y h(xs, %s) =t (S)
si SpS".

3. p*(x) = [xdp, para x € X.
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OBSERVACION 6. — St u,(S) = p.(S’) cuando SoS’, se tiene

p(S) _w(S)

te (S) pe(S')

(200 o (uo; 1 0) = sup{

Sos’ }+ (4 (S) > 0).

OBSERVACION 7. — En el caso que Sy={¢, E} y

Bo: to(d) =0y uy(E) =1,

se escribirvd, de acuerdo con [5] pdg. 159, o (u, @) ¥ o (o) en lugar de

o (o5 4 0) ¥ @t 0)-
Aunque implicitamente contenido en el teorema 1 y observacién 1
- conviene enunciar el siguiente :

TEOREMA 5. — Sean :

1. X, un subespacio lineal de un espacio lincal real X vy f, una
funcion lineal sobre X,.

2. o una relacion en X.

3. p* una funcién subaditiva y positivamente homogénea sobre X,
Y Py la funcion definida por (2).

Entonces, para que exista una funcién lineal | sobre X que verifique :

a) [(x)=/f,(x) para cada x € X,

b) [(x) <[(x') cuando xox',

c) Py (%) <f(x) < p*(x) para cada x ¢ X,

es necesario y suficiente que para todo conjunito finito de ternas (a;, x;, x';)
e R™ X X X X que estén en la relacion x;0x; (1 <i<mn) vy todo
x € X, se tenga

(21.1) fo(¥) < p* (¥ + ¥ o (3" — %))
1
0
(21.2) fo®) < p*(x + ¥ (%" — x)).
1
CoroLARIO 1. — Con las notaciones del teorema 5, para que exista

una funcion lineal | sobre X que verifique a), b) y c) es necesario y su-
ficiente que cualesquiera que sean los pares (x;, x';) € X2 en la relacién
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x0% (1 <i < mn) se pueda encontrar una funcion lineal f* que sea
prolongacion de f, y cumpla

f* (%) < p* (%)

para cada x perteneciente al dominio D (f*) de [* y
e p(Ex)sr(Sa) (Snuw D).
1 1 1 1

OBSERVACION 8. — En el caso que X sea un espacio lineal de
funciones reales acotadas sobre un conjumnto no vacto E, creemos que
tendria interés examinar cuando basta para la existencia de | que se
cumpla (22) bajo las condiciones x;x; =0y %% = 0 para 1 # 7.
En particular, se obtendrian asi comsecuencias importantes sobre el
problema de la extension-y sobre la descomposicion de conjuntos en
partes respectivamente equivalentes.

COROLARIO 2. — Sean :

1. X un subespacio lineal del espacio lineal real formado por las
funciones reales acotadas sobre un conjunto no vacto E.

2. o una relacion en X.

Una condicién necesaria y suficiente para que exista un funcional
lineal no decreciente M sobre X que verifique :

a) M (x) <M (x') cuando xox’

b) inf {x(f) |t e Ey < M (x) <sup {x(t) |t eE} (9,

es que para todo conjunto finmito de ternas (a;, %;, x';) € R X X X X
con x;0x'; (1 <1 < mn) se tenga

(23.1) sup {2 o (x5 — %) () | tcE} >0
1

0

(23.2) sup { S (w —x) () | te E} > 0.
1

(10) Este funcional lineal M es una media sobre X por satisfacer b).
Por consiguiente, este corolario se refiere a la existencia de medias sobre X con
la propiedad a).
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OBSERVACION 9. — De este corolario se obtienen de manera inme-
diata los teoremas ya citados de DIXMIER [1] y RoBIisoN [3] cuando @
viene definida por un conjunto de transformaciones lineales de X en
X (1).
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