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PARTE PRIMERA

PLANTEO DEL PROBLEMA V EXISTENCIA DE SOLUCION
DEL MISMO

1. FORMULACION DEI, PROBLEMA. — Consideremos la ecuacién en
derivadas parciales:

Diau + o (xy, %2) - (Dinatt) = f (%1, %2, u, (D; 1), (Dj,m)) (1)

(i=1,2) (7,k=12;]<k)

en la que se supone que go:G' cR2 - R es una funcién numérica
definida y dos veces continuamente diferenciable sobre un abierto
G’ c R2 conteniendo la adherencia G (es decir: G c G’) de un abierto
acotado G ¢ R2?, que es regularmente convexo relativamente a la

e . .. dx 3
ecuacién diferencial ordinaria d—g = o (%1, %»), no anulandose g sobre
X1

G, [y por tanto, dada la conexién de & ¢ G (n.° 9 de la INTRO-
DUCCION), es o de signo constante sobre &,, signo que siempre se
puede suponer positivo (¥)], y estando acotado g sobre G por un
cierto némero positivo m < 1(**). G ademds contiene un arco

C = U {(x, (r), %5 (#))} de la clase (I') relativamente a la ecuacién di-
r€[r4,rB)]
. .. 4 ~
ferencial ordinaria é% = 016 (*1, %2), y sea (p, P, Z) e E® X EA X E .
1
Por otra parte /: 4 ¢ R® -~ R es una funcién definida y continua-
mente diferenciable y con derivadas primeras localmente lipschitziana

respecto a u; u; (1 = 1, 2); u;; (7, B = 1, 2) sobre un abierto 4 de R®

(*) Bastaria en caso contrario efectuar el cambio de variables independien-

tes: {x1=—§1}.

% =&
(**) En caso contrario, supuesto ya ojg, > 0 sobre £, bastaria efectuar
. . . . =k . , -
el cambio de variables independientes: { ? :{1 } , siendo 4 un niimero posi-
2 = X2

tivo cualquiera mayor que sup. o (por ejemplo, & = 1 4 sup. g). Estos
& &

cambios de variables no modifican las condiciones de regularidaﬂ exigidas a

G, G, 9, f, asi como tampoco la relacién de inclusién existente entre el abierto

A de definicién de fy el grafo de la aplicacién: M € D, — (w® (M), (D; w;) (M),
(i=12)

, (D w°) (M) € RS.
( k,=1,2;7<k)
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que contiene el grafo FO de la aphcauon M e D, - (w0 (M),
(D w0) (M), (D, wO)( 1)) € RS, [en la que ®»° denota, como ante-
(,h—=1,2;7<k)

normente la soluuon al Problema de Cauchy definido por el siste-
ma (16) del n.° 11 de la INTRODUCCION, en el que las condiciones
iniciales del mismo se imponen, precisamente, mediante las funcio-
nes g, ¥, 7 consideradas].

La compacidad del subconjunto HO = U B, (H) ¢ 4 (n.° 11 de

HeFo
la INTRODUCCION), entrafia que f y las derivadas parciales pri-
meras de dicha funcién sean globalmente lipschitzianas sobre HO

respecto a u, u;, u. fLa condicién de ser una funcién continua y
(z =1,2) (7, k=1,2;7<k)

localmente hpsclntaana sobre un abierto respecto a algunos de sus
argumentos, implica, como se sabe, que la referida funcién sea glo-
balmente lipschitziana respecto a dichos argumentos, sobre cualquier
subconjunto compacto de aquel abierto; puesto que, por hipétesis,
f admite derivadas parciales continuas sobre 4, y, consecuentemente,

f es localmente lipschitziana sobre A respecto a u, u,, u, i1, asi como
(i=1,2) (;,k 1,2;7<k)

son, asimismo por hipétesis, localmente lipschitzianas sobre A res-

pecto a u, u;, uy, las derivadas parciales S Fagr fr fuo fuw se sigue,
(1=1,2) (,k=1,2;5<k) (i=1,2) (7,k=1,2;7<k)

finalmente, que f, f,, f.,. fu. f,,,, Jua son globdlmente hpschltmanas
{i=1,2) (j,k=1,2;i<k)
sobre el compacto HO respecto a u, u;, Uyl
(i= 12)(]k 1,2;7<k)
Finalmente, sea M;=sup |f| + 1 e R* — {0}, y sea L € R+ — {0},
Ho

el méximo del conjunto finito constituido por los extremos superio-

res de los médulos de p, (—i y sus derivadas primeras y segundas

<

sobre el compacto £, c G, y pongamos:
, {\3/ 7 \/ r \/— oy 7 7 }
y = min - , — , - , = , -
2V6-M, 2V6-M, 6V6-M-L 2\6-M, 6\6-M, L

ml’n{\s/ v \/ 7 \/ 7 4 }
= e ) — > = b =
2V6- M, 2V6-M, 6V6-M-L 6V6-M,

[en donde » € R* — {0} es un ndmero real y estrictamente positivo
que se supone verifica la relacién (16*) del n.° 11 de la INTRODUC-
CION (existente siempre dada la hipétesis FO0 c 4, segtin se estableci6
allf)}, y sea o, € Rt — {0} determinado de acuerdo con la relacién
(16%*) del n.o 11 de la INTRODUCCION.

(2)
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2. TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD. — «Supuestas satisfechas
las condiciones prescritas en el n.° 1, existe para todo (p, ¥, X) e
€B, (¢, P, X una funcién numérica U, v,z definida, continua y
acotada sobre el conjunto U D,»» = D, cuya restriccién al abier-
%) ¢ %)

to U lo)c(v,x) es tres veces continuamente diferenciable sobre U li(v,x),
%) ¢ cv, %) %) e clv, %)

siendo las derivadas primeras, segundas y terceras prolongables con
continuidad a D, [de modo univoco ya que se tiene, (en virtud de lo

establecido en el n.° 10 de la INTRODUCCION), U ﬁc(v,x) cD=

%) e clv %)
S —s . . o
= U Dy = U D,e.» € U D,w), es decir, el subconjunto U D,»,» € D
R et (m) e clrn) Lnx) ¢ cv,%) %) ¢ )

es denso por todo sobre D], con prolongaciones asimismo acotadas
sobre D, y que verifica :

a) %, v,y es solucién de (1) sobre D.
b) La restriccién de u, g, a C coincide con .
c) La restriccién a C de su derivada parcial D1 w4, y,z coincide con .

d) La restriccién a C de su derivada parcial mixta D, Uy, w,z) COIN-
cide con %.

e) Esta solucién es dnica en el sentido que se precisa en el n.o 1 dela
PARTE SEGUNDA.

f) Si EY. denota el espacio vectorial de las funciones numéricas

definidas, continuas y acotadas sobre D = U D,»», cuyas restric-
c(v, *) € C(v,z)

. . G ’ . .
ciones al abierto U D,»» son tres veces continuamente diferencia-
o:4) ¢ C0,7)

9 . .
bles sobre U Dy, con derivadas primeras, segundas y terceras
%) ¢ c(¥:%)

prolongables con continuidad a D y cuyas prolongaciones continuas
son asimismo acotadas sobre D, la aplicacién A : B,, (¢, ¥, X) — E¥,
definida por:

~

(p, ¥, %) € B, (9, U, %) > A(p, ¥, %) = uy, s, € ES

~ o~ o~

es uniformemente continua sobre la bola abierta B,, (¢, ¥, ¥), supues-
tos dotados B,, (p, ¥, %) de la topologia inducida sobre B,, (p, ¥, 7)

por la topologia sobre EY x E® x E? engendrada por la norma
(@, ¥, 2) e EY X E? X E? > ||(@, ¥, 2) |l € R, (0.0 11 de la IN-
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TRODUCCION), y EY, de la topologia generada por la norma de la

convergencia uniforme: u € E§ — ety = sup ||+ max {sup |D;u|}+
(=1,2) D

+ méx {sup |D;, u[} + max {sup |D,, u|} € R».

(G, k=1,2) D (p,9,7=1,2) D

3. DEFINICION DE LAS APROXIMACIONES Y CALCULO DE LAS MIS-
mas. — Consideremos para todo (¢, ¥, %) € B,, (9, ¥, %) y todo
Ct» € € n), las ecuaciones en derivadas parciales que siguen (*):

1 1
Dypa uiet9), 4, + @ (%1, %2) * (D122 tic0.9), 9, w,1) =

0 0 0
= fin,o0 (%1, %2, Wig, w0 (%1, %2), (Di W, w,2) (%1, %2), (Dj W, w,19) (*¥1, %2))
(=1,2) (7, k=1,2;7< k)

y para n =2, 3, ...

n n
Dy i), 0, 9,2 + 0 (%1, %2) * (D122 t(c0:), g, w,1) =

-1
=f|D5(V:V-) (xl! %2, M?,:(V,’t),q;, v, %) (xl’ x2) (D Mc(i' %) o, ¥, x)) (xli xZ)»
(i=1,2)

’ (D7k u(;(”,%) 1 'y,c)) (xl: xZ))
G, k=1,2;1 <k)

las cuales se obtienen por ley recurrente que demostraremos tiene
sentido, si se adoptan para todas ellas las condiciones iniciales:

M) = ¢ (M)

n
Yo, 5,9,

(Dlu

", 0, %,%)

Y(M) =¥ (M) YMeCod  (n=1,2,..)
) (M) =% (M) S

(D2 “(c(”’ ), ¢, ¥,%)

Dichas ecuaciones son del mismo tipo que la estudiada en el
n.° 11 de la INTRODUCCION de este trabajo, asi como las condi-
ciones iniciales impuestas a sus soluciones, y dado que, segtin se

(*) w?¢, w,7) es la solucién (ya considerada en el n.c 11 de la INTRODUC-
CION), del Problema de Cauchy representado por el sistema:

Di12u + @ (#1, #2) (D122%) = 0
u (M) = ¢ (M)
(D1u) (M) = ¥ (M) MeC
(D12u) (M) = X (M)
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ha demostrado precedentemente, [relacién (16**) de dicho n.c 11],
se verifica :

«(V (@ ¥, ) (¢, P, %) €Bo, (9, T, %) = Grorpw 1y (D) €
cUB,,(H)cU B, (H) = HO c A)»

HeFo HeFo

y consecuentemente, para todo (¢, ¥, X) € B,, (¢, P, 2) y todo C»# e
€ & estd definida la composicién fog . o w1pm,x = PO ¢ w2z
es decir, la aplicacién :

M € Do — f (M, wf, v,y (M), 5,1211 Zg?w. w,2) (M), (D wg,w,z) (M)) eR

(7, k=1,2;7<k)

[aplicacidn, cuya restriccion al abierto Doc(v,x) es, a fortiori, continua-
mente diferenciable sobre Doc(v,z) y con derivadas parciales primeras
prolongables con continuidad a D, ], se sigue (n.° 11 de la INTRO-
DUCCION), que para todo (g, ¥, %) € B,, (¢, &, %), y todo Ct# e 2
estd perfectamente determinada la funcién u( ), g0, 7) " Si suponemos
que para algun (¢, ¥, X) € B, (qJ, T, Z), Cr9eztayneN — {1},
es vélida la relacién:

(VM) (M eDon = (M, upn , y, (M), (D u,
(i=
’ (Djk u’(c(”,/) o ¥, Z)) (]u—)) € 44) »

(7, k=1,2;1<k)

(), g, w,1) (M), \
,2) :

Y

(v M) (M €Dy = (M, w5} . (M), ((D o o ) (M),

) (D ku(c(” %), 0, ¥, ‘)) (AI)) € -A))
(7, k=127 )
se verifica, entonces, que estd definida la composicién fog (c\,,,,) -
[en donde, para todo (C¢4, @, ¥, X) € £»% X B,, ((p, @, %) se in-
dica mediante g g(c(,,,.,_),% .y - Do — R8 la aplicacién definida por:

Me Dc(”’ ®) — (M’ “:;(_v,lx),q,, ¥, %) (M) (D M(CU /) , @, gl,;)) (ﬂl)’ (Dyk ”( (V %), 0, ¥, 4)) (M)) e R8
(i=1,2) G, k=127 <k
supuesto que para el entero ne N — {1} considerado hayan sido
Djyu’

(1, k=1,2

. et
determinadas U0, . w, x), D uc(,,, ). g, 9.1 (0(, ,4) o, 9,z COMO oOCUITE,
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por hipétesis, en el caso que nos ocupa], y en consecuencia, en virtud
de lo establecido en el n.° 11 de la INTRODUCCION, existe una
- funcién MZ’C(,,, %), o w,y Univocamente determinada, definida y continua
sobre D, »» cuya restriccién al abierto ﬁc(v. ) es tres veces continua-
mente diferenciable sobre Doa(v,x) con derivadas primeras, segundas
y terceras prolongables con continuidad a D,», que es solucién del
problema de Cauchy definido por el sistema:

Dipw + o (%1, %2) (D1no ) = f (%1, %2, Uy, gy (%1, %2),

—1 -1
(Di 0,59, 5, w, ) (51, %2), (Din Wiy o ) (B2, %2))

(i=1,2) (7, k=12, k) ( )
4
u (M) = ¢ (M)
(Dyu) (M) = ¥ (M) M e Ct»»
(Dypu) (M) = % (M)
Las expresiones, para todo M € D, v» de u;’c(,,,,),% wy Y de sus de-

rivadas primeras, segundas y terceras, se obtendrin superponien-
do aditivamente las correspondientes a las respectivas soluciones

Wy, 7, 21D,(5, ) ”ZZ(M-),% vy de los Problemas de Cauchy parcialmente
homogéneos (n.° 11 de la INTRODUCCION):

Dippu + 0 (%2, %5) - (Dy12u) = 0

w (M) = ¢ (M) /
(Dyu) (M) = ¥(M) » MeCo? |
(D1 u) (M) = x (M)

-1
Dipu + @ (%1, %) (D122%) = D,y (%1, %2)

w(M) =0 )
Dyu) (M) =0 , MeC»»
(Drau) (M) =0 g
[en que, para abreviar, para todo s € N denota @:c(,, %), o w,y 12 aplica-

cién compuesta (supuesta existente, lo que se verifica, por hipéte-
sis, para s =n — 1, (¢, ¥, %) € B,, (?q;, @, %) y Cone g
f og’fc(,ﬂ),% wyl ¥ tener en cuenta las férmulas resolutivas del n.° 11
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de la INTRODUCCION, expresiones que en definitiva son las
siguientes :

(c(’ ), @, W, %) (IW) (w ¥, %) (1‘[) + )
[ [ wtrron T @t ) (E1, &) 6, dés

0(” ), ¢, ¥,2)

J @b, w) (61, E) dE
) (M) =

= (D1, ,) (M) —

wwn) ( j (M Pyy)

(Dyu,

(), o, w,%)

o) ) = [ o T (Bt ) (1 ) G
(Dyyu”

— (D
(04, g w ) (M) =
o, wx)) (M) = (@ J (P00, 4 w,) (M) —
N f(wpﬂ) Dz0) @Zf:(v’lw, w,n) (61, £2) & —
[ty Bt 10 ) A2
v g w ) (M) = D2y, ) (M) + (J (B, ) (M)
Doz s, 4 ) (M) = (D20, ) (M) —

_ (]@c(v; o ¥

(Dn w

(_
—
W

~

(Dl')M

)(M)+

Do
* JV(MQM) (@— C(v ’) ,?, '{’x))) (51, 52) ag —

nl

j (c(” %) , 9, ¥, X)) (El, 52) dEl
(MQy)

(D1 u, ) (M) =

%), g, w,%)

o, ‘)) (M) — (D1 (o J (Do, 4, ) (M) —

- f wmny D1 (D20) T (Bl ) (61, ) A8y —

(D111 w°

’

97— X
- ,/ (MPy ) (” ") o7 0) (&1, &) dé; _((p(c(wl"),@, w,7) " x_?) (Pu)
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(D112% M) =

%), 9, ¥, 7)) (

= Dz, ) (M) + Bily (M) +

+(¢>" ! 2 )(LM> e-exp (— J (Dro)y) (M) —

(c("")rpk"ﬁf) x2—0 xl

— (e exp {(—J (D20)} - J (D2 By, ) - €xP {J (D20)})) (M)

(D122 40,0, 4, ) (M) = (Dina w0y, ) (M) —

R G ) L exp (— J (Do) () + o
(e (— J (D20)) - T (D2 Bk, ) -exp (] (Dao)y) (M)
(D222 Wi, 4, . y) (M) =
= Da e, ) 00 — (o(L0E02mm0))) o)
,;(Mo.,»( (D 1. T @k ,,x)))) (&1, &) d e —
- J o (D2 (@——Z‘_”’l";% ‘””")) (£1, &) A& — (———QS‘”“”]";"’ 0.2 1) (On) J

Demostremos ahora, que para todo (p, ¥, X) € B,, (‘;, !ﬁ, 7?) Cwn e
& " y cualquiera sea # € N estd definida la aplicacién compues-
ta foglwn, v,y = Dur.4 w5, para lo cual bastard probar que
g9, 0,9, (Dw) c A, v para ello procederemos por recurrencia.
En primer lugar, se tiene, segin se ha visto precedentemente,
que para todo (C®#, ¢, ¥, %) e @"" x B, (p, P,7%) se verifica
g9 o, w2 (D) € A, por lo que fijado (C*9, g, ¥, X) e " x
X B, (p, 7, %), la solucién al problema de Cauchy representado
por el sistema (4) en donde se suponen sustituidos u”
iy S T
D, w(,,,, %,2) | D> D w?.,,, w,2) | D), €Std perfectamente determinada,
y dado que se tiene:

1% (v r) 0, %)’
respectivamente por w(,,,, w,7) | D% »
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(VM) (M eDyn = | (J (Q}?c(”'“),q;,w,x))) (M) | =
0
- ’ fﬁ (o) P, g, v (1, £2) 48 ’ =

M
= ( fx! (rZa1) | QS(()‘("’Z),% v, %) (El: 14 (f], %M, sz)) | d&; ‘ <

S M| 0™ — 2 (FFm) | < M-9) >

G)
L)
b T(g
MG3L %)
P{ (c
] -5_ u p"
= A

se deduce sucesivamente [habida cuenta las expresiones (5)], las
desigualdades siguientes, validas para todo M € D . :

1 0
| %) g wny — Wig,w,n) | (M) =

- ! ff(MPM ) (J (P, g, w,)) (£1, &) A& d &, ’ =

- \ f;i,dfl f:r (J (B, g, w ) (€1, &) A&y

<M V rV 3\/ ” ,
M . _ — _
- <2\/3-M3) 2V6 M, 216

1 0
iDl u(c(”:”),%l}/,Z) — Dl W(p,w,7) | (M) —

SMv2ox <

— 1 f(MPM) (J (B4, 0,)) (€1, &2) dgz‘ <Moyx<

<\l A\l =
B 2Ve-M,” V2ve-M, 2V6
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1 0
| Da w0 g w0y — Dy Wig, w2y | (M) =

| - ’ j‘(Mom) (] (@?D(v,z),% W’Z))) (El’ 52) d‘fl ’ < 11[5"’2 <

<M, (\/2\/37-Mf= 2\7/6

] 0
| Diy the, g, w0 — D1 wig, w,) | (M) < |0+ J (e, g,,) | (M) +

f(MP,,,) ((D20) T (Peen 1)) (€1, &2) A&, ] +

+

+ ‘ ‘/ (M Py) @?C(v,z)’% v,%) (EI; 52) dEZ l S MS' L"V +

v
+MLvu+Mon<MiL ——
6V6- M, L

14 4

Ms-L\/ _’ \/ 4 M T
" 6V M, L Vever, L T eVed, zVe

1
| -D12 u(c(ﬁ,%)’q,, v D]2 w(()% W, %) | (M) = 1] (Q)?c(,,’,,),% W,Z)) | (M) S

4 4
<M,v<M,- —
N 2V6-M, 2V6

0

|

| Doz 4iete:, 4w, — Day iy, ) | (M) < ; (M) +
D
((MQ )(@LZQ J (@, '1’»"))) (&1, &) d& |+
J My :
@?5(11,’1) _—
+ MQ )(_—éu) (&1, &) d& | <M, -L-v -+
M.

7
MgLv24+M-Lv<M+L—"
+ v2 + v 6\/-6_-MS-L+

., \2
MS'L(\/—_—r———) MSL 4 — 7_
- Veveu,z) * 6V6M.- L 2V6

resultando, como consecuencia de ellas, que para todo M €D, p.»
[teniendo en cuenta ademads (16**) del n.° 11 de la INTRODUCCION],

se verifica:
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I B, g, v (M) — Hy | < || Bt g 0,0 (M) — Bpwn (M) || +
+ 1 Biepwn (M) — Hy || < || (oo, w2 — W,w,n) (M),
(D; i), , 2 12D Wy, w,1) (M),

’

(Djp tietv,0,,2) — Dy 0y, ,) (M) || +

(7,k 1,2;7< k)
4 7 \2 4
_S 6 - —]——:7))
+2 \/ (2\/3) 2

— o~

B, g, w0 (M) € B, (Hy) »

es decir:

lo que entrafia:

G g,w,0) (Do) €U B, (Hy) c U B, () = U B, (H) = HO ¢ A»

MeD(v,x) MeD, He 7o

y dada la arbitrariedad de (¢, ¢, ¥, %) € &% X B, (9, ¥, %), se
puede poner:
V0, g,w,) (€9, 9, ¥, %) € &4 X B, (p, T, %) =
= Ezc(”"‘),'r, w5 (Do) € HO € A) » (6)

Supuesto ahora que exista un neN — {l} y un (ct™, @, P, X) e
EE " X B, (5, ?’, 7) tal que para todo seN con 1 <s < — 1, se
verifique la relacién: g ex, w2 (D) € HOC A, se tendra’. prime-
ramente que estd definida la aplicacién compuesta <15( ), g, 0,0) =
=fog g(c(y ), g wy» Y €0 consecuencia, la solucién al problema de

Cauchy representado por el sistema (4) estd perfectamente deter-
minada, y dado que es cierta la relacién:

(VM) (MED (r,%) = | (]( (c(—" ), g, 'I’Z))) (M) | —
(E M) Q’(:E;,lx)’% %) (&, &) d& ' <

S| L | P E1on (1, ) | 281 | <
<M | = () | < M, 9)»

se deduce sucesivamente, habida cuenta las expresiones (5), las si-
guientes desigualdades vélidas para todo M eD,p,» :
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ura(v,n),w, w5 w(()«r, vy | (M) = ‘ f (MP_:.,QM) J (@:’c(}},’),% Y',x))) (&1, &) A& d&, | =

= | [¥ ae [ U @5k ) 1 8 s | <M, 92-n <

3 5 3
Slws'\/( —C ) ’\/ __7 = 1’_
2V6 M, 2V6 -M, 2V6

‘ f(M PM) (c(” g awn) (61, &) dé | <

0
' Dy A — D, Wp, ¥, %)

(%), 0, ¥,2)

‘ “VaveMm, Vavem, 2Ve

. i B
‘ D2 ’lt(c\” #) , 0, ¥, X) D2 w(()'Py v, %) (ﬂ/[) = ‘ J M0y (] (¢(c(v,17.)’,p, ‘I’,Z))) (51, 52) d&l l S
—, \2
SMSO/VZSMS(\/ .7’_ ) _ 1’—
2Ve M) 26
’Dll“c(vn)qu,c) Dy w?qy,'l’,x) M) < }Q~ @(C(vx) R | (M) +

+ y j o (D20 T @b ) (6 £ 4 | n

- ”1 [ . . . . . .
+’](MPM) (EI’EZ)dézlng_,LV—{—MSL»Vx_i_MSxS

), 9, w,2)

7 7 y
o 6-\/6-MS-L+ 6V6-M,-L 6V6 M, L

+ M

. 4 - 4
T 6VeM, 2V6
| D1z %o, 4, 0,5 — D12 W, wn | (M) =1 ] (di(c(”) w) | (M) < Mow <

4
<M5’ — = —
N 2V6 - M, 2\/6

‘M}

(M) +

0
' Dy Ui, 4, 0,7y — D22 Wia, w1

. Die
+ U(Mom( 912 ]@(c(' ), g, m))) (61, &) &

Do
* i j(MoM) (“Tm) (61, &) d &

SMS.L.V‘{_MS.L"Vz—I_Ms'L.'V g
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—  \2
4 4
<M+L-——— 4+ M,-L- _r
- 6\/6-MS-L+ (‘\/6-\/6~M5-L)+

4

M, L — =
* 6V6-M,-L 216

obteniéndose para todo MeD,»» [teniendo en Yuenta, ademds,
(16%*) del n.° 11 de la INTRODUCCION], la relacién:

N B, g0 (M) — Hy || <11 Boem, g0, (M) — Biop oz (M) || +
+ 11 By (M) — Hyg | < || @, g0, — 0% w.) (M),

0
(D; e, g, 0,0 — D Wi, w,) (M), (Djp i), 0,0 — Dy 00y, w, ) (M) || +
(i=1,2) (1, k=12, < k)

4 r \? 7
+§S\/6'<2vg>+§=7»

(VM) (MeD.o. = Zewn, g0, (M) € B, (Hy)) »

es decir:

lo que entrafia:

~

« &, g, 0,0 (Do) cU B, (Hy) c U B, (Hy) = U B, (H) = HOc A»
HeFo

c
M€ Dy, MeD,

y dada la arbitrariedad de (¢, ¢, ¥, %) € 0% X B, (p, ¥, X) es
valida, asimismo, la relacién:

AV, g,w,) (€, 9, ¥, 2) e 209 X B, (5, B,7) -
= _g)zi(v'x)yw» ¥,x) (Dc(v’x)) c }IO Cc Jq) »
Puesto que para # = 2 son ciertas, en virtud de (6), las hipétesis

de la recurrencia, el resultado obtenido es completamente general
quedando asi establecida la validez de la relaci6n:

«(vn) (neN = (Veo,6,02) (€9, 9, ¥, %) e ¥ X B, (3, T, %) ~
= B, 0, %2 (Do) € HOc A)) »

resultado que demuestra que cualquiera sean neN, Ct% e P09 y

(¢, ¥, %) €B,, (p, P, 7), esté perfectamente determinada la aproxima-
cién u(,x, 4, w5, cuya expresién asi como las de sus derivadas pri-
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meras, segundas y terceras vienen dadas, para todo Me D, = por
las férmulas (5). [Obsérvese, que, puesto que:

Hy = (M, w0 (M), (D; %) (M), (Dj 0°) (M), ¥ Bt g, (M) =

i=1,2) Gk=1,2;7<k)

= (M, uir), g, 0,2 (M), (D; wie 9, ,2,) (M), (Djs “(c(” #),9,,1) (M),

(i=1,2) Gk =1,2}<k)
y consecuentemente,

| B, g w0 (M) — Hy || = || (o990, — ©0) (M),
(D e, 9, 9,2 — D %) (M), (D,, 7"(c("”‘),w,?’/) D,, w%) (M))]|,
(1=1,2 (7,k=1 2,7sk)

se sigue, teniendo en cuenta lo precedente, que para todo
(n, @, ¥, %) eN X By, (p, ¥, X), y cualquiera sea C** € &£ asi como
M € D%, se verifica:

| W), gy 0,2 (M) | < | @0 (M) | + | 0,4, (M) — w0 (M) | <
< | @0 (M) | + || Bows,p 0,0 (M) — Hy || < | w0 (M) | + 7,

y andlogamente:

| (D, o, , ) (M) | < | (D; w0) (M) | +7;(6=12),y
Y | (Djp thg,0,w,1) (M) | < | (Djp 00) (M) | +7; (j, k = 1,2)]

4. CONTINUA PROLONGACION DE LAS APROXIMACIONES Y DE SUS

DERIVADAS PRIMERAS, SEGUNDAS Y TERCERAS A D = U Dge» — Es
C(v_z) € C(v,n)
valido el siguiente:

TEOREMA 1. — «Para todo #» € N y cualquiera que sean (¢, ¥, X)

€ B,, (p, P, %), existen sendas funciones ", y ,, % , t(%.,,x), “ kik(w,k",x) y
1=

u* bartp, 7.2 definidas y continuas sobre D = U Dc(l,r) que para todo
(b,g,7=1.2) C(v,#)€C(v,%)
C»* e ¢ ##), prolongan con continuidad, respectivamente, 4" #. 4 ),
D; “ (c("”’) @ ¥.%) D k“ (c(""‘)q’ vy Y Dpgnt” (c(" A gwy & D = UDx.
(i= (prgr=1,2 cv) e %)

Para establecer d.tcho TEOREMA, demostremos previamente este:

LeMA. — «Sea 7 € [74, 78] > % (r) = (% (#), #2 (r)) eR?, la funcién
vectorial que define el arco C. Para todo M e D, — M, si Cy =

= U {(%1 (#), #2 ()} [con #La, yPu, 7% teniendo el mismo significado
relmin{rLat,sPu, /00y, mx{rLat yPat,/0m})
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que en el n.0 11 de la INTRODUCCION], denota el sub-arco de C
definido por la restriccién de la funcién vectorial 7 € [#4, 78] - %(7) € R2
considerada al intervalo [min {rZx, 7Pu, 70u}, max {rlx, yPu, y0u}],
(sub-arco C, que evidentemente es de la clase (I') contenido en G

relativamente a la ecuacién diferencial ordinaria d_2 = 0i¢ (%1, %2)),
X1
se verifica que M e D, ».

En efecto, se tiene evidentemente, que:

@hu e [min {rLy, yPu, yOu}, max {rlu, yPu, 70u}] y (x; (rF), 2™, x,M)

ea’y x(ru) = p (% (rFa), %M, xM)»
es decir, se verifica que:

M=(xM, x,M eCGy (37) (v € [min{rlu, 7P, yOuy, max Ly, vPu you}]y

Y (@1 (1), ;™ M) e @'y %3 (r) = p (%1 (7), 217, 25M))»
relacién equivalente (n.° 9 de la INTRODUCCION) a la:
«M € Ec,» (7)

Por otro lado, dado que M €D, — C ¢ D,, se tiene, como con-
secuencia de la propia definicién de D,, que son validas las relacio-
nes:

«(vx1) (%1 € [min (%™, %%}, max {x;M, x%}] = (21, x,M) € €, c_G—) »

«(Wx2) (%2 € [min {x,M, %Py, max (%M, %P0} ] = (6™, %) € E, € G)»

y puesto que, por otra parte (segtin se demostré en el n.0 10 de la
INTRODUCCION), las aplicaciones: x; € [min {x,", x,%}, mix {x,,
%1%}] = b, (%1, %M) € R, ¥ %, € [min {5, x,Pu}, max {i,M, x,Fu}] —
-, (1™, %,) € R, definen sendos homeomorfismos, la primera del inter-
valo [min{x¥, x,%}, max{x,™, x,%}] sobre el intervalo [min {Lax, 7%x},
méx {r’u, %)) c [min {rlu, yPu, Ou}, max {rlu, vPu, 7ou}] y la segun-
da del intervalo [min {x,", x,Pu}, max {x,™, x,Fx}] sobre el intervalo
[min {La, yPu}, max {rlx, vPu}] c [min {rLy, yPu, yOu}, max {rlu, yPu,
791}, son validas, consecuentemente, las relaciones:

21 — Collectanea Mathematica
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«(w#x1) (% € [min {x¥, %%}, max M, %907 = (%1, %) eGy
y 7 = h, (%1, %) € [min {#Fy, yPar, y0u}, max {plu, vPar, yQu}])y
«(W%2) (%2 € [min {xp¥, %}, méx {x,¥, 2Puy] = (%M, %) € G y

yr=h, (0™, %) € [min {rFu, vPu, you}, max {plu, vPu, yQu}])»
y puesto que [Véase (*) del n.2 9 de la INTRODUCCION]:

@ = h, (x1, %) ~ (% (), %, %) e A" y %, (r) =

U
@ = h, (%", %) = (%1 (7), %", %2) € Q" y 23 (r) = p (%1 (7), %1, 22)»
se sigue de todo ello la validez de las relaciones:

«(yx1) (% € [min {x¥, x%}, max (7, %001 = (%, M) eG y
y (37) (v € [min {#fa, lu, yOuy, méx Flu, yPu, you}] y
Y (6 (), 5, M) € & Y 1 () = p (1 (), %, 22M)>
«(¥x) (%2 € [min {x,™, 2P}, max (1,7, 1Py ] = (64, x,) €G y
y (37) ( € [min {La, yPu #Qu}, max {lu, vPa, y0}] y

y (1 (), ;Y ) € @'y x5 (1) = p (%, () %17, 2)))»
las cuales equivalen, respectivamente, a las:

«(vx1) (¥ € [min {x™, %%}, max {xY, x,%}] = (v, %) € Ec )
y

«(vx2) (2 € [min {xY, %,"0}, méax %Y, 20} ] = (M, %) € L

es decir, teniendo en cuenta, ademds, (7):
¢ M VoM M T
«‘,W € EC_;[ y U \(xl’ x2‘ )} = J/[QJI/C g(,'_;l y U {(xl‘ E] -’52)} = ‘MP.‘M C gC_.u »
x€[min{x; 7 ,,r10.11 }oméax{x ¥ ] H xe[min{v, ¥, x, Py }max{z, M b a1}]
y en definitiva se verifica:

«M € Dg,»

de acuerdo con lo afirmado en el LEMA.

[Observemos, que si C' € C y C"” ¢ C son dos sub-arcos cuales-

quiera de C, tales que C' ¢ C”, se tiene trivialmente: £, c £. vy
y D s C D c”]'
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Sentado esto, sean (¢, ¥, %) € B, (@, P, Z) y (Cxoa, CHx04) g
& A x ",y consideremos las aproximaciones #! et gy ¥V
ul(cxx(v), 4,0, correspondientes. Si M € Deavod N Dessv, son posibles
los dos casos siguientes, mutuamente excluyentes:

1.0 M € Desrs A Dewavn v M e C
2.0 ]‘./[ EDc*(”ﬁ) n Dc**(":“) y ﬂ{ ¢ C

En el caso 1.9), se tiene M € (Dget N C) A (Dewst 0 C) =
= C*t» q C*¥*0» vy consecuentemente:

W o r4) g, w0,) (M) =1 (castri) g0 (M) = @ (M) y (D; Ul (a4, ,0,) (M) =
= (D1 ! castom g, 00) (M) = ¥(M) v
Y (D2t cstv) g ) (M) = (D1a ! (cust),g,00) (M) = X (M)»

asi como:

Dy u! (cstr4) g, 00) (M) = (Dytdcortoin g wry) (M) 'y

Y (D1 co,6,w,) (M)’=1 Z(Dn- ulcenA gw) (M) =y
(i=12)

y (qur wl(cr4) g, (M) :I(ZDqu ul(cretv) g, w,) (M)
(P,g,r=1,2)

[ya que los valores de la solucién # al problema de Cauchy definido

Dipu + ¢ (%1, %) (D112 %) = @ (%1, %2)

e w (M) = ¢ (M)
por € sistema ¢ (Dyw) (M) = ¥(M) s MeC |
(Dyz) (M) = 2 (M) 5

y de sus derivadas Dy % y Dy, % en un punto M del arco C sobre el
que son dadas las condiciones iniciales, determinan, como se sabe,
los valores en dicho punto M de las restantes derivadas primeras,
segundas y terceras de u].

En el caso 2.9), se tiene, como consecuencia:

«M eD, — C»
por lo que, en virtud del Lema precedente [poniendo

Cu = U {(x1 (), %2 (7))}]

re[min{rLy P, M,yQM},mé,x{rL.u,,-PM,yQMH
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se verifica:

«M € D¢ ,»
Ahora bien:

«(C*(v,x), C**(v,z)) e (g(v,x) X %(%x) <= (3 (7’1*: ro¥, 7 **, ,,2**))

(1, r2¥, 7**, 7*%) € [r4, 7P] X [r4, 5] X [r4,75] X [r4,75] y

YO <7 — 7 < 00y 0 <y — oy < (0 y OB —
U {(x, (7), %2 ()} ¥ C¥*C = U {(xy (), %2 ()})»

r€[r1*,72%] 7€[71**,72%¥]

y si se pone 7y = min {rlu, yPu, ¥} y 7, = max {#Lu, rPi, 70},
puesto que se tiene:

@y — 71> 0y [r1, 7] € [71% *] n [7**, rp**)
se sigue de todo ello, que:

W(ri,m) €[rh, Bl X [r4, 7Bl y 0 <1y — 1y < 80 y

y [ru 7l € [r*, n*] n [r*%, %]y
por lo que se verifica:

€y = U (1 (), 22 ()} € G4y Coy © CHo 1 Cortemy

7€[r1,72]

lo que entrafia:
«CM € g/‘(”’y) y M EDCM c Dct(”:") n D Cat(":")»

Pero MI(CM 2, W,5) %l(cv;(”:“)%qf’znpcﬂ y MI(C"(V’;‘):%'[’;X)IDCM son SOIuCiOHeS
del problema de Cauchy definido por el sistema:

Dy1p w0 (%1, %) (D122 ) = DO (x4, %) =f (%1, %2, wo(qa,'l’,x)(xl’ %2),

(D; 00,w,) (%1, %2), (Djr @04, wn) (X1, %2))
i=1,2) (i, k=1,2;7<k)

u (H) = ¢ (H)
(D1 w) (H) = ¥ (H) y H e Cy,
(D12 w) (H) = 2 (H)
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por lo que, en virtud del Teorema de Unicidad que se establecié en
el n.0 11 de la INTRODUCCION, se verifica:

Wiy, = W Co02) 0,00 Dey = WhiCrso) g, Dy >

Dty 000) = Dyt ca0) g 101)Desy) = D contv g wrypey)® 6 =1,2) |
Dt cy0w0=Din (" a6 9 11D2) = Dy (1 oo g, w2 D) (7 =1,2) (
Dy WG w0) = Dpgy (U!(co0) g0 1yDey; ) = Dpg, (18! () g, 9 0) Doy ) \

(#,9.7=12)

y en particular:

Wl ios0 g2y (M) = Whicast) 4oy (M) Y «(D; ) a0 gy i) (M) =

= (D, U cnnli) g o) (M) ;5 (2 = L2y y «(Dy U a0 g i) (M) =

= (Dj W cati) ) (M) 5 (7.8 =12) v (D, U a4 4w ) (M) =
= (Dypgo 1! (crst0 g w ) (M) ; (P,q,7 = 1,2)».

Asi pues, en los dos casos 1.9) y 2.9) se ha demostrado que los va-
lores en M de u!cstvn) g wyy v de ! castn) gy ¥ de sus derivadas pri-
meras, segundas y terceras correspondientes coinciden, y dada la
arbitrariedad de M € D¢ N Dguat#, se concluye que es valida
la relacién:

«ul(c:(”l"),w,gv’x)mcu(”:")npcu(”:”) = ul(C**(””‘),q;,llf,x)]Dg‘("’”)an"(””‘) »
y
«(Diul(cm(vﬂ),w’ ‘}',Z))|Do*(””‘)r\Dc‘*("”‘) = (D, %l(cu(“’»’f)’%y’x)) IDo‘(v”‘)r\Dc“(””‘) »
(¢ =1,2)
Y (7%)
«(Djkul(c*(”"‘),q:, gr,x)) |Dg"("”‘)an*"(””‘) = (Dikul(cn(l’;")y% vy,x))IDo* (V:")npcn(ﬁ’:") »

(7, = 1,2)
y

(((qu,ul(c'(”,")% w,x) ) 1De* (%) A D4 (%) = (Di,q,ul (cu(”:%)o,' w,x)) |D0-t(”;’¢) ADg* )

(P: 9,7 = 1:2)

Supongamos, ahora, que para un # €N las restricciones de
Ucst#) pwy Y de sus derivadas primeras, segundas y terceras a
Diuvsd 0 Deawtvw) coincidan con las respectivas restricciones de
UWices¥) o wyy ¥ de sus derivadas primeras, segundas y terceras a
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Dcuvt 0 Deuntvin, v sea M € Deatvd N Dgentvd Como antes, conside-
remos los casos: :

1.0) J‘r{ S Dct(”;z) n Dc**(”:”) y M € C
2.0) IM € Do&("ﬂ) n Dcn(";z) y ﬂ/[ ¢ C

En el caso 1.9) se tiene:

WM € (Dm0 C) N (Demivi N C) = C*# q CF*y
y por tanto:

«M(c*("/).p-p,g)(M) (c**(” /)q;v,u,g)(ll) =@ (M) (DIM(CM/)(,,W,)) (M) =
= (D1}, ) (M) =¥ (M) y (Dipu, ) (M) =

(c**(""‘) ?, %)

(D12 %

(C*(v,y) @,%,%)

) (M) = % (M)»

(C**(’ )., W, %)
asi como:

(DZ %(C*(” %) 0, ¥ x)) (M) (DZ %(cu(l',%) ' lyx)) ( ) (Dn u(c:(!'ﬂ) @, x)) (IW) =

(i=1,2)

=(D;,u" J(M) v (D, 1t b Y(M)»

(C*()g, wy))

(M ) (D bar

((-xn(i’:") 0, 7,X) Par—1.2)

(f**(* ) 0, 9,7)
En el caso 2.9) se tiene que:
«M eD; — C»

por lo que en virtud del Lema anterior, poniendo C, = U {(x(7),
7Ciry,72]

%5(7))}, (con 7y = min {rla, »Pu yu} v 7, = méx {rlx, vPu ¢Qur}), se

verifica:
«M € D¢, »
y ademds, segin se ha visto precedentemente:
(Ch € @A y Cy © Cxo# [ CribAy
lo que entrafia:

«M € D¢, C Dcstw) N Deastvd»
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Ahora bien, en virtud de la hipétesis de la recurrencia, se verifica
como consecuencia de la dltima relacién:
W (e g Doy = Wicest g wniey T (D Wice) g0 iDey 12
i=

= (D; w (C**("’”’,cp,w,m)loeu v (Dje 1t (C*("""’,q),w,x))lD”{- it 2)
(7,r=1,

= (Dji " (o207 g,12))Deyy »
por lo que:

(((V (xl, x:)_)) ((xl, xz) e DCM => f(xl, X9, 11/”'(5*(1’,74),%5(/,1)(%1, xz) (D u" (c*(vﬂ’)) @ vpy))

(i=12

(xl, XZ), (D k“ « *(hf'igtpy)) (xl, xz)) =f(x1, X2, H"((;**(V,.u),,p’w,z) (xl, xz),
(1,h=1,2;j:2k)

o (D W cantv) g ) (%1, %), (Djp Wcsstem), o w) (%1, %2)))»
(1=1,2) (7,k=1,2;7k)
y por tanto, si I': D, € R* - R denota la aplicacién asi definida:

(1, %) € Doy — T (51, 23) = f (81, %2, Wicr0) gy (51, %),

(D" co) g,w,) (%1, %2), (Djp o0 g, 0,0) (%1, %2)) =
(i==1,2) (1:k=1,2;7=

— f(xl, X2, u" ((_‘**(v,z)'%w,l) (xl, XZ), (DL s (quiv,zi;),%\p,x)) (xl, xz) ,
(=1,
(Dji t"(contvin) g,10) (%1, %2)) € Ry
(1,k=1,2;7:.k)

y ! son soluciones del

c*(’v) 2, %,7)| Deyy (C**(¥%) o, w y)|Dcy,
problema de Cauchy representado por el sistema:

Dyyau + 9 (%1, %3) (D122 1) = F (%1, %) )
u(H) = o(H)
(D) (H) = ¥(H) ) HeC
(Dyou) (H) = %(H)

lo que en virtud del Teorema de Unicidad (n.° 11 de la INTRODUC-
CION), entrafia:

se verifica que #

n4-1
(C** P10} Doy

y
=D, W, WG = 1,2)

(C**(59) 0,00 | Dey
v )
= Dy, (u (7, B = 1,2)

C**(":") ¥, %) | Deyy

y

]

(C*0M) W Doy =

»

«D((

C*(7%) g, ,71) II)cu)

«Dj, (),

C*<" ), ¥, l)lDfu)

+1 n41
«D par ( 7;:*(1#),%!1!,1)]00,) =D bar (u'(C**(”J"),qz,‘P,Z)[DcM) » (]5 » 4,7 = 1’2)
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y en particular:

Wby g M) = (M) 5 (D, by ) (M) =

(C**(77) 0, ,7) C'(""‘),w, w,%)
(i=1,2)

= (D, ut! ) (M) vy (D, w5, ) (M) =

(C** (%) 0, w,x) (C*(PH) g, w,x)
(7,k=1,2)

= (D]k %(C**(y'x)#’ ‘1’/)) (M) (qu, %(C"” ) @ 'I’Z)) (ﬂ/j) =
(p,9,r=1,2)

= (Dygy Uygan ) (M)»

(02,0,

En los dos casos 1.9) y 2.°) se ha demostrado que los valores en M
de %?Ct(lv,z),% vy ¥ de u:’cti(,,x)’% vy asi como los de sus respectivas
derivadas primeras, segundas y terceras coinciden, y dada la arbitra-

riedad de M € Do N Dgaat), se concluye que es valida la relacién :

UG, 0, 0, 1Dp0,2) Dy = oo, 11Dt N Do
«D; “?ct(lv, %), o w,x))ch*(v, #) O\ Dorn(v,n)
= (D; “?c-tl(v ), o, w,x))mc*(,,n) A Drs(o, )" (0= 12)
y
«(Dy, “( ( ), o, W x))IDc*(y’y) N Dpss(,n)
= (D thyginie ) ,, #.0) Dgatr) A Dty (T2 B = 1.2)
y
(qur c*(v %), g, @, t))|Dct(v %) N Dpxx(y, n)

_ n+1 _ |
- (Dqu u(cn(v,x),% 'i’,x))[Dc*(,,,z) N Dexx(y, ) » (P: q,7 = 1:2) I}

Puesto que para # = 1 es cierta, en virtud de (7*), la hipétesis
de la recurrencia, el resultado obtenido es completamente general y
vélido para todo # e N. '

Por otra parte, (p, ¥, ¥) € B, (p, @, %) y (CHm | CH**ix) e
€ " X "% son completamente arbitrarios, y en consecuencia
se verifica la relacién:
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(v (@ 7. 0) (9. ¥, %) €B,, (9. 7, %) = (vm) (neN =
= (V(C“(”:") (Ju(v,%))) ((C* (v,x), C**(v,x)) € g(v,x) X g(w,n) =

= las restricciones de u], D; u Dj,u

(C"(" ), 9, ¥, ) y
E=172)

(c*%), o, w, 4); (c*n¥), g, @, Z)(’
Y Dy, “(cdv 0,07 & Desvm n Dcu(i « son respectivamente iguales a

(p.g,7=1,2)

n
las restricciones de #, D, u(cn(,, 9,0, 9,2y DitWicons,%), g, vy Y

=1,2) (G, k=1,2)

y qu, (C**(y,g) ° 1) a Dcs(v,x) n Dcn(v,x))))))
($,9,7=1,2)

(C**% %) o, w, 1)

la cual entrafia, que para todo (¢, ¥, X) € B, (p, ¥, ~) y todo n €N,
existan univocamente, sendas funciones u(, v 4, %; (7.2, Ui (o, wn) Y
(=12 (,k=12)
Y Uper(s, w7, tales que para todo C** e &®» prolongan respectiva-
(b,q,7=12)
mente, u(C("”‘) ®, ¥, %)’ D u(c(":*) @, ¥,%)’ le”(c(” X, 00,7 I Dﬁqru(c(”:") @ ¥,%) a
(i=1,2) (i, k=1,2) (b,9,7=1,2)
a D=UDg».
cv %) ¢ clv,%)
Pero ademds, para todo (p, ¥, X) € B,, (p, . %) y todo # € N,

se verifica que dichas prolongaciones u, y,y), u,(,,,-y,), Uik o, 0,0 ¥
(1=1,2) (1, k=1,2

Y Upgr (g, w,2 Son continuas sobre D = U Dsi.4.
(b,q,r=1,2) c, ")CC(” #)
En efecto, consideremos dos casos:

1.0) Ce¥™, lo que entrafia D;c UDg.9 = D c D¢, y por
C("’ %) € C(v, %)
tanto D = D;. Puesto que para todo #n € N y todo (C®», ¢, ¥, X) e

e "" x B, ((?, @, 7) es u, continua sobre Dg %, y la

(€ %), g, w7

o
restriccién al abierto Dgx es tres veces conti-

(Cc® %), o, W,x)|l‘5c(,,,n)
. . 2 . .
nuamente diferenciable sobre D t», con derivadas parciales

n
122) < (ct»#),q, w,2) 0 o x)> G, lekZ) (“(c(v:x),,p, v, z)w"c(,,,‘)> y
D Ui, 5 o )
ar ( (C0" ), 9, ¥, 1)1, 5,5

prolongables univocamente con continuidad a Dqt» [prolongaciones

que como hasta ahora denotaremos asimismo por D,u
(i=1,2)

(€%), 0, %)
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n n ) ) 7
Dy, W), vy Y D,,, W), g w,n) Y dado que C € &4, asi como
(7, k=1,2) (P,q,7=1,2)

D; = D, se sigue, en particular, que para todo #n € N y todo
(p, ¥, %) € By, (p, W. X), es uc,q, v,y continua sobre D) = D, con res-
s iz n ° n ° n ° . 2 2
triccién U(C,p, ¥, 2)|D = U(C,q, ¥, 1)|0, = U, ¢, v, 1)U D (s, ) al abierto D = DC:

c %) ¢ v, %)
. . Q .
tres veces continuamente diferenciable sobre D, con derivadas par-

ciales prolongables con continuidad a D = D..
Ahora bien:

«(VC(””‘)) (C(v,n) = (é;)(l',x) - Dc(p’ % C DC — D)))

lo que entrafia, en virtud el Teorema de Unicidad, (n.o 11 de la
INTRODUCCION), y procediendo recurrentemente, la validez para
todo n e N y todo (¢, P, %) € B,, (¢, ¥, %), de la relacién:

«(VC(”, ")) (C(”’ =) € {/é}(v’ ) o u(nC,q:, ¥, 0)[D (v, %) = %:‘C(’” %), o, ¥, %) y

1 n n n
Y (Ditic,e,w,)iD,0, = Ditheo,m 4wy T (Dixthic,e,,0)D,0,9 =
(i=12)

n " n
= Dj, Yic ), g w0 Y (Dpgr ic, 5, 2,2))10,6,) = Dipar Uictr) g, '!',1))»
(i k=1,2) (p,g,7=12)

: n n n n
es deClI, W(C,p,%,7), Di U(c, o, %,7), .(D]-k Uic,p, v,z Y quy %(Cz-)% ¥, %) son
(i=1,2) =12)

ik ,0,7=1,

tales que para todo C®* e &»% prolongan con continuidad, res-
pectivamente,

n 7 n n .
u(c(v, ), g, ¥,1)’ D,—M(C(u, %), g, ¥, %)’ Djku(c(v, ), g, ¥, 7) y D{,q,u(c(,-,z)’ ? 7, %) a D—Dc,
(=1,2) (7, k=1,2) (P, q,7=1,2)

y consecuentemente, para todo # € N y todo (¢, ¥, %) € B, (p, ¥, %),
se verifica :

n n n n S .
g, w,7) = W(C,0,0,0) T Wi, w,0) = DiUic,p, w0y Y Uik(p,w,n) =
) ) S

i=1,2)

£ n n
= Dy uic,p,w,2) Y Upgro, %, = Dpgy ic,0,2,7?
(i, k=1,2) #,9,7=1,2)

lo que prueba la continuidad sobre D = D.. para todo neN y
todo (¢, ¥, %) € B,, (p, P, ¥), de las prolongaciones %, v, ?Z’(?,ng,x;,
i=12)

» Wikig, w7y Y Upgr(p,w,n construidas precedentemente.
(7,£=1,2) (p,q,7=1,2)
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2.9 C ¢ @A Sea xM* = (x;M*, x,M*) = M* € D = UDgv» ; se
C(”x #) c C(”x #)

verifica que:
«(Featnm) (CH0# € (72 y M* € Do) y C¥0AcC y Cx04 £ C)y

Denotemos por »Fu*, #Px* y r%r*, respectivamente, a A, (¥ M%),
’ (4

-1 -1
X1 (%) ¥ x5 (%"). Subdividamos el caso 2.°) en los dos sub-casos
siguientes :

2.0a) A < min {rFat, yPu”, Oy < méx {plat, yPa*, yQuy < 7By

2.0b)  «(r? = min {rka*, yPu*, y0u"y <méax {plu”, yPa*, yOu™y < #B) §

6 (r* < min {rkx*, yPu*, 70"y <méx {rFa*, yPu*, y0u*y = yB) )y

[No cabe la posibilidad #* = min {r-v*, yPx*, y%x%"} y rB = méax {rlx*,
rPa*, yOu™y | puesto que designando por 74c*(#), 7Be*x) las extremida-
des del subintervalo de 74, #B] cuya restriccién al mismo de la apli-
cacién 7 € [74, 7Bl — (%, (#), %, (r)) € R2, define el sub-arco C*®%, se
tendria: 74 <#do* 9 < min {#la*, #Pu*, 01"} = 74 < yB = max {yln*,
rPa®, yQu"y < pBe*mx) < #B, lo que entrafiaria: [#4c*(x, 7Be*(n»] =
= [r4, #], y en consecuencia: C = C*®* e ("% 1o que contradice
la hipétesis C ¢ 791,

En el sub-caso 2.°a), pongamos: ¢ = min {rLls*, yPu*, 70"} —
— 74 e Rt — {0}; ¢ = 7% — méx {rlv*, P’ #0"y e Rt — {0}, ¥
y T = 0"® — [max {rLa*, yPu*, yOu*) — min {yLx* yPu*, y0i*}]. Puesto
que: max {FLa* yPar*, y0u™y —min {#la®, #Par*, yQu™y < yBe* (nx) —pdo* (v,0) <
< 0"# (por ser C* 4 g ¢7%) se tiene asimismo v € R — {0}.

. . T .
Sea ademds ¢ = min- }a’, o', = € R™ — {0}.
| 3
Se verifica, en primer lugar, que:
@4 = min {rru*, vPu*, y0u"y — o' <
< min {rka*, yPu*, y0u*) — ¢ < max {FLa’, yPu*, Oy ¢ <
< maéx {ylu*, vPu’, y0u™y 4 o' = rBy
y
«(max {pla*, vPu®, yQu™y 4+ 1) — (min {rla’, ¥Pu”, y0u™y — ) =

= [max {#lx*, yPu* o™y — min {pla’, P yOu* ] 4+ 24 <
L )
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o, , 2
< Tméx {rlu®, yPu*, yOu*y — min {rla®, yPu*, yOu*y] + 37 <
< [méax {rtx*, vPu*, y0u*y — min {La*, yPu*, 79" ] 4+ 7 = §nxy
por lo que:

«(min {rla®, yPu* yOr*y —y, max {yLu*, yPu*, rou*y 44) € [74,7B] X [r4,7B] y

y 0 < (méx {rka®, yPu, 70"} 4 1) — (min {rlu®, 7Pu*, y0u"y — ) < 56y
y en consecuencia, la restriccién a
[min {rfu®, Px*, yOu*y — 1, max {rLx*, rPu*, 7ou*y 4 4]

de la aplicacién 7 € [4, 78] - ¥ (r) € R2, define un sub-arco C®* e
€ "% de C del tipo (v, x).

En segundo lugar, en virtud de la continuidad sobre &, de la
funcién %, asi como de la continuidad sobre R, de las aplicaciones

-1 -1
X10p71 Y %30p7;, se puede poner:

“3e1) (1 eR*— {0} y (v M) (M € B,,(M*) n D c Bo,(M*) 0 (E,n Ryp) =
> [Pt — o= R (M¥*) — o <h, (M) =rlu < h,(M*) +1=75*+ ] y

y [P0 — 1= (g opn) (M*) — o < (z10pm) (M) =

= 7P < (o pry) (M%) + o= 7P 1] y
Y [P — 1 = (vyopr) (M*) — ¢ < (20 prs) (M) —
= 7% < (;zloprz) (M*) + ¢ = %" + 4]))» (8)

y consecuentemente, se verifican para todo M € B, (M*)nD, las
desigualdades :

«min {rLa, rPu*, y0u*y — | < ylu* — ¢ < vlu < plu* 4 <
) b . —
< max {rlx*, vPu*, y0u*} + o»
«min {rlu*, yPu®, y0u®y — ¢ < yPu* — | < yPu < vPu* 4 <
) ) —_—
< méax {rLu*, yPu*, y0u*} + 1»
«nin {rku*, rPu* y0u*y — ¢ < p0* — ¢ < PO < Ot 4, <
) ) —
< max {kx", yPu”, v0u*y 4+ 1y
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las cuales a su vez entrafian :

whu e min {rfu*, yPu*, yOu*y — i, max {rla*, yPu*, 79"} 4 1y
wPu e Jmin {rlu*, yPu*, yOu*y — 4, méax {Lu*, yPu*, 791"y 4 4[»
@ e lmin {rlu*, yPu*, yOu*y — i, max {rla*, yPu*, 7%} 4 ([»
y por tanto, poniendo C, = U{(%; (r), %5 (#))}, es valida la relacién

r€[min {rZuy, 7P ar, 7Oy}, méx {rLu,rPu, 791}
(Véase el Lema de este n.9):

«M € D¢, c Dge»
[En el supuesto M ¢C; si M €C, se tiene trivialmente:
M = LM = P" = Q¥ ¢ Ct* ¢ D]
que junto con (8) establece, a su vez, la validez de la relacién:

“3e1) (1 €RT — {0} vy B, (M*)nDcDzon)

de la que se deduce:

(Vnpwn) (0, 9, P, %) e N X B, (p, T T »
= (VM) (M € By (M*) 0D = tfy, 1) (M) = iz, o (M) 'y

Y %ip v,z (M) = (D; Wi, 4, wzy) M) Y Uk, vz (M) =
(=12)

= (Diku':%(i',"),q;, v, x)) (M) y M;(Ir(% ¥, %) (M) = (Df)qr u:’%(v,x)’ ? W'x)) (M)))» (8*)
(7,k=1,2) (b,9,7=1,2)

~ 7 n n

Puesto que sobre Dz (v, son continuas s Diuz(“é(”' %), 9, ¥, %)
i=1,2)

” n rq* ., .

, D_fk U, w7y Y D,,, UiEo,5), ¢, w7 €S vélida, por tanto, la relacién :
(7, k=1,2) (b,0,7=1,2)

Y %), 0, %,2)°

(ve) (e eRY — {0} = (Fe2) (26 R* — (0} ¥
y (VIM) (M € Bez (M*) n DE’(v,x) =

= U0, g, M) — Wity g (M¥)| < &y
( @ ¥,%) ( ?, ¥,X)

y |(D1 %:'%(”,”),q;, '1’,%)) (M)(_I-Z(Dt u:%(".%),g,, Ip,x)) (M*)I <e¢ y
i=12)
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Y Dsk W00, ) M) — (Di g ) (M) <& 5
(i,k=1,2)
Y Doy W0, g ) (1) — Doy Wy 1 ) TR < )0 (8%%)

(£,9,7=1,2)

Poniendo ¢ = min {91, g5} € R* — {0}, y dado que se tiene:
B,(M*)nDc B, (M*)nD y B,(M*) nD c B,,(M*) n Dgt.», se
verificard como consecuencia de (8%) y (8**), la relacién :

«ve)(eeRtY — {0} = (Fo)oeRY — {0} ¥ (VM) (M eB,(M*)nD =

= |Uig, w,2) (M) — g, w,2) (M*)| < & ¥ [t871g, w2 (M( ) n 2”?(97, v (M*)| < ey
i=12)

Y |, v,z (M) — Z“?k @y (M*)| <ey

(7, k=1,2)

y |“;qr(fp, ¥,%) (M) — zqr(w, ¥, %) (M*)| < &))»
(P,g,r=1,2)

la cual establece la continuidad de

n n n n
Wio, w,%), Wilg,w,2), Wikip, ®,0) Y Upgr(p w0y €0 M*
(=12 (7, k=1,2) (#,9,7=1,2)

En el sub-caso 2.°b), sea para fijar ideas,
74 = min {rta*, yPur, %'y < méx {la*, yPu*, yO0u"y < B,
y pongamos
o =B — méax {la, yPu*, 0%y e RY — (0}, v
y = 6®% — [max {lu*, vPu*, yOu*y — min {la*, yPu’, 0u™y],
Se tiene:
«max {rfa*, yPu*, y0u™y — min {pra*, yPu*, y0u*) <
< yBer(v,) — pAcH(n,z) < §#)y
por lo que:

«t € Rt — {0Op»
y asimismo:
T

« = min'{a, 5} e Rt — {O}»
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Se verifica primeramente :

4 = min g, yPat, 10ty < méx ghat, yPact, 10y
+ ¢ < méx ", rPut, 0y L g = yBy
v
« (méx {1’".11*, rPar*, 1/0411*} + L) A —

= (méx ", yPart, y0u%y — min fhu’, yPu*, y0u%y) 40 <
< (méx {ha, 7Pu", yOuy — min {rla®, yPu*, yOu*y) - % <
< (méx {rhart, yPa’, yOu%y — min {rLa*, rPu", y0u*y) + 7 = 60y

lo que entrafia:

«(r4, méx {rLu®, yPut, 70"y 4 o) € [74, vB] X [74, 78] y

y 0 < (méx {rla’, yPu”, 70u*y 4 1) — p4 < §0)y

y en consecuencia, la restriccién a [74, max {rLx*, #Pu*, 791"y 4 4] de
la aplicacién 7 € 74, 78] -> ¥ () € R2, define un sub-arco C (v, %)
del tipo (v, x).

Por otra parte, en virtud de la continuidad sobre &, de 4,, asi

-1
como de la continuidad sobre R,; de las aplicaciones x; o Py
—1

%y o pry, se puede poner:

«3e1) (1R — {0} y
v (v M) (M e B, (M* nDcB, (M*n(En Ry =
= [ < (M) = rla < h,(M*) + o =rLu* 4 (] y
—1 —1
y [ < (xropry) (M) = 7P < (xy0pr)) (M*) + 1= 7Pu" 4] y
—1 —1

Y < (a0 pra) (M) = 1% < (130 pr) (M#) + 1 = 10" + )y (8%+%)
y en consecuencia, para todo M € B, (M*)n D, se verifica:
ot < rky <ylu* + 4 < méx {rla*, yPu’, 79u™y + 1y

wd < rPu < yPu* + 4 < méx {rlu*, yPu, 7™y + 1y
wd <% < 7% 4 < méx {la’, rPu’, 0%y 4 4y
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relaciones que entrafian:

wrx € [r4, max {rlx*, yPu*, yOu*y 4 o[»
wPu € [r4, max {rFx", rPu*, 704"} + o[»
@O € [r4, max {rlu*, yPu*, y0u™) 4 ([»

y por tanto, poniendo C, = U {(%1 (7), %, (7))} es véalida la relacién
re min {rly vPpy 793}, max {rLy, 7P, 7Q3}]

«M e DCM (= DE’(v, %) »

[En el supuesto M ¢C; si M e€C, se tiene trivialmente: M =
=ILM=PM=QM¢ Ct c Dg») que junto con (8%*%*) establece,
a su vez, la validez de la relacién:

«(3e1) (o1 € R* — {0 ¥ By, (M*) n D c DEom)»

de la que, del mismo modo que en el sub-caso 2.9), se deduce:
(Vin o) (0, 9. ¥, %) e NX B, (9, 7, 7) =
=~ (VM) (M € By, (M*)n D = wig,w,5) (M) = Uz, 4, ) (M) ¥

Y 4o v (M) = (DU, 4w 2) (M) T Wikio, 0.0 (M) =
(i=12)

= (Djs g0, g, ,1) (M) Y Yogr (g, 0,2) (M) = (Dpoy Uiz, 4, ,) (M) (9)
(i k=1,2) #ra,r=1.2)

En virtud de la continuidad sobre Dg(,» de

" ” n ”n
Uieo), g, 0,2 DiWigon, g, w00 Din Wiz, g w0y Y Door g, g,
(i=12) (. k=1,2) (Prgr=12)

es véalida, por tanto, la relacién:
«ve)(eeRT — {0} = (302) (2 RT — {0} ¥
Y (v M) (M € Byy (M*) 0 D&on) = 1y g (M) = Wity o gy (M%) < &3

y |(D;uz ) (M) — (Di”:%(v,x),q,, »p,x)) (M*) | <ey

c» ), 0, %,%)
(i=12)
y !(le %:’%(v, x).tq,, 'I’,Z)) (‘Z‘l() k_l (2D7k 'ME%(,,’ "), @, ly,x)) (M*)| < &y
7, k=1,2)

y I(quru':'ic(v,x),% lp’x)) (JZ) - 1(2) par u;‘%(v,n)’q,' l}l,x)) (M*)l < 8)))» (9*)
g7 =1,



Resolucién del Problema de Cauchy 245
Poniendo ¢ = min {o, 05} € R* — {0} y puesto que se tiene
B,(M*)nDc B, (M*)nD y B,(M*)nD c B, (M*)nDren,
se verificard, como consecuencia de (9) y (9%), la relacién:
«(ve)(eeR™ —{0) = (30) (e RT — {0} y (VM) (M € B,(M*)nD =
= [tt(g, v, (M) — g, w0 (M¥)| < £y |tt](g, 0,5 (M),—gt?(w, vy (M*)| < ey

75 >

Y {0k g, v,z (M) ;‘ﬂeup v (M*)| <ey

y I”’zqr(fp, ¥, %) (*W) “qu(tp ¥, %) (IW*)I < g))»

p,q,r=1,2)

la cual establece la continuidad de uy, vy, M,(q,,y,q, u,k(,,,,y,l) y
(i= B=12)
Y Uperp v en M*.
(Pp,q,7=1,2)

De modo enteramente andlogo se procederia para demostrar la
continuidad, para todo (n, ¢, ¥, %) e NXB,, (p, 7, %), de ul, ¥,

, Ui 1), u,k(q,,y;x) Y Upgr( ¥,z en M*, cuando es
(i=1,2) (7, k=1,2) (b, 9,7=1,2)

rd < min {ha*, vPu’, 0"y < méx (rlat, vPut, y0uty = #B

Asi pues, en el caso 2.°) se ha demostrado que para todo
(n, ¢, ¥, %) e NXB,, (p, P, ¥), y cualquiera sea M* €D se verifica

n 3

que g, vz, Ui, vz, u,k)q, W) Y Upg(p, w7, SOn continuas en M*,
(i=1,2) (1, k=12) (P, 0, 7=1.2)

o lo que es equivalente:

AV g w0) (0, @, ¥, %) e NX By, (9, T, %) =

= Uiy, @,y u, ) Z/t,m X (z;’,,q,((, ;{/2)/) son continuas sobre D)»
(1= 7k 34,7 =

resultado que junto con el establecido en el caso 1.°) permite
afirmar que para todo (u, ¢, ¥, X) e N X B,, (E, 7, ), las funciones

n y. 7 .

Uig, w,1), Witg, ,2), uﬂf(% w1y, Upgr(s, %), que para cada C» e 7",
(1=1,2) (E=12) " (p,q.7=12)

prolongan, respectivamente,

D, u"

D, c(v ), @, ¥,1)’ Diku(c(1 ), 0,927 rer e, g, 0,0
(1=1,2) (7, k=1,2) (#,9,7=1.2)

n
Ui, g, w,z)

a D = U D¢, son continuas sobre D de acuerdo con lo afirmado.
c(v, ) €C(v, #)

22 — Collectanea Mathematica
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Sefialemos, por otra parte, que, puesto que para todo (n, ¢, ¥, %))
eN x B, (p, 7, %), se verifica:

(W c00) (C0 € 7 = (ol 05, )

o " °
1D *(v, ) — %(C*(v, ), q, w’Z”Dc'("'”) y
cv:#) ¢ clr, %)

n - . . .
Y 05 g, w108 g €S tres veces continuamente diferenciable sobre

n

o
n p—
Do y D, (M(C*(""'):%‘I’J‘)Iﬁc*(v,z)) = (D, Uic*o,), 4 'II'Z))'I%E‘(’W) —

n
*( %) g w7y D g
(€700 %), g, W, 1)\ D %, 4))

n o .
== Ui, w,1) B a0y, (0= 12)y Dy (1t
Coon n o . .
= Dy ttcro,,,, ‘1',2))113;*(», g - Vikie ¥, x”“c‘ﬁ':”)’(]’ k=12)y
n o n R —
y qur (u(c*(", %), 0, '1/,7_)|130~(,,, ;,)) - (Dﬁllf Wictn), g, V’,Z))IDC*(:-, o

n o

= Upgr (g, 201D *(y, %) (j)’ q, 7 = ]:2))»
se sigue, en consecuencia, que para todo (x#, ¢, ¥, X) e N X B, (p, ¥, 5{)
es valida la relacién:

WUlg, w1 UD (9 €S tres veces continuamente diferenciable sobre
(2,
c#) ¢ (v, %)

S n o n o n o
UDctn vy D; (g, w,ayu D, z)) = Uilg, ¥, 0UD () Y D, (wg, w,mu D, x)) =
c %) ¢ ¢, %) cth) ectnz)  (i=12) (%) ¢ clr,2) c %) e clv, %)

" ° n o o °
= 'l/t,'k (¢, ¥, 2)|U I)C(,,, %) y DM, (u(q;, ¥, z)|U ”c(“’ x)) = Upqr (@, ®%)|U Dc(”' %) »
(7,k=12) ¢(r,%) ¢ clv, %) c®) ey, %) (p,a,r=12)  clnx) ¢ cly, %)

es decir, teniendo en cuenta lo precedente, y que como ya se ha hecho
2 .
notar en el n.° 1, es D = UD:t» c UDcw», se puede enunciar el
ctm#) el o= ¢ clv, %)
siguiente :

TEOREMA 11 — «Para todo (n, @, ¥, X) e Nx B, (¢, ¥, %), 1a funcién
prolongada #, v,z es continua sobre D, con restriccion u(y, w,nus X
_ e
cl#) ¢clv®)
O
al abierto UD.w», tres veces continuamente diferenciable sobre
c %) ¢ clv, 2
(4 . . .
U Dgln», siendo las derivadas parciales primeras, segundas y ter-
C("' %) ¢ C(v, #)
ceras de dicha restriccién prolongables univocamente con conti-
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nuidad a D. (Dichas derivadas primeras, segundas y terceras pro-

longadas a D, se denotardn por D; Uip, ¥, 7) Djy W w2 Y Dy u(q, w %>
) (i=1,2) (7,k=1,2) (p.q,7=1
respectivamente)».

Se deduce de este TEOREMA, que para todo (n, ¢, ¥, X) e N X

X B, (p, P, X), existen sendas funciones g{, v, v D}, »» univoca-

mente determinadas, que para todo C# e ™% prolongan con con-

a D == U Dc(”yz),

clr, %) ¢ clv,)

siendo la restriccion @, w1 u B v, al abierto U D (v,» continuamente
C(’ n) 6(:(1 ) (,(" ) e('(v #)

o
diferenciable sobre U D.w.», con derivadas parciales primeras pro-
c#) ¢ v, )

longables con continuidad a D.

Por otra parte, mediante razonamiento idéntico al seguido para
establecer los TEOrREMAS I y II, se demuestra que cualquiera sea
(n, @, ¥, 2) € [N — {I}] X B, (p, P, %), las aplicaciones

tinuidad, respectivamente, g 0, gz Y QD ), g w

MeD — qb(”,)( ult, 0™, %)) dieR; MeD — [ chzs(.,,”)

~exp {J (D20)}) @ u (¢, 1Y, x¥))dt e R:

son tales, que para todo C"#* e % prolongan con continuidad,

. 7n—1 n-—]
respectivamente, [ (P, , v 0) Y J(D2Dct), 4w, 2) " €XD { J (D20)})
a D, siendo la restriccién de la primera de estas prolongaciones al

o o
abierto U D¢@» continuamente diferenciable sobre U D, con
cm) ¢ clr) ctnm) gl )

derivadas parciales primeras prolongables con continuidad a D.
Se denotardn a dichas prolongaciones mediante J (@, v.,) ¥
v J (D3 By, n) -exp (] (Dy0)}), respectivamente.

Teniendo en cuanta estas convenciones, asi como las férmulas
resolutivas del n.° 3, se obtienen para las prolongaciones de las apro-
zimaciones, las siguientes expresiones, validas para todo M e D:

o

W (M) =l O1) + || (] @kn)) (61, &) 6128,

J (MP3Qy)

(D1 g, ) (M) = (Dy @iy, w,) (M) —J((](q)w,w)) (€1, &) d&  (9%%)

(D) ) = Dz ) () — | (] Ok (61, 89081



248 J. M. Cascante DAavila

(Day 6y wy0) (M) = (Dyy w8y ) (M) — (0] (¢z:,:-z, o) (1) — |
| (D20 @) (1 £ dEa—| Bk (61, £ s
U (M Py

J (M Py)

(D12 g, w,1) (M) = (D12 @, w,0) (M) + (J (Dl w,2)) (M)

Y ; @Il—ll 4
(D2 Wrin) (M) = (Daz ) () — (L Poken)) gy ¢

(D1 2.7 (P, w))) (&), &) d &) —

J (M Qy)

i -@n—l’ i} R
- (—‘L) (£1, £)pdE,
(M Qyy)

]

<

(D111 4o, w,0) (M) = (D111 @iy, w,) (M) — (Dy (o J (Pl ) (M) —

~ | (1 (D20 T @k 1, £ ds

| Pitha) G s — (o) )
(M Pyy)

J F(9%%)
(D2 iy, w,0) (M) = (D112 @iy, v,1) (M) + Bty (M) +
(@b ) (L) exp- (] (Dacy) (1) -

—oexp- {— J(D20); * J((D2®}y, 1,1) - exp+ {J (D,0)})) (M)
(D12, “Zp, w) (M) = (D w?.,., w) (M) —
- (Q?‘pj‘}l’ %) : x’

+(exp- (=T (D20)} - J (D2 Py w,) - exp {] (D2 0)})) (M)

x'1

) (L expe (= T D20 00) +

2 — 00X

n—1

(D222 g, w,) (M) = (Dypy Wiy, w,)) (M) — (Dz (L(:W—)))) (M) +

+ JI‘<MQJ1,> (DZ (21_0 J (@ W">)) (&1 &) de —

7—1

o (5 01 028 - (T2 )
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5. EXISTENCIA DE UNA ACOTACION SOBRE D DE LOS MODULOS

DE Uy, w,y, D; u(.,,,w n, Djg u(q, w2, Dpgy u(,,,,y 7, INDEPENDIENTE DE
(1—l 2) (k—1 2) (P, 9,7=1,2)

(n,p, ¥,2) eN x B, ((p, @,7). — Sea PeR+ el méximo del con-

junto finito constituido por los extremos superiores de |0 |,

|D; w | |D;, 0|, |Dy,, w0| sobre el compacto D, en el cual es-
(1=1,2 (,k=1,2) (,9,7=1,2)

tan deﬁnidas y son continuas dichas funciones [@0 es la solucién
al problema de Cauchy definido por el sistema (16) del n.° 11 de la
InTRODUCCION]; en virtud de los resultados establecidos en el n.0 3
(Observacién final) de esta PARTE PRIMERA, se tiene para todo
(n, 9, ¥, %) eN x B, (p, &,7), que cualquiera sea C*" e Zm" es
valida la relacién:

«((WM) (M €D, = | o, pwn (M) | <P+7ry
v |1(D; “gc("’“),%?’m) M)|<P+ry]| (Dy:kku?c(”’"),w, w,7) (M) | < P+7)»

(i=1, (7,k=1,2)
y consecuentemente, para todo (n,¢, ¥,X)eN X B, (E 7, %), se
verifica:

«(yM) (MeD =UD,.» =~ | pwy (M) | <P+ry
c(n#) ¢ clv,%)
Y | Ditgwn) (M) | <P +7ry| (Djk”?wé)?,x)) (M)| < P+r)»

(1=1,2) (7, k=1,
lo que entrafia:
(Venpwn) (19, 1) €N X By, (p, P, 7) = Max {sUp | w9 (M) |,
€

, | sup | (D; u(w,wx)) (M) |, sup | (Djs wig,w,m) (M) |} < P +7)»

MeD (=1, MED  (j,k=1,2)

resultado que demuestra, en primer lugar, que para todo (%, ¢, ¥, X) €
eN x B, (5, @, 7), los médulos de u,, w,, vy de sus derivadas prime-
ras y segundas estdn igualmente acotados sobre D.

En cuanto a las derivadas terceras observemos que en las ex-
presiones de Dy By, 5,5 ¥ Dy Py :

D D = (D1 f) o Bipwn) + (D3 f) Eﬁvﬂ'x)) (D1 g 9,1) +

3 (D5 ) B Do ko) +
+ X (Djyrraf) o Elmw,0) " (D1 e, ,5)
i k=1,2;7<k
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D, (¢W7 (sz) E;:v 9//)+(( 3f) o g(.rwn (D2%?¢,_'}',z))—|—
+i§ g( 1+3f) g(ap !’/) (Dizu?q,,_‘},,l))_{_

,,(_(Df-:—kf) °§?¢TJ’, )" (Djr2 ”?zp._;', %)

7, k=1,2;i<k

figuran términos en los que no intervienen las derivadas terceras de
la aproximaci(’)n gy, #,7. Por tanto en las integrales que afecten a
05(,,, w1, Di (_D(‘,, wy v aD, (D(q, vy, asi como en las expresiones que
resulten de aplicar a dichas funciones el operador J, se podrin aco-
tar, independientemente de (n, ¢, ¥, %) e N X B,, (a g, 7), las par-
tes correspondientes a dichos términos.

Teniendo en cuenta las expresiones de las derivadas terceras de
Wig, w,n (1.0 4 de esta PARTE PRIMERA, (9%*)]: D1y 4y, w, 1), D112 %y, w,2),
D122 e, w, 0, Dygp iy, w,n, ¥ que las expresiones de D (J ( o )
Y Dy (J (P, w,0)), para todo M = (%™, x,™), son, [Véase II del
APENDICE que sigue a la PARTE SEGUNDA de esta Memoria]:

(D1 (J (P ,0)) (M) = — o (M)
'quL (D2 Dl w,) (€1, (E1, (1M, 221)) -

xy (r”a1)

exp-{ [, (D20) (b u (6 1™, 1) dt] - dgs +

1) (L) (e exp- (—] (Daoh) (1)

D M n—1 .
+ (w'I’X)( )+< (@ ¥, %) x'z—Q'x1

y
(D2 (J @kn))) 00) = 7, (D2 Db ) (61, 1 (61, 1™, 29 -
rexpe{ [T, D20) (6 (621, 1) at | gy —

%'y
Z’z—f) xl

- ((15@,"&,, N ) (L) exp-{— J (D20)} (M)
asi como que la aplicacién lineal: A?: EY x E? x EP -~ E), de-

finida por: (p, ¥,.2) e EY) x EP x EP - A% (¢, ¥, %) = w0}y, v 5 € ES),
[véase el n.° 11 de la INTRODUCCION], es continua sobre
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E, X E(Z) x E@, y consecuentemente, el conjunto numérico
u{ll A© ((p, Y, %) oy} = U]l 'w(,F v, ||(D‘)} estd acotado (denota-

(9, ¥, %) € By ((p'{’t) (@, ¥, %) € B, ((;:'1’7)

remos por P’ a Max {P + 7, sup-|| w?q,gﬂﬂhpc)}), lo que entrafia
(9, ¥, %) € By, (3, 7,7

que los médulos de wf), v,y y de sus derivadas primeras, segundas

y terceras estén acotadas por P’ sobre D,, y a fortiori sobre D c D,,

uniformemente respecto a (¢, ¥, X) € B,, (&J, P, 7), se puede poner, por

tanto:

(D111 %, w,0) (M) | < P' 4+ Q + )
+ L2-R-exp-{L- OC} Z |]( w2 Wegr ) 1) | (M) +
(7Sk)
+ L2-R-exp- {L'%LE],:']'(MPM) | J (| Dina i,y 1) | (€1, &2) A& | +
G<H)
FRZ ] [ gy | Divtioriun | (1, 8 485 |

(i<k)

|(D112 %, w,0) (M) | < P 4+ Q +
+ L R-exp- {L‘“}.‘E‘l |2] (| D2 Ui,y 1) | (M)

PR

|(D122 fg, w,0) (M) | < P+ Q +

+ R-exp-{L- OC} 2 |J (|D7kzun'p—'1’£) )1 (M)

(7<k)

|(Dag2 tfp, w,0) (M) | < P' 4+ Q +

+ L-R-exp-{L- oc} ZI]( ykzuzbq:ﬁ',xﬂ) | (M) +
+ LR-exp-{L-a}" 2. IJ(WQ ) (I Djsa v, 0,9 |) | (61, &2) A&7 | +

j k=1,
G<h

) -1
+ L- Rk 2112| atoy | P2 Wig, v, | (£1, &2) d&; |
7, R=1,
i< J
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denotando L, igual que en el n.° 1, el maximo del conjunto finito
constituido por los extremos superiores de los médulos de 0, é y

de sus derivadas primeras y segundas sobre £, « la longitud del
lado paralelo al eje Ox; del rectingulo R, Q al méximo del con-
junto {Qu11, Quiz. Q122, @222}, constituido por las sumas de los extre-
mos superiores de los médulos de los términos, que figurando en las

: n n n #n
expresiones de Dyyy %y, w7, D112 Uiy, w,2), D122 Uiy, w,2), Dozo Ul w,), TeS-
pectivamente, no afecten dichos términos a derivadas terceras de la

aproximacion u(y, w,x, [Qu1, Q2. Quzz, Qa2 ¥ consectentemente,
Q = Max {Q111, Qu12, Q122, Qa22}, por lo precedente, existen y son
independientes de (1, ¢, ¥, %) € B, (E, P 7)], y R denota el maximo
del conjunto constituido por los extremos superiores de los médulos
de las derivadas primeras de f sobre el compacto HO

Para = 1 es Dju g, 5,2y = Djs1 0y, w,2; (. = 1,2) y Dol w5y =
= Djp wp, vy (7,k = 1,2), las cuales, para todo (¢, ¥, %) € B, (¢, P, %,
estdn en médulo acotadas por P’ sobre D, deduciéndose, habida
cuenta (10), en consecuencia, que Dy, u(l% w,, D12 u(lq,, w1, D122 u(l,,,, w,7)
¥ Doy u, vz, estdn acotadas en médulo sobre D, uniformemente
respecto a (p, ¥, %) € B,, (p, ¥, 7). Sea:

P* = Max- { P’ + Q, Max {sup. | (D, ttly,w.2) (M) |}}

£:0.r=1,2 (M,9,%,2)€Dx B, (5,77
Se tiene, pues, por tanto:

(Vi v2) ((p, ¥, %) € B, (5, gﬂ: 7) = (Vg (P, q.7)€{1,2} X
X {1,2)X{1,2} = sup- | (Dpgr iy, w,z)) (M) | < P*)) »
MeD

y

«P"+ Q < P*y

Para #n = 2, procediendo andlogamente a lo efectuado en el
n.° 7 de la PARTE PRIMERA (pag. 237) de S.P.A. [3], se obtienen,
en primer lugar, las desigualdades siguientes, validas para todo

(M, @, ¥, %) eD x B, (p, ¥, 7%):
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| J (I Djra iy, w, 1) | (M) = !
pP* £+

—1—m 1!

= ‘ ‘ |D1‘k2%(l¢,w,z) | (£1,&2) A&y
JL(M)

jklu(qu,W,Z) | (51: ‘52) d& | =
(MPy,

E+7
|D7kl“(<p w1 | (€1, &2) dfz‘ < P¥ . ——

J %2 (P 1)

J(l Dji2thip, v, | (51, &) dfl

MQyp)

l ‘|,|

} | Djpathly w ) | (51, &) d& | < P* - ——

’51(’_11 1'
“ | J (I Djrathipwn 1) | (£1, &2) &,
(MPy)
P* (& + )2 p* £+ -I-
<T—m 21 S1T-m (@4 B) -

Djpathiy, vz ) | (E1, &) d& ' <

Pt (e _ P £+

ST-m 2 S1—m A )

Haciendo en (10), # = 2, y teniendo en cuenta las desigualdades
precedentes, resultan las acotaciones validas para todo (M, ¢, ¥, x) €
eD X B, (p, 7, %), que siguen, [ denota la longitud del lado para-
lelo al eje Ox, del rectangulo R,

2 , R E+m
| Diny thig, v,z | (M) < P'+Q + 3L2-exp- {Lea}- - P¥—— +
R
F3lrexp(Lay o (uk ) Pr o 3RP <y
E+n

+ 3R - [LZ exp- {L-a}- —ijtl]
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IDHW(Z"””"”)I(M)SP,+Q+3LeXP'{L'°‘}'lme*~§:n_<_
SP*+3Lexp-{La}.%¢.p*.§%ﬂ
|Dlzz%(2¢,w,z)|(M)SP/-|-Q.TL3,.exp.{L.m}l_mp*.f;f‘!ﬂS
SO Sy £t
| Dana iy, w | (M) < P'+Q + 3L exp- {Luj 1 fm prt ;Li !
+3Lexp-{La}-1i€m(a+ﬂ).p* 5+’7§
SP*—f—3LR[exp {La}ii;Jrl]_P*f;r!n

y si o representa el maximo del conjunto finito constituido por P*

y por los coeficientes de P* § T' n , se puede poner:

| Dygy vy | (M) <04 2 57
=S (&n); (M, 9, %,%)eD X B, (9. B, %) y p.q, 7 =1,2)
en la que para todo # €N, denota S, (&, 5) la expresién:

3 -1— n (E + 77) n. (& + )t

o+ w2 —-"

asi como también:
|qur 90'{’75)|( ) p* w =
=S1(Em); (M, 9, ¥, %)eD X B, (¢, P, %) vy p.q,7v = 1,2)
Generalicemos estos resultados, demostrando que para todo
(n,M,, ¥, %) eN x D X B,, (p, ¥,7), se verifica que:
| Dypgy thi,en | (M) < S, (6,7); (B, ¢, 7 = 1,2)

En efecto, procediendo por recurrencia, supuesta cierta la hipé-
tesis para # — 1 €N, se tendr4, como consecuencia, las desigualda-

des siguientes, validas para todo (M, ¢, ¥, %) eD X B,, (p, T, %)

<
@,
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-1
| J (I Dix2ttip, w,n 1) | (M) = ‘ Jﬁl(g)ikzu?w, vy | (61, &2) A& l <

< L [w- ¢ _11; 14 w2 (¢ ;77)2 + oo + @1 (—_——5( + 7})"—1] =

-1 —m n — 1)!

- s, @ — o

1l—m w

o

| D:kl U w0 | (61, &) A&,

) % (2 M)

‘ J | Djxr g, | (61, &2) d&a| =
(M P y)

et

<o+ e @+m

L E+ )t
n — 1)1

+oto

(Sa (&) — )

g=

r

M
ulwé)i)kzu?{!l',x) | (51, &2) d51‘ ( | Djia Wi,y | (&1, &2) &y
o M

tlrv)

L /)
m— 11

§+n (& + n)?
<o F e T !

+ . o

(Sn (5’ 77) — o)

el=

| [ | J (| iz gy ) | (€1, §)dé& | <

J(MPM)
a+B| &+ @+m wy. (E+ 9!
Sl—m[w T to et 7=
1
— it s e o)

. .((lj (| Djrz thg, ) |) | (€1, &) d &1 | <

MQz)
«+ B £+ (E—l—) (6 4 n)**
S1—m[° T te +oto Wﬁ%ﬁ]=
=SB (s ) — o)

255

r(4, k= 12)
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de las que, habida cuenta ademias (10), se deducen las acotaciones,
vélidas para todo (M, ¢, ¥,%) eD x B, (p, @, %), que siguen:

| Dyyy iy w, | (M) < P* 4 3R [LZ-exp- (Logy-2FBE1 1]-

1 —m
) —e S e o
w W
n % *R
| Dinzthg, v, | (M) < P* 4 3+ L-exp-{L-a}- 1 —m
M e Sl e o
I3 @

n : R
| Diz2tig, v,z | (M) < P* 4 3+exp+ {L-a}- T—m"

.MSU)%-U)'M_—‘SM&W)
® )

| Daga tip, w,%) | (M) < P* 4 3-L-R- [exp-{L'a}-% + 1]-

.Sn(fln)_w _ .:sn(g:n)—w_
—— <w-+tow ———— =S, (& 7n)
w - w n 5

Como para # = 1,2 es cierta la hipétesis de la recurrencia, el
resultado obtenido es completamente general.
Ahora bien, para todo (n, M, ¢, ¥, %) e N x D X B, (p, 7, 2), se
verifica:
«S, (& 1) <lim-S, (&£, ) = w-lim-

7 — o0 7 — 00

E+m (€ + )2 1. &)
'|:1+L()' 1' +w2’ 2' +...+0) I.WJZ

= revE+n) < w* e?@+8) )
por lo que:

¢ (V(’hw, Wyz)) ((ni (P, T: x) EN X BU, (;; if} %l) =

= Méx - {sup+ | (D, Uip, w,2) (M) |} < w-e2@+8)y
(pgr=12) MeD
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lo que demuestra la existencia de una cota superior comtn sobre
D, de los médulos de u{y, v, y de sus derivadas primeras, segundas

y terceras independiente de (n, ¢, ¥, X) e N X B,, (E, @, %), de acuer-

do con lo afirmado al principio de este ntimero. Designaremos por
T a:

«Méax { P’, sup- a7,

(n,M,,%,2) ¢ NxDx By (5. %.%)

» Max- {sup- | (D; iy, w,n) (M) |}, Max - {sup- | (Dy sy, w,) (M) |},

(i=1,2) (n,M,q»,W,x)chDxBa'@j?,?) (j,k=12) (nM,lp,‘I’x)chDxBa(np,'I,z)

, Max: {sup* | (D, %W%))( )l}}

(b0,r=12) (1,M,¢,%,%) € NXDx B, (, 7,7

6. ACOTACION DE %}, w,z) — %y, w,5) ¥ DE SUS DERIVADAS PARCIA-

LES. — Designemos por 4, 4;, 4; los coeficientes de la desigualdad de
(z 1,2) (7,k 1,2;5<k)

Lipschitz, que como consecuencia de las hipétesis efectuadas en el
n.° 1 de esta PARTE PRIMERA, verifica f sobre el compacto HO c A,

y por Aw), A, AR, (1=1,2); AW, AP, AW, Aw), AW,

(¢:=1,2) (,k=1,2) (1=1,2) (y,k 12,7gk) (4=1,2)
AR, (r=1,2); A, A", A (p,g=1,2;p < ¢), los sistemas
(7,k 1,2) (1=1,2) (hk 12.7S k)

de coeficientes de las desigualdades de Lipschitz, verificadas asi-
mismo sobre el referido compacto Ho, por f, =D,f, =1, 2);

f“ = Dsf;fur = D,+3f, (7' =1, 2) ;fum == Dp-}-q+4f: (}5: q= 1,2 ; P < Q)»
respectivamente, [Véase la observacién al final del n.° 1 de esta
PARTE PRIMERA], y sea H el . maximo de este conjunto de coeficientes.

7
Pongamos M, = Max { ——, 2

€ [N v {0}] X B, (qz 78 )5, hagamos, para abreviar, ﬁf;“”w’z) =

=fuodwwn 0=1,2);f0% " = £, 080 v0; f0O 5P = fo 0Bt w10

=125 577 = fu o Binwn (B4=1,2; p <q) [Eonvn =
= £ (c0.%,%)| DJ-

T}, y para todo (s, ¢, ¥, X) €

Se tendrd en primer lugar, como consecuencia de los resultados
establecidos en el n.° 3, y cualquiera sea (M, ¢, ¥, ¥) €D X
X By, (<p, 7, %)

. 1 0
g, w,2) — W, w0 (M 76 Mo; |Dithig, v,y — D;wig, w,n| (M) <
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< Mo, (i =1, 2); |Djuthip, w,9 — Djp 0y, w,n| (M) <

v
<—
—2V6

XV < My, (j, k=1, 2)

\/6

y ademds, habida cuenta lo establecido en el n.° precedente:

|Dgey i, 1,20 — Dogy Wi, w0 (M) < |(Dpy i, ) (M)] +
+ |(D.2qrw(()¢,9”.x)) M) <T+H+ P <2T <M.

obteniéndose seguidamente, las desigualdades, validas para todo
(M, g, ¥, %) e DX B,, (p, ¥, %), siguientes, [con: Dy, w5y = f o &y, #,n] -

lcp(lqv. v,x) — @?% ‘I’,Z)I (M) =
= |f(M, “(lw. v,z (M), (D u(.,, w,0) (M), ((7,1221%22?, w,n) (M)) —

— f(M, Wiy, w,n (M), ( (w- w,0) (M), (Djs @y, w,n) (M))] <

(1= (1,k=1,2)

< A- g, w0 — Wi, w,| (M) +__Z A;|\D;tig, v,y — D;wig, w 0| ( M) +

0
-l-kZ A |Dytig, w,n) — Dy, 0] (M) <
e
(JSk)

<A+ZTA4,+XAp) - My<6-H-M

i=1,2  j,k=1,2
<k

|D1¢(¢Wx)—D1¢(¢wx)|(1W)<}f“°"‘”‘> FO8ED (1) 4
1A 50Dy — 270 Dyl ] (M) +
> If(l S u(‘?" v,%) wen.D, w?tr, vyl (M) +

r=1,2

1,9, ¥,%) 0,0, ¥,7)
‘|; lef( > Diqu ”(w ¥, 2) —fupq’ Dﬁql w(tp v (M) <
q=
(#Sq)

< lfj(;l,% Y,X) f(() @, '}’7)| ( )
+ (15" 5P| Dy wg, w,0) — D1y, w,nl) (M) +
+ (| fPBR — fO0 BRI Dy w, v ) (M) +
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Lo, ¥, %) 1 0
+ 2 (f( "0 Dy g, w0 — Dy wig, wn) (M) +

+ 3 2(|f" P OH _ fOREI D, 0 w ) (M) +

\

1,09, 1 0
2 (|fie” )+ |Dpgr g, w1y — D1 W, w,m]) (M) +
r= '
l,¢, ¥, %) 0,9, ¥, % 0
+ 3 " T — FB TP Dy w0y, ) (M) <

S(A(xl ZA(VI) ZA("I)) 7W0+R Mo +

112 7k—-

(Jsk)
AW S A 4 3 AR P Mo + 2R Mo +
i=1, i k=1
(J<k)

PO X (A" 4 ZAM 4 5 AR My + 3R Mo +
r=1, i=1, 7, k=1,
(G<k)

+ P (A 4 T A 4 3 AR My <
p,9=1,2 i=1,2 jk=1,2
(=9 (1 <k)

<(6H+ R+ 6HP + 2R+ 12HP + 3R + 18 HP') My —
=6[R+(1+6P)VH My < My-6-[R+ (1 + 6T)-H]

y analogamente :
D2 Py, w50 — D2 Py, w,n| (M) < M-6-[R + (1 + 67T)-H]
De estas desigualdades se deduce procediendo de un modo ente-

ramente andlogo a como se hizo en el n.° 7 (pdg. 237) de la PARTE
PRIMERA de S.P.A., [3], estas otras:

6 H 5
T @) — B, vl (M) < Mo 1— =7
D @I D @0 < (M:(P: T:x) EDX
|]( 2 ¥, ¥,z — 2 ((77,9’,[)) ( )_ XBU, (;, Q'l, 7)
6-[R+ (1+67)-H] &+
SMO'
1 —m 1!

Demostremos ahora el siguiente:
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TEOREMA 1. — «Cualquiera que sea (p, ¥, X) € B, (¢, &, %),
M(Z% v — u(l,,,, w,z) ¥ sus derivadas primeras y segundas estin ma-

Nl

1!
&, n el mismo significado que en el n.° 7 de la PARTE PRIMERA de
S.P.A. [3]); las derivadas terceras de u(zq,, v — U, vy admiten
sobre D la cota numérica M, siendo K un ntmero positivo perfec-
tamente determinado».

En efecto, cualquiera sea (p, ¥, X) € B,, (¢, 7, Z), se tiene para
todo M e D la validez de la desigualdad:

yoradas en médulo para cada M e D por M,-K (teniendo

|06y, v, — thig, w,] (M —H ¢(~p w0 — By, w,)) (61, &) d&1d&| =

Py Qu)

= ['d& Jx(] (Do w10 — Py, w,1)) (61, &) A& d & <

J %(rQx) J %2(rU)

71
<de’ %16H £+nd

6H (& 2 ¢ 6H +

Asimismo se tendri:
2 1
|D1 %, w,2 — Dy g, w,n| (M) =

6H-
= [(] (Po, w0 — Do, w,0)) (€1, &) d&| < M, (j +h).¢ +, !
J (M Py) 1 —m 1!

2 1
1D %, w,% — Dathig, w,z| (M) =

= J((] (@i, w00 — iy, w,)) (€1, £2) d&1| < My 6H-(«+f) &+

MQjy,) 1 —m 1!

Para las derivadas segundas, habida cuenta las férmulas resolu-
tivas del n.° 4 (9**) se obtiene del mismo modo:

D11 Ui, 1) — D1y thly, w9 (M) <
6LH 6LH
L Y TNE A Rt

<7w01 T4

—|-7V[0-6H-H—77=7W0-6H-[L-a;|__ﬂ;:1—l— 1] 5+
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[ya que:
6:-L-H £+

o J @ig v, — Dgyw, )| (M) = Mo yT— 1T

H((ng) -] @ig, w0y — Do, w.0)) (61, &) ab <

(M Py)

6LH (§+n)?

6LH (” g+

=My ), T e e TR
< 9, 6L1;I'_(ocm+ ﬁ),E;{-!"?
i_f( (Bl rn — Plwn) (81, £2) Az <
< mo'GH'.Jﬁ:Pud"?' < My 6H. 1 < 71/[0-6H-§—;‘_!—17J
y andlogamente:
D12 %y, v,y — D12 g, w,n| (M) =
=] Dlg, v, — Dig,w,2)| (M) < M- 16_H §_;*_"_’7
|Dag g, w,2) — Doz thig, w,n) (M) < m0.6I,H-[a ?—f ;n_} + l]w

En cuanto a las derivadas terceras de ufq,, w.z) — U, vy, teniendo
en cuenta el resultado establecido en el n.2 5 de esta PARTE PRIMERA,
asi como la definicién de M, resulta que para todo (p, ¥, X) €
€ B,, (f;;, ’INf, X~), cualquiera sea M e D y (p,q,7) €{l, 2} X {1, 2} X
X {1, 2}, es valida la relacién:

‘quruftp, ¥,z — Dﬁqr 7"(1% ‘1’,Z)| (IW) < |D1>qr “%v), Y’.Z)] (IW) +
+ Dy thig, w0 (M) < 2T < My

Designando por K el médximo del conjunto finito constituido por

£+
1!

los factores numéricos que multiplican a M- en las expre-

23 — Collectanea Mathematica
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siones de las mayorantes obtenidas para |u§,,, vy — u(l.,,, vyl (M) ;
2 1 | : ) 2 1

|D; ttig, w,0) — Dyttig, w0 (M), 0 =1, 2); |Djpisig, v, — Djpthig, w,0| (M),

(7, k=1, 2), resulta que cualquiera sea (p, ¥, x) € B,, (¢, ¥, %),

%(2% vy — u(l,,, w7 ¥ sus derivadas primeras y segundas estdn mayo-

£+

radas en médulo para cada M €D por M, K T Y las deriva-

2 . .
das terceras de i, v,y — 1«1.(;:, w,yy admiten sobre D la cota numé-
rica M.

El TrorEMA resulta pues demostrado.

7. ACOTACION DE w4y, vy — u(z.,,, w,zy Y DE SUS DERIVADAS PARCIA-
LES. — Es valido el siguiente:

TEOREMA 1v. — «Cualquiera que sea (p, ¥, %) € B, (p, &, %),
uip, w2 — Ui wy y sus derivadas primeras y segundas estin mayo-

(64 1n)2

radas en médulo, para cada M € D, por M,- K2 T las de-
rivadas terceras de uy, w5 — u(zq,, v,z estdn mayoradas en modulo,
para cada M e D, por My-K 5—;'_'—77 siendo K un niimero positivo

bien precisadon.
En efecto, andlogamente al caso anterior, se tiene para todo
(M, o, ¥, %) € D X By, (p, P, %) la validez de las 1elaciones:

By, w0 — Dl w,| (M) =

=1 £ (M, 1.0 (M), (D, e, ,0) (M), (Dt w,5) (M) —

(i=1,2) (G, k=1,27<k)
— f (M, tlg .1 (M), (D, 5. ) (M), (D1 155, ) (M))] <
(i=1,2) (7, k=1,2,7 < k)
4L
< My-K-(4 + fi"‘kzifik)'g1',77§7W0'6'H'K'§;|_,17
i=1, j b= : !

7 )
i<k
2 1 2.9, %, 1,¢, %2
Dy D5y, v,y — Dy Pig, | (M) < [fE05H — fL250) (1) 4
2, ¢, ¥, % 2 1
+ (12552 Dy g, w2y — Dy thiy, w,)) (M) +

+ (|fEPH0 — fLP B Dl w]) (M) +
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+ (|f‘“""”1 D,y g, 29 — Dy i, w,]) (M) +

r=

-

+ B (S = fr ) Doy g, wnl) (M) +

1,2

~

+ B (1" "1 1Dy #le, w10 — D, i, w,) (M) +
%ﬁqsrz)
gl(fa(p'l’t)_ 1(‘1)q¢'1’1)| ‘qul lp'x"x)|)( )S
o
< (AW + 2/21(::1) + 34 ).y, - K ¢ ?_' .y
=1
(7sk)
_i_R.MO.K.‘ST'n+(A(u)_|_2113(14) +k2A(u))T 7”0 5;*"77
' hieh '
+2R.MOK_5%E+§(A(“H+leg(“r)_I_kZA(ur)) T mo 5_1*_'77_4_
! ' i hh
+3RMy + B (Al + AP + 5 A T My KA <
(ﬁs«z) ’ 7sk)
SGH%QKEﬁn+3R%% &+”+%HT%% E+"+3Rmb

~3R+KQH+R+UHn§+ﬂWQ

<3-[R+KQH+ R+ 12HT)- (x + )] My
Asimismo :

|Dy By, 0, — Dy Dl w0 (M) <
<3 [R+KQH+ R+ 12HT)- (x4 B)] M,

y ademés:

_ 6H
|](@(2¢,'1',Z) - ¢:W,'2”,Z))I (M) < M, 1 _m.K.(&-;—!n)

\J (D2 D%, w,1) — D2 Py, w,)| (M) <

< My 12— (R + K QH + R+ 12HT) (o« + )-S5
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asi como:

D1 (J (P w — Dig,w,0))| (M) <

%(RJFK-(ZHJF R+12HT)'(°‘+’3”}'¥

y
D2 (J (P, 0.0 — Dy w,))| (M) <
R+EKQH+RA+12HT)-(a+p) £+

1 —m 1!

<My-3-|2HK +

<My-3-exp{L-a}-*

[puesto que, en primer lugar, (Véase el n.° 5 de esta PARTE PRIME-
RA), en las expresiones de (D; (] (D%, vy — Dpw0) (M) y de
(D2 (J (D, 0,2 — Dy, w.))) (M) no figuran los términos afectados del
factor (®p, v,z — @y w,2) (L)), dado que éste es nulo como conse-
cuencia de haberse adoptado las mismas condiciones iniciales para
todas las aproximaciones, (lo que entrafia u(z‘p, w ) (Ly) = u(l,,, v, (L) ;
(Ditt(y, w,) (LM>,:1(£)"”(1% w,0) (Lar); (Djptagy, w,) (Lyy) = (Dﬂe“(w v,0) (Lu),

(1=1,2 (7, k=1
y por tanto: QD(Z% v,y (Ly) = cb(l,p, v,z (Ly)), v para los restantes tér-
minos se tienen las acotaciones:

lexp {— J (D20)} - J [(D2 Py, v,y — D, B, ) exp {J (D20)}]| (M) <

3 exp {L o}

< M, [R+K-(2H + R+ 12HT)- (a+,3)]5+'7

|Plo, w21 — Pl w, | (M) < My 6 HEK - 5;&;77]

resultando, consecuentemente, las siguientes acotaciones, validas
para todo (M, ¢, ¥, %) e D X B, (p, ¥, 7):

( [ (J (@, v, 1) — Dl w)) (1, £2) dE A &S| <

J o (M PyQy)

2
(0, w,2) — g, w, ] (M) =

"i51 J(] (@l vy — Dig,w,0)) (&1, &) d&| <

< x1(r@yy) Y x2(r0)

3 n H ’ no
<[ [0 S

6H (&+n)?, (§+77) 6 H (o + B2 . (& + n)2
<m°l—m 34 K X < Mp T —m K 37

J EQM




I¥

|D11M(¢ w,7) —D“’H(,;. W, %) I(ZU) < mO 6H

|va que: loJ @ n — Do) (1) < Mo 1=

(D20) -

(M Pyy)
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3 2
|D1%g, w2y — Dy tig, w, 5| (M) =

~

6 H (o 2
! (J (@, w1 — Pig,w,0) (&1, &) A& < My 1(i+ i k& +|77)
J (M Py) m 21
D2ty w2y — Doty w,| (M) =
i 6H 2
| {1 @y — Bl (61, &) des| < - LD g E L)
(M Q) 1 m 21

Para las derivadas segundas se obtienen las desigualdades:

)2

LL a+ﬁ+1+1|K

6LH K(E er' )2,

n ’ ’
< Mo 6LHKJ Md

¢(¢, v,y — (D(I'p, W,Z))) (51: '52) d52 1 Py 21
6LH - 6LH 2
< Mo 1= K(“M") <Mo——(a+ﬂ)K@—J2%ﬂ)—:

J(( (Blorn = Pipwn) (£1, £ A& <
M

n ’ ’ 2
Smo°6HKJn d T ay < Mo 6HE (¢ *2‘,’7)]

y analogamente :

D12t w,2) — Dz i, w,n| (M) = |J (D, 0,9 — Dlo, )| (M) <

6H o (§+n)?
< Mo 1 —m K 2!
1 2
| Doz g, v, — Doy i, v,n| (M) < Mo+ 6 LH [a;‘_f; + I]K. (542'!’7)

Para el célculo de las mayorantes de las derivadas terceras, pro-

cederemos previamente a mayorar en médulo separadamente, cada
uno de los términos que las componen:

n

’

<
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; 3 2 .
Asi para Dyyq i, w2y — D111 %, w2, se obtiene:

[(D10)* J (@, 0,1 — Pl w,2)| (M) <

LH
<m0_6 _K(E—M) <m016LH(a+ﬁ) §+.

- 1 —m 2!

lo* (D1 (J (P, w 1) — Dlg, w,0)))| (M) <

< My 3L[2HK+L—ﬂ%—“}(R+K(2H+R+1wT) (a+ﬁ))] )

U (Dy ((Dze) T (@i, w0 — Plgw,n)) (€1, &) d&| <

(M Py

< Mo-3L G+ ) [2(1 + 20 mK +

L-exp{La}

+
+ 1 —m

(R+ K(Q2H + R+ 12HT) (« + /3))}

I ((Dl (P2 — D)) (&, &2)d &

J (M Py)

<Mo*3-[R+KQ2H+ R+ 12HT) (x+ )] 5#

Asimismo :

D112 Ui, w,1) — D11zt w,00] (M) = |Dy (J (B, 0,0 — Pl w,))| (M) <

L. exp {L-o}
—m

< Mo3- [ZHK—{- (R+ K @H+ R+ 12HT) (x4 )| 5—

D122 Uiy, w,0) — Digy thig, w0 (M) = |Dy (J (P, 0,09 — Pl w.0))| (M) <

R+KQH-+R+12HT) (e +p) &+7

< Mo*3-exp{L-a}* — 1

y finalmente, las mayorantes, para cada (M, ¢, ¥, X) erB,,,(z}: v, 7,
de los médulos de los diversos términos componentes de Dgzz Ui, w,7) —
— Dy u(%yx), son las siguientes ;
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D
29 J( @ v — P wn)| (M) < |
6LH 2 6LH
<o LT K(EJ;!’” <ty X8 R TT
D, (J (D0, W,'{z)) — Dy, v,1)) (M) <

R+KQH+ R+ 12HT) (e +p) &+ 7

< My*3L-exp {L-o} —m T

D
U (DZ( 120 J (@, v — Dig, w,1) )) (1, &) & <
(M Qp) .0

+/3

< Mo-3L(a+B)| by

©expe(Lom REKQH+ R+ 12HT)'(°L+/3)}§+?7

1 —m 1!

2 1
lJ(MO )(Dz ((D(w,':?.%) - D, W,x)))(é.l, &) d £,

+ Mo-3LIR + K (2H + R + 12HT) (o« + p)) =57 <

< Mo6LHK

-+

(&+7)2
2!

oy

_|_

3

<Mo3L-[R+ K(@4H + R+ 12HT)" (= + )]

Teniendo en cuenta el significado de K, resulta que para todo
(@, ¥, %) € B,, (o, ¥ %), los médulos de los valores de Uip, w.7) —
— U}, wy y de sus derivadas primeras y segundas correspondientes

(€ + n)?
21

a cada M € D no superan a My K2- , v si K denota el

maximo del conjunto finito constituido por K y por los factores que

§+77

multiplican a My en las expresiones de los segundos miem-

bros de las des1gua1dades obtenidas para los médulos de las deri-
vadas terceras de M?%ly %0 — u%q, w7, una mayorante de dichas deriva-

jr

i , resultando asi demostrado el TEOREMA.

das terceras serd M, *
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8. ACOTACION DE LAS RESTANTES DIFERENCIAS %y w7 — Ulp w,%)
Y DE SUS DERIVADAS PARCIALES. — Generalicemos los resultados
anteriores demostrando el:

TEOREMA V. — «Cualquiera que sea (n, ¢, ¥, %) € N X B,, ((; P, 7),
la diferencia uf; .},,z) — Uy y sus derivadas primeras y segundas

(& + n)" .
%! ’

estdn mayoradas en médulo, para cada Me D, por M, - K* -

las derivadas terceras de u(y'v,, — g, vy estdn mayoradas en médu-

1. (€ + )"

lo, para cada MeD, por Mo ».

(n — 1)!
Para establecer dicho TEOREMA procederemos por recurrencia;
suponiendo cierto el TrOREMA para # — 1 € N, se verificardn

en primer lugar las desigualdades siguientes, validas para todo
(M, 9, ¥,x) €D x B, (p,¥,%):

n—1
|q)(w, :Z)_¢(¢W£)[( ) <M, - K1 (A+Z'A +XZA,)- (47 : <
i=12 f,(k_zgz (n —1)!
7

n—1
< My-6HK1. (&+m)

| Dy Blgwzy — Dy Dl (M) < | frm™ — fo=1o¥0) (1) 4
+ (LS5 | | Dy gy — Dy thgpaiy ) (M) +
4 (If(n.tp,'l'.it) _f(n-l,lp,v',x)l . |Dl ua’.—;’,x) I) (M) +
+Z (|f‘”"”” | Dot g0y — Doy iy 1) (M) +
+

S Z(f = T D i |) (M) +

+2(f‘”"”’”’l | Dyt gy — Dpgt Uity |) (M) +

pg=1

(PSQ)
+2(|ff:;f’w'x) — Fan MPER | | Doyttt ) (M) <
(PSq)
n—1
(A("l) + Z'A(xl) + Z‘A(xl)) m . Kn—1. (§+ 77). +
i=1,2 k=12 (n — 1)
(1<k)
R (e )
+M,-R-K _—_(n—l)! +
n—1
F AW+ T AP 4 AW o, T Eeer SR
i=12 k=12 (n — 1)!

(7 <k)
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_y (4t
_ . n—1 .
+ M, 2RK —(n—l)! +
2 (A 4 2 AW L 5 AW, T R EEDT
r=12 i=1,2 7(1;<;)2 (n — 1)!
g (E+ )" 2
. n—2 .
+ M,-3RK = 2] +
R n—1
—|— Z (At TAM L ¥ A,(-}:”’)) "My T - K*1 -_—(5 + %) <
pg=12 i=12 k=12 (n —1)!
(PS‘I) (1 <k)
<_7W06HKn—1(£(+7]>) +~w 3RK1; 1(5(—"_7])1")1_{_
< = DT S

+7Wo-36HTK”‘(i+")) + M, - 3R - KH%J“T”)Z';—_,—ZS

Sm”'[R+K'(2H+R+12-HT>-<a+ﬁ>J-I?"-z'%

De la misma manera, se obtiene:
| Dy B0 — Do Bl | (M) < M, -3+ [R+ K- (2H + R+ 12+ HT) -
K—n—Z (f + 7})11—2

(e + B =T
y ademads:
| J (@) — Do) | (M) < M, - 16_Hm g1 (& —;! )"
| J D2 By — Dy Blgidy) | (M) < M, > [R+ K QH +
CHT) - gn2. (& m)"!
+ R+ 12-HT) - (o 4 HI K2 Som e

asi como:

" n— L - L -
| D1 (J (@l — Pt (M) <, -3 2HE + = T2

(R K QH R 120 ) o p Koo EE
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| Dy (J (Pl wsy — i) ) | (M) <

| RAEQH+RA12HT)-a+) gy (647!

<M, 3exp{L-a T —m m

[ya que, en primer lugar, (Véase el n.0 5 de esta PARTE PRIMERA),
en las expresiones de (D1 (J (Dig, ) — Dlgrwry))) (M) y de (Da(J (Dl g —

Q5(q, ) (M), no figuran los términos afectados del factor (P, v, —
- GD.p,W)) (L), dado que éste es nulo como consecuencia de haberse
adoptado las mismas condiciones iniciales para todas las aproximacio-

nes (lo que entrafia (e (Lu) = wloitn (L) (Dsforn) (L) =
= >

= (D; ”?JYI'J)) (Lu); Dy wip,wm) (LI%.) o ()Djk %?rp,_'ll’,n) (L)), y para los

restantes términos se tienen las acotaciones:

lexp {— J (D2 0)} - J (D2 Dlpwy — Dy Blpwy) - exp {J (D2 0)}1I(M) <

_<_m0.3'_elx_p:{f‘n_'°‘}-[R+K-(2H+R+l2HT)-
= '(é-_l_n)n—l
(«+p)]- K2 W=D

_ n—1
| By w0 — Dy | (M) < Mo - 6-H-Kr=2- %1‘]

resultando de todo ello las siguientes acotaciones, vilidas para todo

~ ~

(M, @, ¥,5)eD x B, (@ @, 7%):

Iu(tp wy) — g, v | (M) = Ijj .p W) — Qj?q:vl',x))) (&1, &) d &1 d & | =
MPyQy

oM [
= J a §1J (J (Plow — Plgey)) (£1, ) d & | <

(r@y) J xo(rY)

wl—m 1 —m 7!

J f 6 H My pes. (§'+n')" any < o, SELEHB? oy (EH0)
EQM

1 -1
| Dy %?q:-!—'}’,x) D, ” (9. ¥.%) | U (w,k",x) — QEP:W:Z))) (51: 52) &<
(MPy)

6 H o+ B) s (E+ 1)

< My = :
L —m n!
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~

| Dy uqu,‘vl',x) — D, u?.,,,gr,x) [ (M) = ' J J (q&;‘%w,x) - qs;‘qul,’z))) (&1, &) dE | <
(MQyyg)
<M, -MKn—l . (& +n)"
1 —m n!
g n 1 n
| D1y Uity — Dy gy |(M) <M, - 6H[L. % 4+ I]K"—l . (5'1;’7)
" "— 6LH n
[puesto que:|o- ] ((D(%T’x)_@(%,i,x)) (M) < M, T_—_mKn_l (E_‘;'_n)_ ;
r
(D20)* J (@lpw0y— Pigwmy)) (61, &2) d &| <
J (M Py
Smo.%@]{n—l. (&6 + n)" :
1 —m n!

(Bl — Plyik) (&1, £ < M, 6 1 Ko

‘ (M Pyy)

y andlogamente:

| D1 gt — Dy i, | (M) = | J (Pl — Plvry) | (M) <

6H " E+ )"
gm"'l—m'K 1.(T7

+1
| Dy gy — Dap ip,w | (M) <

mo.eLH[—“ Tf; Ly 1]1{»-, (¢ —:'n)”

Para el calculo de las mayorantes de los médulos de las derivadas
terceras, igual que en el caso anterior, mayoraremos en médulo separa-
damente, los diversos términos componentes de las mismas:

De este modo para Dyjj #igwy — D111 %ipwy Se obtiene:

, Y 6LH "
| (D10)* ] (@lpwin— Pigw) | (M) < mo'mK"_l'(ELn!n)_ =
< 7Wo6 LA (@+pB) -K-K2- (Edn

1—m (n — 1)!
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(0" (D1 (J @y — Pioik))) | (O4) <M, 3 L[2HK +

L-exp{L'oc}

Kn—z . (E + 7])”—1
1 —

(R+KQH+R+12HT) (14 §) | .

U ((D20) - J (Pipwny — Pipry)) (E1, £2) d &
(MPM)

«—+p

_<_7|403L-(or.+ﬂ)[2(1+ )HK—}—

L-exp{L-w}
e

i (R+K(2H+R+12HT)(¢.+/3))J Rr-2. )

(n—1)!

U Dy (Plgw) — Dlpw)) (&1, &) dE,| <

(M Py)

<My SR + K- QU + R+ 12HT) - (u+ )] - Koo EE ]

Asimismo:
1 -1
| Disa Ufgiwy — Ditz igwsy | (M) = | Dy (J (Bppwy — Bloiy) | (M) <

<M, 3[2HK—|—

(& + !

L-exp{L-a}
m =10

TS (R 4 K QH + R+ 12HT) (o + )| K2

+

| D1z wighimy — Diga iy | (M) = | D, (J (Bl — Plooy)) | (M) <

n—1
<M, 3 exp (Loy - BTE (2H41-Ii+”i2HT) (2+B) Zu-2. %_

y finalmente, las mayorantes, para cada (M, ¢, ¥, y) e DX B, (9, ¥, %),
de los médulos de los términos que componen Dy ufw, —
— D) ig,w), son las siguientes:

D - 6LH . . (&4 1)
229 J (&, (@2 — (q),'{l’,f()) (M) <M,- ‘K 1.( +'77) <
e 1—m n!

n—1
<7V[06 L- H( + p)-K-K*2- €+t

= —m (n — 1)!
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Dy (J (Plowin — i) o) <

o <
. — n—1
gmo.g,L.eXp{L,a}.R+K(2H+f€i—l1ZHT) (+8) Knnz_(fn'l-—??)l)!

H (DZ(D1 2. 7¢ ?a:.‘f’,x)—@?q;yl;‘x)))) (61, &) d&; | <

(M10;)\ @

<

<M, 3L (oot p)| 2K 2L

toxp (Lo RAKCHFR+ 12HT)-(«+ﬂ>}zn_z.(e+ )"~
1—m (n — 1)!
} J (Dz(qs?.p,w.x) - q>z’¢ié,x>)) 60 &) de| <
J (41Qy) 0 ’ -

<M,-3L-[R+ K (@4H + R+ 12H:r).(a+,g)].z?n_z.(£( +77)1”)*|1
n — 1)!

Teniendo en cuenta la definicién de K y de K, resulta que para

todo (¢, ¥, X) € B, (2;, @, %), los médulos de los valores de %?q;,l.g}r’z) —
— Uigwy y de sus derivadas primeras y segundas correspondientes

w &)
a cada M eD, no superan a M, - K e mientras que los
médulos de los valores de las derivadas terceras de wiyiwzy — U, w
— n—1
correspondientes a cada M e D no superan a M, - K*~1- %
Como para # = 2, y en virtud del TEOREMA 1v, es cierta la hipé-
tesis de la recurrencia, el resultado obtenido es completamente ge-
neral lo que concluye la demostracién del TEOREMA V.

9. CONSTRUCCION PARA TODO (¢, ¥, ¥)€ B, (E, 7, )7) DE LA SOLUCION
AL PROBLEMA DE CAUCHY CONSIDERADO. — Los resultados estable-
cidos en los n.%® 5, 6, 7, 8, permiten afirmar la validez de las relaciones,
[en las que u(, vy denota w(ywyp:

~

(V(M, 9, P, %) (Mg ¥,2) eDX B, (9, P, %) ~ | tpwzy (M) | < M,y

v (Di(ff«f,g)f,z))(M) | <M, v (Dyélq ”’(’w.v'),z)) M)| <M,y

7,k=1,
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y I(DM,%?% S",Z)) (IW) | <Moyy [(quru(lq»'.?’,l)) (M) — (qur”t(?%‘l’,x)) M) < mo) »
(p,g,7=1,2) (bygir= 112)

y

«V (0, M, 9, %, %) (0, M, 9, ¥, %) e [INU{0}] X D X B, (¢, T, %) =
o [k (M) — wly(0)| <, Kr o LA

°t+ﬂ)”y

y l (D1 %?q;.(-‘l]’,l)) (M) 2(D %(q, tpx)) (M) ’ S mo.Kn ( o

(i=1,

y l (D;k 'M(lp 'I'x))( 2 : ( ik ”Zp,!’,x)) (M) ‘ < mo Kn(a_;:@)»

y

~

oV (1, M, 9, ¥, X) ((n, M,p,¥,%)eN x D x B, (p, &, %) =

o (D i) (M) — (D, ) (M) | < M- =1 “‘—Jrﬁ—)»
(p.2.r=1,2) (n — 1!

por lo que las series funcionales, [en las que para todo » € N U {0},
denotan w*: D x B, (p, ¥,7) - R; D,u*: D X B,, (p, T, %) -~ R;

~ (’ 1,2) o ~
Dj,u": D><B ( P, X) = R; Dy, u*: DxBU,(zp,TX)»R las aplica-
(7,k=1, (Pgr=1,2)
c1on7es deﬁmdas respectivamente, por: (M o, P, X)eD x B, ((p, !P, x)

> w* (M, 9, ¥, %) = tp,v0)(M) €R; (M, 9, ¥, %)eD X B, (9. T, 7) ~
> (D) (M, @, ¥, 2) = (Ditlywin) (M) €R; (M, 9, ¥, %) €D x

X B, (¢, ¥, %) — (Dyk%")(M ¢, ¥, 75) () o) (M) €R; (M, 9, ¥, %) €

€D X Be, (¢, ¥, %) > (Dy, ") (M ¥ %) = (qu,%w w,0) (M) € R]:

«uo-l-f(u”+1 —u) D, uo—{—Z‘(D w*l — D;u"); ,-kuo-{-Z'( Tt — Dy u”);
#=0 (i=1,2) n=0 (k= 12)]
D, u® + 2 (D,, , uttt — DM, ")» (11), son tales que las seis primeras
(b,0,r=1,2)

admiten sobre D x Ba, (p, P, X) como mayorante, a la serie ntimérica
de términos positivos y convergente :

CMy+ M, - 3‘0 K- (a+ B _ M, (1 + eK-@tp),

n— n!
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y las cuatro tltimas a la:

oo Kn—l (“‘|‘ﬂ)n—]

Mo+ My + M, - 2 =11 = M, (2 + eKlih),

y consecuentemente, dichas series (11) serdn absoluta y uniforme-

mente convergentes sobre D X B,, (5, P, 77)
La primera de estas series (11) determina una aplicacién % : D X

X B, (a, '?’, 7) — R, limite uniforme sobre D x B, (q~J, ‘f’, 77) de la
sucesién de aproximaciones (#"),.y, tal que para cada (p, ¥, %) e

€ B,, (¢, ¥, %), 1a aplicacién parcial u,,,, determinada por # relativa-
mente a los valores ¢, ¥, X del tercero, cuarto y quinto argumento,
es continua y acotada, sobre D, con restriccién u, v,z | U DC(vx tres
clom) ¢ clo)
o
veces continuamente diferenciable sobre U Dy(» [consecuencia de la
c#) e clv,x)

. . Q . .
convergencia uniforme sobre U Dg ¢ de las sucesiones de deriva-
cv®) ¢ clv,%)
das parciales (D; %y v,z | U Dc(v,x)),,eN, (Dj 'M(%W | U Dc(v,x)),,eN ;

(i=1,2) cw#) e clv,x) (7,k=1,2) cv®) e clvx)

(D pgr iz, 0,2 | U Dc(v,u)),,e ~), ¥ las restantes series de (11) determinan
24,r=1,2) c%) ¢ cv,%)

sendas aplicaciones definidas asimismo sobre D x By, (¢, ¥, %), [limi-

tes uniformes sobre D X By, (p, ¥, X) de las sucesiones (D;#"),.x,

(Dt ") yens (Dpgy ") e ], tales que para cada (p, ¥, ¥) € B, (p, &, %),
las aplicaciones parciales correspondientes por aquellas determinadas,
relativamente a los valores ¢, ¥, ¥ del tercero, cuarto y quinto argu-
mento, son continuas y acotadas sobre D, con restricciones a U Dc v,%)

%) e C(v,x)

coincidentes, respect1vamente con las derivadas primeras, segundas y

terceras de 2,y | L{ l?c(vg'o )y consecuentemente, las aplicaciones par-
C v,%) ¢ C(¥,%

+1
ciales: D; %(m,w)-l-Z(D Uity — D Uip,w0); Dy H(,,,,wx)—l—E( ik %(qn,v'z)—

0 =1 Gh=12)
— Dy Uigw); Dipgy thip, w2 + ZO(DPW “?Jvlfé) — Dy, 1,00, determina-
n= a7 =1,
das por las sumas respectivas: D; u® -+ b5t (D; w*' — D; u"), (i = 1,2);
o) n=0 o)
Dj;, u® —}-nEO(D,-k w*tl — Dy u), (4, B = 1,2); Dy, u0 +,£o(DP’” uhrl —
— Dy, u”), (P, ¢, 7=1,2), de las nueve tltimas series de (11), relativa-
mente a los valores ¢, ¥, X del tercero, cuarto y quinto argumento,



276 J. M. Cascante D4vila

prolongan con continuidad a D, de modo univoco, las correspondien-

tes derivadas primeras, segundas y terceras de u,y, | U(D)C(v(x))
C V,%, € C V,%

[Denotaremos, para cada (¢, ¥, X) € B,, (g? g, %), las prolongacio-
nes continuas a D de las derivadas primeras, segundas y terceras de

Wipwy | U DC (»»), por D u(w, 2 D i ”(w v y DM, u(w w,y), Tespectivamente].
c#) ¢ clv%) (P,q,r= 2)

De la igualdad [en donde para todo n eN, denota @ 1: D x
X B, (q), 7, %), la aplicacién definida por: (M,p, ¥,X) € D X By, (@, T,X) -
> @1 (M, ¢, ¥, %) = Dl v, (M) €R]:
«(Dipu® = Dy w0 -+ J (D1, (n = 1,2...)»

y en virtud de la convergencia uniforme sobre D X B, (@ @ %) de
la sucesién (@~ 1),.y, consecuencia de la continuidad uniforme sobre
el compacto HO de la funcién f, asi como de la convergencia uni-

forme sobre D X B,, (E, P, %), acabada de establecer, de las suce-
siones (4"),en, (D; ") pen, (Djs W")en, ¥ que por otra parte, la validez
de la relacién, ya demostrada en el n.® 3 de esta PARTE PRIMERA:

v (0, M, @, P, 2)) (n, M, 9, ¥, %) e [NU {0}] x D x By, (p, ¥, %) =
= (M, u (M, ¢, ¥, %), (D;uw") (M, , P, %), (Dyw") (M, ¢, P, X)) e HO)»

(i=1,2) (7,k=1,2;j <k)

junto con la de la relacién:

~

(v (M, 9, 7, %)) (M, ¢, ¥, X)e DX By, (p, T, %) = (M, u* (M, ¢, ¥, ),
(D; %) (M, 9, P, %), (D,ze u) (M, ¢, ¥, X)) pen

(i=12) 7,k=1,2;7 <k)

converge en R® hacia

(O, (M, , ¥, 2), (Ds ) (M, , ¥, 2), (D ) (M, , P, 7)) € HOy

(i=1,2) (7, =1,2; <k)

entrafia a su vez la validez de la relacién:

(v (M, 9, ¥, %) (M, ¢, ¥, %) eDX B, (¢, P, %) >
= (M, u(M, ¢, ¥, %), (D;u) (M, ¢, ¥, %), (Dyu) (M, ¢, P, %)) € HO)»

(1=1,2) (7,k=1,2;7 <k)
se deduce por paso al limite esta otra:

Dyyu = Dypw® + J (D) (11%)
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en la que se ha designado por @ la aplicacién:

(M, 9, ¥,%) €D x By, (p, T, %) ~ @ (M, ¢, ¥, %) =
= lim & (M, ¢, ¥, ) R

resultante del paso al limite.
De (11*) se obtiene:
Dyjpu = D112 w0 + Dy (J (D))
Dipu = Dip w0 + D, (] (D))

y de esta dltima relacién [habida cuenta que D (J (F)) +
0°Dy(J (F)) = F (II del APENDICE que sigue a PARTE SEGUNDA) y:
Di12w0 + 0+ Dipw® = 0, (n.° 3 de esta PARTE PRIMERA)], resulta:

((D112 u + Q- D122M = Oy
es decir:

~ o~ o~

oV (M, @, ', 2)) (M, 9, ¥, X) €D X B,,(p, ¥, %) =
= (D112 gwy) (M) + ¢ (M) - (D122 g9, (M) =

=f(M, wgw, M), (D; ugp,w,x)) (M), (Djx tig,w ) (M)))»
(i=1,2) (7,k=1,2;7 <k)

lo que demuestra que para todo (¢, ¥, X) € By, (p, ¥, %), la funcién
Ui, w,y) =”li>rr;° Wi, wy verifica sobre D a la ecuacién en derivadas par-

ciales propuesta.
Cumple ademas, dado que, [0n.0 3 de esta PARTE PRIMERA]:
«V (@, ¥, %) (9, P, %) € Bo, (9, B, 2) = (v (#, M) ((n, M) eN x C =
= Uowy (M) =@ (M) v (D, tgw) (M) =¥ (M) y
Y (D12 i, w0) (M) = X (M)))»

las condiciones iniciales:

~

«(V (<P1 S-U: x)) ((‘P, T, Z) € Bﬂr (‘;» 97, x) = Uowiie=¢ Y (Dl u(w,‘l’,x))b:

=¥y (D2 %(¢,w,x))|o= X))y

24 — Collectanea Mathematica
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La funci6n o, gy, asi construida para cada (p, ¥, X) € B,, (q‘;; 7 )
es pues solucién al Problema de Cauchy definido por el sistema:

D2 u + o (%1, %) * (D122 ) = f (%1, %2, w, D; u, Dy, u)
(i= 12) (7k=127sk)

3

u (M) = ¢ (M)
Dyu) (M) =¥ (M) MeC
(D12 u) (M) =X (M)

[OBSERVACION. — Se acaba de establecer que la funcién u:

(M, 9, %,%) €D X By, (p, T, 0) »u (M, 0, ¥, 7) =
=lim - u" (M, ¢, ¥, X) €R;
n—>00

es tal, que para todo (¢, ¥, X) € B,, ((p, P, ), la aplicacién parcial
%pw,y determinada por u relatlvamente a los valores ¢, 7, X del
tercero, cuarto y quinto argumento es continua. y acotada sobre D,

y su restricci6n v, yy | U Dc(v ) al abierto U DC = es tres veces con-
cx) ¢ clv,2) ctv®) e clv,x)

. . o -
tinuamente diferenciable sobre U Dgt», con derivydas primeras,
cx) e C(’:")

segundas y terceras prolongables con continuidad de modo univoco
(prolongaciones continuas que coinciden, respectivamente, con los

limites uniformes lim D; u(g,wx; im Dj, u,vy; lim D, u(.,,,w), de las
7—>00 (z 1,2) #—>00 (7,k 1,2) n—>00 (p,q,r=1,2)

sucesiones (D; (g, 1)) pen'; ((. i %‘;,,W,x)),,dv, (D gy %(qz,,)ly_z))”eN), estando asi-
7,k =1,

r=1,

mismo dichas prolongaciones acotadas sobre D, por lo que, para todo

(@, ¥, %) € B,, (p, ¥, 7), pertenece U, al espacio vectorial E,®
constituido por las funciones numéricas definidas, continuas y aco-

. . . Q
tadas sobre D, cuyas restricciones al abierto U D tx son tres veces
c%) gc (v,%)

. . . (] . .
continuamente diferenciables sobre U Dgtw), con derivadas prime-
clv) g clvx)

ras, segundas y terceras prolongables con continuidad a D, y cuyas
prolongaciones continuas son acotadas asimismo sobre D, pudien-
dose poner, por tanto:

« Wiow |0y = SM‘JGII)) f U, w,%) (M)| + 11433 {il‘Jp | (D; “(w,wx)) M)y +

+ Méx {sup | (D Uig,w,1)) (M) |y + Méx {sup | (D pq, Uip, %)) (M) Iy»

jk=1,2 MeD . pgr=12 MeD
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Ahora bien, como consecuencia de la convergencia uniforme sobre

D x B, (p, ¥,%) de las sucesiones (4"),n; (D;

%) e 5 (D it W) nen 5
1 2) (1. k=1»2)

»

1=

(Dpgr ™) en, €s vilida la relacién:

(ve)(eeRT— {0} = (3») WeN y (v(n, M, 9, P, %)) (n, M, p, ¥, %) €
ENXDXBy@g ) yn>v=

. € " &
> | Ulpwz — Ui | (M) < 3 y | D; ’W(w,?’,x()_ —IZPi Ugwy | (M) < 5 y
=1,

Dyt way—Diy M)<Z5 Dy 4y —D,yy 4 MY<£)))»
Y| ik (¢,‘P(,:_t,)k=l,2§k (q:,w,x)l( ) 8Y| par ‘“”’g’,’éfm,zf” (q:,'P,Z)!( ) 8)))

o lo que es equivalente:

(ve)(eeRT — {0} > (3»)(veN y
Y (V0 P 1) (o ¥, %) eNXB, (g T7 vy

€
yn>v> (VM) (MeD = |upwy — thywy | (M) < 3
D; uj, —D;u M) < £y | D, -
v | ¥ — Dithow | (M) g7 | D, wrn —
€ P
— D U o, w,7) (M) < = v | Dy, ”gp,l!',x) — D, %o, ¥,%) [ (M) < =)))»
8 (bg.r=1,2) 8

y consecuentemente es valida la relacién:
«(ve)(ceRY — {0} = (39) eN y (v, 9, ¥, %) eN X B, (p, &, %) vy
n & "
Y 0> = SUp | Upwy — Ugw, | (M) < — v sup | D;uig,ey —
MeD 8 MeD

y

P> " :
U M) < — vy sup | D, tpwxy — D%, M) <
i Dimemn | (M) < Y MEEI js o = Din g i | (M)

00| ™

Yy sup leqr M?%‘P,Z) - ngr u(q:,'{f,x) [ (M) <
MeD (£,9,r=1,2)

N

oo | ™

la cual a su vez entrafia:

«ve)(eeRT — {0} = (37) b eN vy (V(n, ¢, ¥, 7)) ((n, @, ¥, %) €N X

X B, (9, P, %) y n>v= H“’(’%Y’,Z) — U w2 H(D) = 1?{21];)) l ”(;,'J’,Z) -
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Ui, ¥,2) | (M) ‘I‘(M?fzf) {?uuép |D; ut, ?’x) D ”w v | M)y +

+ Max {sup | Dj; #pw,) — Dy Ui, vy | (M)y 4 Méx {SUP | Dy, Wow) —
(/,k=1,2) MeD (p.a,r=1,2)

= Dy thiguy | (M)} <4-— = —;— < &)

oo[m

es decir, se verifica que:
«ve) (eeRY — (0 = (3) (W eN y (v(n, ¢, ¥, X) eN X B, (p, T, %) y
Yy n>v= || tpwy — Wpwn oy < €)))» (12)

Este resultado se tendrd en cuenta mas adelante en la PARTE
SEGUNDA, al estudiar la dependencia continua de la solucién u,  x)
respecto a las condiciones iniciales (p, ¥, X) € B,, (, ¥, %) dadas
sobre CJ.

(Continuard)



