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INTRODUCCION

Al investigar si en algin espacio de sucesiones con limite gene-
ralizado (o de series divergentes sumables) puede introducirse una
estructura de anillo normado, nos encontramos con que la principal
dificultad radica en la definicién de productos de series que sean
verdaderas composiciones internas dentro del espacio considerado,
mas bien que en la definicién de una norma para la que el espacio
resulte completo.

En los tratados clasicos se observa, de una parte, que no se habla
del problema general de caracterizacién de los productos de series
tales que sea valido el resultado: la suma de la serie producto es
el producto de las sumas de las series factores. Se dan, en cambio,
algunos resultados en hipétesis fuertes (Abel, Cesaro, Mertens, etc.)
Por otra parte se puede observar que, si se da algtin resultado que
generalice estas proposiciones, no se trata de verdaderas compo-
siciones internas. Por ejemplo, el producto de Caucay de dos series
sumables-Césaro de orden %, no es en general sumable de orden £,
sino de orden 2% -+ 1.

Nosotros nos planteamos tal problema general de caracteriza-
cién, imponiendo que los productos de series a considerar sean por
lo menos bilineales y continuos. Por razones de comodidad haremos
un estudio del producto de sucesiones, y luego trasladaremos los
resultados al caso de las series. En el apéndice incluiremos, ademas,
el tnico resultado que hemos obtenido directamente relacionado con
la idea que nos llevd, primitivamente, a ocuparnos de estas cuestio-
nes: las series sumables Césaro constituyen un 4lgebra densa en un
anillo normado local.

En el capitulo I se consideran los productos que pueden definirse
en un espacio de sucesiones cuasiconvergentes dotado de una estruc-
tura especial que pasamos a definir. Si o representa el espacio vec-
torial sobre C de todas las sucesiones complejas, y si w, representa
el subespacio vectorial de las sucesiones casi constantes, diremos que
un subespacio vectorial S de w es un espacio de tipo S si: a) So o,.
b) S estd dotado de una topologia compatible con la estructura de
grupo aditivo de S. ¢) ¥ s = {4d}ien €S, {S}ien — S siendo S; =
= {Ay, 41,..., 4; 0, 0, 0, ...}.

Hay que tener cuidado en que el producto de nimeros complejos
por sucesiones de S no es necesariamente continuo. Como se demos-
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trard en la nota I, vale la propiedad: si F es aplicacién bilineal de
S X Sen S, F es continua si es separadamente continua, y continua
en (0, 0), siendo 0 el elemento nulo de S.

Un subespacio vectorial S de w se dird que es de tipo P si S
estd dotado de una topologia tal que las proyecciones n" son conti-
nuas. Recuérdese que

T ({A}ien) = 4, v #ncN.

Si S es de tipo S y de tipo P, se dird que es de tipo SP. Ilamaremos
C al subespacio vectorial de w formado por las sucesiones conver-
gentes, ¥ B a su topologia de la norma del supremo.

Por Cy designaremos el subespacio de las sucesiones de limite 0.
Al tratar con matrices infinitas utilizaremos términos habituales
como «fila absolutamente convergente», «olumna de limite cerov,
«producto de fila por columna» etc.

En el capitulo II nos ocuparemos de la situacién que se da habi-
tualmente: que el espacio de sucesiones cuasiconvergentes no estd
dotado de estructura topolégica.

En el capitulo IIT se hace un estudio de los productos en C, con-
siderando la topologia producto y la de KRruLL, sucesivamente. En
este caso, naturalmente, se dan condiciones mds precisas que en
el caso general.

En el capitulo IV se consideran los productos definidos en un
espacio de sucesiones con base de SCHAUDER. Si el limite generalizado
no es aplicacién continua del espacio citado en €, nada nuevo se
afiade, en esencia, a los resultados del primer capitulo, en donde
tal situacién se da. Por ello, se insiste en el caso de que si sea continuo.

En el capitulo V se estudian los productos definidos sobre C,
dotado de su topologia natural B. :

En el capitulo VI se dan condiciones para establecer propieda-
des algébricas del producto tales como asociatividad, conmutativi-
dad y otras.

En el capitulo VII se analiza la traslacién de estos resultados a
espacios de series formales complejas.

Finalmente, en el apéndice se incluyen unas consideraciones sobre
el caso de los algoritmos de TOEPLITZ.

La cuestién que podriamos llamar reciproca se resuelve rapida-
mente, desde el punto de vista teérico al menos. Dada un algebra
topolégica S de series formales complejas, se trata de hallar los ho-
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momorfismos continuos ¢ de S en C tales que se cumple la condicién
de regularidad

¢(Xa,X")=3Xa, si 3a, converge.
ncN neN neN

{s cuestién de seleccionar del espectro maximal de S aquellos
ideales maximales que dan lugar a homomorfismos regulares.
%s interesante observar que, si se verifica

n
lim {Zoai Xhoen = 3 a, X"

== neN

necesariamente converge la serie Zdn. Pues por ser o regular es
nebD

o—(goa,-Xf) =ay+a+ ..+ a,

i
Y por ser ¢ continuo,

0(Xa,X") =0(lim (¥ a;X},cv) =

= lim {o (2 aiji)}ne.’\" = lim {ag + a o+ A} nen = Ean'

=0 neN

Nota — En este trabajo el simbolo

> Xij

LjCcN
representa el limite
lim ¥ x,,

i—>00 m=0,...,i
j—>o0 n=0,...,7

Anélogamente el simbolo

DES

ieN
representa
i
lim Y «x,

i—>o00 n=0

Lo advertimos para que no haya confusién con otros convenios
admitidos en textos sobre grupos topolégicos.



CAPITULO I

PRODUCTO DE SUCESIONES CUASICONVERGENTES
PERTENECIENTES A UN ESPACIO DE TIPO SP

Sea S un subespacio vectorial de w tal que w, € S. Suponemos
dotado a S de una estructura de espacio SP. Sea 1 un algoritmo
lineal de convergencia en S; esto es, 1 es una aplicacién lineal de
S en C. Suponemos que 2 es regular, lo que significa:

2({AYicx) = lim {4}y, s {AlexeSnC

Se trata de estudiar los productos bilineales y continuos T, de-
finidos en S, tales que se verifica la condicién que llamaremos de
MERTENS :

A(s1 T sa) = A(s1)" 2(s2), V (51, $2) €S XS

Obsérvese que A no es continuo. Consideremos por ejemplo la
sucesion
S=4{,1,1,..,1,.}
Por tanto,
S;=1{,1,..,1,0,0, .3

A pesar de que {S}i;cn — S, {A(S,))}icy no tiende hacia A(S) = 1.
ILlamemos ¢; = {0;},cn> V7 € N.
Asi, se tiene

¢;==10,0,..,0,1,0,0,..0,..1}.

Lrva 1. — La serie 3 4,¢;, siendo {4},,v € S, es convergente
neN
en S, y su suma es {4},cx-
En efecto,

goA”eu = Aoeo —|— Alcl —|— +
+ Aye,— {Ag Ay, oy A, 0,0, ..., 0, ..

que tiende hacia {4}y por ser S de tipo S.

12 — Collectanca Mathematica
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TroreMA 1. — Supongamos que S estd dotado de un producto T
bilineal y continuo que satisface la condicién de Mertens. Ilamemos

13 PN )
¢ T ej == {81‘1‘} acN Tesis : {‘_11} icN T {Bj}j(;\' =

= (X e A Blnen, VA ien, {Bijen) €S X S.

‘n cfecto, por la continuidad de T, es {d}; v T {Bj}jcx =
= (2 4,e) T (X Bje;) T = X A; Bje; Te;, scrie doble convergente
1EN jeN 1,J€EN
en S, y por ser continua cada =", se tiene que

T (A} en T Bjjjex) = 2" (A: Bje; Te) = X A, B eij,

iLjeN Licy

serie doble compleja convergente, y por tanto

1,7€ )

n
{11 i} ieN T {B7}](V = S = .{nn (s)} ACN — {Z \{;‘"i /"11- Bi} neN C Q D.

. Los ntimeros complejos &; han de cumplir pues, necesariamente,
que para cada par de sucesiones de S, {A},.n ¥ {Bj}jcn, ¥ Dara
cada # € N, la serie doble compleja ¥ ei; 4, B; converge.

i7EN
En particular, si consideramos el par (g, {B;};cy), resulta que la

convergencia de la serie doble implica la convergencia de ¥ & B;.

jCN

Por tanto, yneN, v yieN, converge ¥ 4, &; B;. En virtud de

jEN

un conocido teorema, ello implica

S ehAB =S AN B, yneN.

,jCN icN  jCN

Andlogamente se demuestra que

Yeid, B =Y B; ¥ e A, yneN.

LicN jEN iCN

Si llamamos M,, a la matriz compleja infinita (&}j), j¢x, pondremos
formalmente

> E:;AiBj = (A4;) M, [B;]

L jEN
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siendo (4,) una matriz de una fila e infinitas columnas, y [B;] una

matriz de una columna ec infinitas filas. Las observaciones anteriores
prueban que se verifica

((4,) M) Bl = (A,) M, B;*
lo que justifica el simbolo
(4,) M, B;).

Ia sucesién de matrices {11,},, v cumple pues la propiedad

(la): vneNy v (EAdicy, Bijey)eS xS

la serie doble ¥ & .4; B; converge. También vale, naturalmente, la
iTeN

propiedad

(]b)' {Z F;;‘-‘l:B;}n(‘\(S’

LieN
V (Adien, Bj}jen) €S X S.

Puesto que 2 (¢ Te) = 1, siendo e = {1}, vale

i,je€N

Andlogamente se verifica
(3): St ({ddicn, Bjen) €S XS
y una de las dos sucesiones tiene limite generalizado nulo,

A((Z €5 A; By, cx) = 0.

LIEN

Finalmente, la continuidad de T implica la validez de
(4): La aplicacién de S X S en S que asigna a cada par

({A}icn, {Bi}jcy) como imagen la sucesién {X¥ st}A,-B,»},,eN es se-
,7€

paradamente continua, y ademads es continua en (6, 0), siendo 0 el
elemento nulo de S.
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TEOREMA 2. — Sea {M,},.x una sucesién de matrices complejas
infinitas que satisfacen las propiedades (1a), (1b), (2), (3) v (4), siendo
M, = (&});jex- Tesis: Es bilineal y continuo, y cumple la condicién
de Mertens el producto T definido por la férmula

{A’}’C‘\' T {B'}fC-\' - ( ) ‘1111[ /|J neN —
- IZ 6,]‘4 B/Jn(\: ({Ax}’ {Bl}) €S X S.

L,jE€N
En efecto, la bilinealidad es inmediata. Y la continuidad tam-
bién, como ya dijimos en la Introduccién. Para ver que se cumple la
condicién de Mertens observemos que si A(s') =a’ A A(s") =a”
se tienc

STS"=(S"—a'e)T(S" —a"¢) +a'a"eTe+
+ (S —a'e)T(a"¢e)+ (a'e) T(S" —a'e),

ya que
S'TS"=(S"—¢c'e--a’e) T(S" —a" e+ a"e)

con lo cual

(S'TS")y=14(@a"eTe)=a"a" 7.({Z ei}ucn) = a’ a”.

LjCN

O sea, 2(S'TS") = A(S)- A(S"). C. Q. D.

Dos productos distintos en S dan lugar a sucesiones de matrices di-
ferentes, pues de no ser asi, ya que vale la férmula

{A} L\T B;}yc\ — l( )1[ [B |}n(\

resulta que los productos coinciden.

Reciprocamente, dos sucesiones de matrices distintas que cum-
plan las cinco propiedades citadas dan lugar a productos distintos.
Sean, en efecto (M}, cx ¥ {M,},cx dos sucesiones de matrices com-
plejas infinitas que cumplen las cinco propiedades citadas, y sean
T v T los productos a que dan lugar. Si tales sucesiones son distintas,
existe # ¢ N tal que M, # M,. Por tanto, existe un par (z,7) de N2
tal que & # &;. Con ello,

(e T g) = e # & =" (e, T ¢))

por lo que ¢, Te; # ¢ 1 e;.
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Hay pues correspondencia biyectiva entre los productos en S
bilineales y continuos que satisfacen la condicién de Mertens y las
sucesiones de matrices complejas infinitas que verifican (la), 1b),
2, 3) v @)

Veamos dos propiedades mas de la sucesién de matrices:

(I). — Para cada par (z,7) de N2 se cumple
A ({e} nen) = O.
En efecto, {&}},cx = € Te¢;, por lo que

2e,Te) = 2(e)- () = 0.
(D). — 2({Z eincy) =0, VieN
jeN
1S e uer) = 0, v €N
ic:

Basta calcular ieTe) vy AleTe).

Nora 1. — Sea S un espacio de tipo S. Como dijimos, una apli-
cacién I bilincal de S X S en S es continua si es separadamente
continua y es continua en (0, 0). Veamos la demostraciémn.

ILa necesidad de la condicién es obvia. Veamos la suficiencia.
Sea (a, b) un elemento de S x S. Kscribamos

F@a+h b+ k) —F(ab) =F(h k) + Fa k) - F (D).

Como las traslaciones de S son homeomorfismos, para ver que I es
continua en (a, b) bastard que para cada entorno W de 0 hallemos
un entorno U X V de (0, 0) tal que si (%, &) pertenece a U X V sea
F(@a-+h b+Fk — F(a, b eW.

Sea W, tal que Wy + Wy - Wy ¢ W, W, entorno de 0. Existe
U x V' tal que (b, k) eU' X V' > F(h, k) c W,

Sea U tal que A eU" = I'(h, b) ¢ W,

Y sea V" tal que ke V' > I' (a, k) e W,

Si lamamos U =U'nU" y V=V"nV" resulta que (&, &) ¢
e U X V implica FF(a -+ A4, b + k) — I’ (a, ) pertencce a W, como
queriamos demostrar.

¥is muy importante tener en cuenta que si la topologia de S es
compatible con la estructura de espacio vectorial de S basta que
F sea continua en (0, 0) para que sea continua en S x S. Ello puede
verse en la ref. (1), pag. 171, n.0o 14.



CAPITULO 1I

PRODUCTO DE SUCESIONES CUASICONVERGENTES
EN GENERAL

Un algoritmo lineal de convergencia puede presentarse definido
cn un subespacio vectorial S de o sin estructura topoldgica alguna.
En tal caso conviene dotar a S de una topologia inducida por alguna
topologia de . En el caso de que el algoritmo sea de Toepltz, ya
veremos en cl apéndice qué topologia «naturaly puede considerarse
para S.

Vamos a considerar dos topologias de o : la topologia producto
usual (nétese que m == €V), v la topologia de KruLL. Las topologias
inducidas sobre S se llamaran la topologia ordinaria de S y la to-
pologia de KruLL de S, respectivamente.

Como es sabido, m dotada de la topologia producto es un espacio
de FrEcHET. Las seminormas son las aplicaciones |n”|. Evidente-
mente, w con tal topologia es espacio de tipo SP.

Recordemos cémo se introduce la topologia de KRULL.

Si A v co — {0, se define & ({4)};x) =

=min {n; neN A\ A, # 0}.

Si {4}~ es precisamente el elemento nulo 0 de o, el ¢ conjunto

anterior es vacifo. Convendremos en que & (0) = oo.
Se define 6 (S, 0) = ¢ %9, v Secw — {0}.
Si definimos 6 (0, 0) = 0, la igualdad anterior vale para todo ®
con el convenio formal usual e~ o = 0.

Se define
— Ry

d:w X m

por la férmula 4 (S, S;) = 0(S; — Sy, 0).

Es un sencillo ejercicio comprobar que w, con la topologia a que
da lugar tal distancia, es espacio completo, y de tipo SP. Por de-
finicién, {Sp};cxy — 0 si {&(S))}icxy = . Tal convergencia, por su-
puesto, ha de entenderse en Ry completado con un elemento maximo,
oo, en virtud del convenio anterior.
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LEMA 2. — Sea Y S, una serie doble de elementos de m, conver-
iLjeN
gente para la topologia de KRULL. Sea S;; = {aj},cy. Tesis: yn ¢ N,

Jv, cN tal que 7,7 >, implica a;; = 0.
En efecto, si es S la suma de la serie citada (con S ¢ » natural-
mente), v 7 e N, 3v, ¢ N tal que 7, j >», — | implica £ (S —g;)) > n

! ]
siendo g;; =3 3 Sy.
h=01-0

Por tanto, si 7,7 >, — 1, (S — 0;) es una sucesién de w con
sus 7 primeros términos nulos. Asi, ya que S;=o0; + 0, ;,;, 1 —
— 01— 01 =(0;—S)+(06_1; 1 —S) —(0,_1,;—S) —(0,j_1 —S)
también S, tendrd sus % primeros términos nulos, con tal que
7, ] >w,. En particular, aj; = 0. Nétese que si aparece el siguiente
de #, es decir #, es debido a que incluimos el cero en el conjunto de
los ntimeros naturales.

TrorEMA 3. — Sea S un subespacio vectorial de o tal que S 2 e,
vy supongamos dotado a S de un algoritmo lineal de convergen-
cia 2 regular. Dotemos a S de la topologia de KruLi, con lo que S
queda dotado de estructura de espacio de tipo SP. Sea T un pro-
ducto bilineal v continuo en S que satisface la condicién de MER-
1ENS. Tesis: La correspondiente sucesion {M,}, x de matrices com-
plejas infinitas verifica (1a), (Ib), (2), (3) y la propiedad

(4%): Cada M, es casi nula, lo que significa que todos sus térmi-
nos son nulos salvo un ntmero finito a lo sumo.

En efecto, al ser T continuo, es separadamente continuo. Sea
(1, j) € N2. Consideremos la aplicacién de S en S dada por la férmula

{At} e N

- {4} wen T¢

Existe », tal que % ({4}, ~) > v, implica

E(idyinTe) >n <> Xefd; =0, ym < n.

€N
Tomando {4}, ~ = €, con [ > »,, concluimos
;=0 l
& =09, Vv < Ve

Es decir, cada fila de cada M, consta de un nimero finito de términos
no nulos a lo sumo. Y lo mismo puede demostrarse para las columnas.



140 Pablo Bobillo Guerrero

Tal resultado, en unién del lema 2 prueba que vale (4%), sin mds
que considerar la serie doble de elementos de S

YeTe=cTe.
L,jCN
Nora 2. — Del teorema anterior se deduce que la validez de (4%)
implica trivialmente la validez de (1a).

TrEOREMA 4. — Si S es un espacio del tipo descrito en el teorema
anterior, cada sucesién de matrices complejas infinitas {M,}, .y que
cumpla (1b), (2), (3) y (4*) da lugar a un producto T en S bilineal
y continuo que satisface la condicién de MERTENS.

Bastard que probemos la validez de (4). Es decir, que T es sepa-
radamente continuo, y continuo en (6, 6). Por supuesto,

{A}ien T B} jen = {(A:) M, [B;]} e n-

Veamos que T cs separadamente continuo. Sea {4}y un ele-
mento dado de S. Veamos que la aplicacién de S en S dada por

{Bj}jcv {A}iex T {BYjen-

es continua en el origen 0.

Dado ¢ ¢ R, elijamos # e N tal que e " << e. Seave N tal que
Mgy, My, ..., M, tengan elementos no nulos a lo sumo en las » pri-
meras filas y columnas. Con ello, para cada m = 0, 1, ..., n se tiene

Y ejd; B = X & A; B;
-

iieN i) 0,y
Por consiguiente, si & ({B;};cx) > serd

3 EZ?AiBj =0, ym=20,1,2,..,u

iL,jCN
ILlamemos 6 = ¢—*. Con ello
d({Bj}jen, 0) <6 <= kE({B}jen) >v = k({2 i 4; B} uen) =
=k({A) T (B})>n <> d({4} T{B},0) <e¢

Queda pues probada la continuidad de T por la derecha. Andloga-
mente se prueba que T es continuo por la izquierda.
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Para ver que T es continuo en (0, 0), dado ¢ ¢ R* se definen
1, v y 0 como antes, y se observa que si

E({A},en) >v ysi E({Bjjey) >
evidentemente es

Z E;’;AzBf =0, Vm = 0,1,..mn

ifeN
O sca,

k({43 T {B}) > n.
De otro modo,

d({qu} icN» 0) < (S

- d ({4, Y

(B} e, 0) < 0 -ty T 0 <

lo cual no es sino la definicién de continuidad de T en (0, 0).
Desde el punto de vista del cdlculo, la validez de (4*) implica

que las series dobles que aparecen en el caso general se reducen a

sumas finitas al dotar a S de la topologia de KrurLL. Tal cosa sucede

también si se dota a S de la topologia ordinaria, como probaremos

en los teorecmas siguientes.

TEOREMA 5. — Sea S un subespacio vectorial de w, tal que S 2 w,,
dotado de un algoritmo lineal de convergencia regular 1. Dotamos
a S de su topologia ordinaria, con lo que S adquiere estructura de
espacio de tipo SP. Sea T un producto en S, bilineal y continuo, que
satisface la condicién de Mertens. Tesis: La correspondiente sucesién
de matrices complejas infinitas satisface, ademds de (1a), (1b), (2),
(3), la propiedad

(4¥): Cada matriz M, es casi nula (o sea, consta de un némero
finito de términos no nulos a lo sumo).

En efecto, sea # ¢ N, y definamos ¢, : S X S —— C mediante
la férmula

Pn (Sb SZ) = z" (Sl T Sz), A"/ (Sl: 52) eS xS
Cada ¢, es una aplicacién bilineal y continua, ya que ¢, = 7" T

Por tanto, ¢, estd acotada en un entorno del origen, que serd del
tipo U X V, siendo

13 — Collectanea Mathematica
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U={={xveS; |ar@)|<e h=1,2,..,1

I/' = {\" = {.\'j}lt\ € SI i:-[lk (_")‘ < g, k == 11 2; [XEEY s}

Pues bien, s6lo los s términos &;; con

1= I’lx '2'2: - 1,
) o : pueden ser no nulos.
J=7J172 - Js

Pues si existe & # 0, con uno de sus subindices distintc de los
anteriores, se llega a contradiccién.
Tomemos i #1,, Yh=1,2,..,r. Con ello me; ¢ U, cualquiera

. . £

sea m cN. Se tiene 5 e;el.
[ m e

Pero G (mc,, - e,-) = —qgle, ¢) =-

que tiende a infinito si se hace tender m a infinito, en contra de la
acotacion citada.

TEOREMA 5 bis. — Si S es del tipo indicado en el teorema ante-
rior, cada sucesién de matrices complejas infinitas {M,}, v que
satisface (1b), (2), (3), v (4%) da lugar a un producto T en S, bilineal
v continuo, que satisface la condicién de MERTENS.

Ante todo hay que observar que por ser cada A/, casi nula, (la)
se cumple automdticamente.

La demostracién del teorema es inmediata porque la validez
de (4¥) implica que cada ¢, es continua. Como en el teorema anterior,
se define ¢, por la férmula:

@u (S1, S2) = 7" (51 T S»).

Pero como ¢, = "o T, de la continuidad de cada ¢, se deduce la
continuidad de T, por definicién de topologia producto (Vid. refe-
rencia (2), pags. 45 v 46).



CAPITULO III
PRODUCTOS DIE SUCESIONES CONVERGENTES

Vamos a estudiar los productos que cumplen las tres condiciones
va dichas en el caso particular S = C. En este capitulo considerare-
mos dotado a C de la topologia ordinaria o de la topologia de KRULI..
Mas adelante consideraremos la estructura (C, B).

Lrva 3. — Sea {r}; v una sucesion de ntuneros reales tal que,
para cada {v}; v cCo(R), la serie Y 7;x; es convergente.
icN

Tesis: Y, r! < - oo,
icN
‘n efecto, de no ser asi, es que
I

: 1
tim (ol + il + o+ ey = F .

Definamos

sgn (7,) )
| T T m e _, V 1€ AT
VI rol + o il

Con ello, YoXg = Y1 X .. - Hx =
ol i,
—_— B —— T —7 "’_»’Iﬂ' ppe——
V1 + ol VI rol + .+ I
o oAt I o

TVTF ol T

en contra de que, como {x) —- 0, debe converger 3 7, ;.
icN

El reciproco es trivial.

LEMA 4. — Sea {2}, una sucesién de ntimeros complejos tal que,
para cada {x};.x € Cp(R), la serie X z;x; converge.
Tesis: X1z << + oo.
En efecto, basta poner z; =7; + i 9; y aplicar el lema anterior.
Pues la convergencia de Y z; x; equivale a la de cada una de las series
jEN
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reales 37,4, y 3 0;%;. Por tanto, ¥ |r,] < + o y T lol < 4 oo,
jCN jEN jEN jeN

de donde es ¥ |z << + oo, por ser [z;]| < |r;| 4 |oj].
jEN

El reciproco es también trivial.

LEMA 4 bis. — Si {z},.x€ll, f:(C, B) — Cdada por f({A},cx) =
= >, 2,4, es continua. L.a demostracién es trivial.

1CN
LEMA 5. — Sea (a;); ey una matriz compleja infinita tal que
para cada ({4} cx, {Bj}jcx) € CXC la serie doble compleja ¥, a; 4; B;

,j€EN
converge. Tesis: La aplicacién f: C X C — C dada por

F{dYicx, Bijen) = X a; 4 B;

1,7CN

es continua, dotando a C x C de la topologia B x B.

En efecto, bastard ver que es separadamente continua, ya que
es f bilineal y (C, B) métrico completo (Vid. referencia (1), pagi-
na 172, n.° 14).

Considerando un par del tipo (g;, {B}};cx) se llega a la conclusién

) 7 ~ r 3 o
de que para cada 7 ¢ N, jcz\va, ; B; converge cualquiera sea {B;}; .y €C.

Debe pues ser, para cada 7 € [V,

2 layl <+ oo

jCN

Con ello, para cada 7 ¢ N, la aplicacién que asigna a cada {B;}, v el
ntimero complejo ¥ a;;B;, es aplicacién continua de (C, B) en C.
jcN

Asi, si {4}, x cs un elemento fijo de C, la aplicacién f, de (C, B)
en € dada por

o ({B})icx = X 4, Z\_ﬂz/ B,

i-= i€

-0

es continua, cualquiera sea # ¢ V.
Por otra parte, como ya se ha dicho, para cada {B;};.y€C es

Ya;4,Bj=3%4;% a;B;

1, jEN 1€N jEN
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Por consiguiente, segtin el teorema de Banach-Steinhaus (Vid.
referencia (3), pag. 138), f es separadamente continua por la derecha,
ya que

nlilfiofn (B})iex = ({d}icxs Bj}jen)-

Andlogamente se prueba que f cs separadamente continua por

la izquierda.

Lema 6. — Supongamos dotado a C de una estructura de espacio
SP. Sea T un producto bilineal y continuo en C que satisface la
condicién de Mertens. Llamemos 2 al limite ordinario. Tesis: Si
se define ¢,:C X C — C por la féormula ¢, (s, $2) = @ (s; T s2),
vneN AV (s, $2) cC x C existe M ¢ R¥ tal que {|¢,l| < M,
v 7 edN.

Ante todo obsérvese que

Tu ((Adicn, {Bj}jcx) :.Z \53 4; B,
1,7€
por lo que cada ¢, es aplicacién bilineal continua de C x C en C,
dotado a C x C de la topologia B X B, segin el lema 5.
Para demostrar el enunciado, definamos

|¢n|:(CXCrBXB)—_’R

por la férmula |(Pn| (31, 32) = |¢n (Sl) SZ) 1 .
Ahora bien, puesto que

A (sl T 32) = linl {nn (sl T SZ))’nCN - lin)- {% (sl: SZ)}nC.\-'

resulta que las |g,| son funciones numéricas semicontinuas (con-
tinuas) con envolvente superior finita, por lo que existe una bola
en C X C en que las |p,| estdn uniformemente acotadas. (Vid. re-
ferencia (3), pag. 295).

Si definimos la norma en C x C por la férmula

H(Sl’ S2)H = méx {HSIH) HSZH}) v (Sl: SZ) CC X C
se tiene, segtin acaba de decirse, que existe £ ¢ Rt y una bola

B ((s9, s9), 0) tal que (s;s3) € B((s9, s

|%| (sl» SZ) = |(pn (Slr 32)| S k’ vn eN.

o) implica

L
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Veamos que existe A ¢ RT tal que y#ncN es
|(f;1 (sl» SZ); < ]\,’ (Slr SZ) e B ((6) 0)’ 9)

Con ello la demostracién estard terminada, ya que llamando

M= {;—2 queda (sy, s2) ¢ B((0, 0), 1)
implica )
(051, 052) ¢ B(0, 0), o,
con lo cual
lg, (s1, $2)f == ]2 qa(os, 052 < ]—; =M, yneN.

=]
I~

Por tanto
::(I;n'l S JI: V n EN'

Consideremos, pucs,
Tn (S], 82) = Gy (s(l)> 58) + Fn (S] JI_ 5(1)1 S2 + Sg) — (597 82) — %n (sl: 3(2))

Como las aplicaciones ¢, (s§, ) vy ¢, ( , s9) son aplicaciones linea-
les v continuas de (C, B) en C, y tienen envolvente superior finita,
Estan uniformemente acotadas en norma (Vid. referencia (3), pa-
gina 317, teorema 3). Sean k; y k, las respectivas cotas. Con ello

l(Fu (sl: 82)| S i(f:n (sl _{— S(l)) S2 _i' gg)l +

+ 19 (59, I 4 Ry [isYll - sall + R2 [Is§1} - [lsall-

y por tanto

lp, (51, $2)| < B4k 4 ki [Is9l @ + R2 Is9l] o.
Si llamamos
K =2k + o (k191 4 &2 [1s9]])

queda probado el resultado anunciado.
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TEOREMA 6. — Sea {I,}, v una sucesiéon de matrices complejas
infinitas tal que, llamando A1, = (&), jcn, valen la), (2), (I), (1I)
v la propiedad

(5): 3M eR* tal que ‘!¢, <M, ynck.

Por supuesto, se define ¢, ({A};cn, Bjljen) = (4) M, "B;l; ¢, es
aplicacién continua de (C X C,B XX B) en C (lema 5).

Tesis: Valen (1b) y (3).

Tenemos que demostrar que v (LA} cn, {Bjjen) €C X C

n |
{Z &ij 4 i B/} neN € C.
LjeN
v ademds que
linl {Z ‘t’lnl A'I Bl‘) neN = 0

si una de las dos sucesiones {4}, v, {B;}; v, tiene limite 0.
N
Supongamos que

lim {4)};cy =lim {Bj},.x = 0.
Dado 6 < 0, cxiste v ¢ N tal que ¢, j >» implica

A7 <8 A 1B < b,
Ilamemos

o o= {Ao, AI,...,A,,_], 0,..0, .
ﬁ: {BOy Bl, ""Bv——l) 0,...,0,...}.
Con ello se tienen las relaciones

Ay en —2=10,..,0, 4,, 4,.,,..} =a

{B]}j('.\' - ﬂ - {0, ey 0, B,,, B,,_f_], } = b
Es trivial que cada ¢, es aplicacién bilineal de C + C en C.

Asi, Pn ({A;}icz\'r {Bi} jeZ\') = @y (“ +a b+ p) =
= q)ﬂ (a’ b) + (pn (ﬂ, ﬁ) + ¢n (1’ b) + (pn (U., Q)

Como ¢, (o, f) = X e; A; B; resulta que lim {g, (o, B)},cxy =0, en
L,ji<v
virtud de (I).
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Asi pues, existe vg ¢ N tal que # >, implica

| (o, B)| < 0

Obsérvese que vy depende exclusivamente de §, para un par

({A}jen, {Biljcy) dado de Co X Co. Si n >w,, se tiene

lon (A3 jens B}jex)l < 0+ llgll-[lall- 18Il 4
+ gl - Mot (161 + Nl - el - 18] < 6 +
+ M (A exl 18Il + B jexll - Nl 4 [l |- 1IBI]) <
<O+ M@OiHA . cxil + 01{Bjexll + 62) =
= 0[1 4+ M (|[{4}.exll + 11{Bjjex]! -+ )]

Dado e ¢ R*, tomemos

; e
d = min { 1

1A MU AR el 1B jenll }
con lo cual

O[1 4 M (6 4 [[{AYiexll + 1{Bj}jexil)]

<
S 6[1 + M (1 + II{A1}1C:\'H + H{Bj}]CJ\H)] S g,

Fn resumen, dado ¢ ¢ R+, se determina vy e N, y queda

n Z’VO = |q7n({‘4i}ici\7: {Bi}ieA\’)| < e
Lo cual significa lim {¥ & 4; B} ,cx = 0.

i,jCN
Supongamos ahora {4;};.n € Cyo. Veamos que

lim {g, ({4} icx, €} neny = 0.
Dado 6 e R*, sea » ¢ N tal que ¢ > » implica

|A;] < 8. Y sea a= {4y, 41, ..., 4,1, 0,...,0, ...}.

Por tanto, si llamamos como antes ¢ = {4;},.y — «, quedard

¢n({A1}i€N’ 6) = ®n (a, 6) + Pn (OC, 6)'
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v—1
Pero ¢, (2, ¢) = X 4,3 &; -+ 0 en virtud de (II).
i=0 7€N )
Sea pues vg ¢ N tal que # >y implica |, (2, €)] < 9.

Con ello, si # > v, se tiene

}(Pn({Ai}teN: 6)l < Y + %(Pn ((l, 6)1 <9 +

+ M liaij- el = 0 + M {la]| < 6 + M.

Dado ¢eR", se toma 6 = hallando vy € N del modo in-

8_ v
147
dicado podemos concluir

n=vg > = g, ({diey, )l < e
Lo que significa
lim {‘rn ({Al}ac.\': g)} ncN = 0.
Andalogamente se prueba
lim {(Pn ((3, {‘1 i} ie .\>} neN —/ 0.

Supongamos, en general,

({A}iex, Bi}jex) €eC x C.
Llamemos

A=Hm {d}icy v B=1lm {Bjjcx.

Con ello

Gu (A} icy, B}jen) = @, ({4} — Ae 4 Ae, {B}jcx — Be + Be) =
= ‘pu({Az} - Ae: {Bz} - B@) + A P (6, {Bj} - Be) —!_
+ B(pn({A]} - AE, 6) + AB% (6, 5)

Ahora bien, en virtud de los resultados anteriores

lim {p, ({4} — Ae, {Bj} — Be)},ex = lim {p, (e, {B} — Be),ex =
=lim {p, (4} — 4e, e)},ex =0,
y como
ABeg,(e,e) = ABY ¢

i,jEN

14 — Collectanea Mathematica
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que por (2) es sucesién convergente de limite A B, se tiene que
{q?n ( {A Jicxs {BI} j€ ;\’)} neN

es convergente, con limite AB.

TrorEMA 7. — Cada sucesién de matrices complejas infinitas que
verifica (1a), (2), (I), (II), (4) ¥ (5) da lugar a un producto T en C bi-
lineal y continuo que satisface la condicién de Mertens.

TEOREMA 8. — Hay correspondencia biyectiva entre los productos
bilineales y continuos en C que satisfacen la condicién de MERTENS,
v las sucesiones de matrices complejas infinitas que satisfacen las
propiedades (2), (I), (II), (4% ¥ (5), supuesto dotado a C de la topo-
logia ordinaria.

TEOREMA 9. — E] mismo resultado puede enunciarse si se consi-
dera dotado a C de la topologia de KRULL.

La demostracién de los resultados anteriores comnsiste en resumir
lemas y teoremas que les preceden.

Nora 3. — Como se ha visto, la verificacién de (la) no ofrece
dificultad ninguna en los casos de dotar al espacio S de la topologia
ordinaria o de la topologia de Krull.

En el caso de considerar dotada a C de una topologia distinta de
las consideradas, la verificacién de la validez de (1a) puede dar lugar
a tener que manejar verdaderas series dobles complejas. No podemos
pasar por alto el analisis de las condiciones que aseguran la validez
de (la) en el caso de una estructura cualquiera de espacio de tipo
S P para C.

Dice (la): «Para cada # € N, la serie doble compleja

Y& d, B;

,i€N
es convergente, cualquiera sea
({A}iex, {Bjyien) €C X O».

Una cémoda condicién suficiente para que valga (la) es que

S e < 4 o, yneN.

HhieEN
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Una condicién equivalente a (1a), con la ventaja de que en ella
no hace falta manejar series dobles complejas, viene dada por el

TroreMA 10. — Condicién necesaria y suficiente para que con-
verja la serie compleja X a;/; B;, cualquiera sea el par ({4} cx,
i,jeEN

{Bj};cx) € C X C, es que se verifiquen:
(a) X a; converge.
i,jeN

(b) T 1T a;l <+ .

€N jeN
(c) Las filas de (a;); jex son absolutamente convergentes.

(d) Para cada {x,), n ¢ Cop, se tiene

DiXax; < 4oy X i¥ayxl < A oo

1EN jeN jeN ieN

Veamos la necesidad.
(a) es inmediata.

En cuanto a (b), considerando pares del tipo ({a;};cn, €) se llega
a la conclusién de que ¥ a; (Y a;) converge para cada {a},.y € Co.
N

1€EN 1c

Por tanto, debe ser ¥ |¥ a;;| < + oo.

iCN jEN
Si se consideran pares ({a,};cy, {0} jcx) de Cox Cy se llega a con-
cluir la validez de (d).
La condicién (c) es inmediata asimismo.
Veamos la suficiencia.
Empecemos por probar que X a;4a;b; converge, para cada par

i,jEN
({a}icn, B jex) de Co X Co.
Definamos F : Cy X Cy — C mediante la férmula

F ({ai}ic.\-"a {bj}je.\’) = Z a; 2 ar]'bi’

i€EN jJEN

V ({a3ien, B} jex) € Co X Co.

Esta F es claramente bilineal y continua por la izquierda. Para ver
que es continua por la derecha fijemos {a;},.v € Cy, ¥ consideremos
la aplicacién f:Cq — C definida asi

F(B}jen) = Z a; X a;;6;, V¥ B} jen € Co.
i€N jeN
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Si para cada # e N definimos f,: Cy — C por la férmula

fn ({b1} ,7'6\') = Zoaz E aii b;f: v {b/] jex € CO
i=0 jc

N

se tendra evidentemente

lim fn ( {]),} ch) - fn ({b} !e‘\');

n—> 00
v como tanto f como cada f, son lineales, f es continua en virtud
del teorema de Banach-Steinhaus, pues cada f, es continua.

Por supuesto, al hablar de continuidad, consideramos dotado a
Cy de la topologia inducida por B. Como es sabido, Cy es subespacio
cerrado, luego completo, de C.

Es inmediato que si {a;},x € Cp, la suma de al serie ¥ a;¢; de

i€N
elementos de C es precisamente {a;};.v. Pucs
| J—
H{a}iex — (a0eo + are) + ... + a,6,)|| =
= H{Ox sy 0: A1y Byi2s oes Qi } I == sup !an-i-h!

que tiende a cero por ser {a,);.n — 0.
TLuego si I’ es bilineal y continua, se tiene que

F({aicy, O} )jex = I (T a.ey, Z\vbj e;) = X a;b; F (e, ¢).
JEN

1€N 1,7€N

Por identificacién es I (e, ¢;) == a,;, por lo que concluimos que X, a;;a; b;
5L,j€EN
converge, para cada ({a}, {6;}) € Co X Cy. Este razonamiento de
identificacién no valdria en C, pues {e}; » es base topolégica de C,
pero no de C.
Consideremos, finalmente, un par ({4,},cx {Bj};cx) € C X C. Lla-
memos A =1lim {d};,cx v B =1im {B};cx. Con lo cual, es

Adiex=Ae+{d}iexy —del =Ae+ @} ,cx

{B}jex=Be+[{B}jcx —Bel = Be + {b}jex
siendo

(@}icw, {bi}fc.?\’) €Cox Co. Asi, X ﬂifAiBi =

1=0,..,m
7=0,...,n

=Y a;a,b + 3% a; Ab; +

id id
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Za,,a B4 Ya;AB = Za,,a b; 4

id

m n m n

+4BXa;+ A% Nayb+BY Saya;

i=0j=0 1=:0 =0

Observemos que como Z\ (.Z\’aﬁ b;) converge, existe
1CN JE.

m n

lim ¥ Ya;b,=1lm Y (Z a;) b;.

m—>00 1==0 jC N m—>00 jEN =20

efinamos f,, : —-C, p cada me N, por la férmula
Definar . Co —C, para cad N

m

f;n ({b/})/e\ Z (24 au) b): v b/)jc\ € CO

jcN i=0

Claramente es f,, continua, para cada m ¢ N, en virtud de (c). Pero
ello implica que las f,, estdn uniformemente acotadas en norma por
cierto M ¢ R* (Vid. referencia (3), pag. 327, teorema 3).

m n m m

Con ello, ¥ Y a;0;=% ¥ a;b; —3 X a;b,.

i=0 j=:0 i=0j€eN i=0j>n
" m
Pero 2 Yaib= X b (X ay).
1=0j7>n i>n 1=0
Si llamamos S, = ®}jex — {bo. ..., b, 0,
m
queda IZ Z au] ]I - 'fm( n)
i—0ji>n

Como {!S,|l =0, concluimos que existe

. " n
lim > X a;b;

(m, n)—> (00,00) 1=0 =0

v vale precisamente

m

lim ¥ Ya,;b=3% X a;b,

w—>00 1=0 jC N 1€N jCN

Ya sabemos que convergen ¥, a;a;b; y X a;;. Nos queda por probar
i,j€EN L,jeEN
que converge Y, a; a;, pero la demostracién es totalmente andloga
1,7 €N

a la de la convergencia de ¥ a,;b;.
,j€N
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Nota 3 bis. — Deliberadamente hemos incluido la propiedad (b) en
el enunciado anterior, si bien no interviene para nada en la demos-
tracién de la suficiencia, no tanto porque (b) sea necesaria (aunque
ya se ha visto que no es independiente de las otras tres) como porque
cabe preguntarse si (a), (b) ¥ (¢) no dardn lugar a una condicién
necesaria y suficiente minima. Y tal pregunta viene sugerida por

el hecho de que la convergencia de Y 'a;| es una cémoda condicién
LicN
que asegura

Z ai,- .4, Bj Converge, V ({fl,} €N {B]} ]’E.\.) € C X C

i, jEN

v el «parecido» de (b) con tal condicién es mds que formal.
Pues bien, la respuesta es negativa, como prueba el siguiente
ejemplo: Consideremos una matriz (a;) de términos

—1 0 0 0 0 0 0 0 0 — —
1 0 0 0 0 0 0 0 0 — —
0 1/3 —1/3 0 0 0 0 0 0 — —
0 —1/3 1/3 0 0 0 0 0 0 — —
0 0 0 1/5 —1/5 0 0o 0 0 — —
0 0 o —1/5 1/5 0 0 0 0 — —
0 0 0 0 0 1/7 —1/7 0 0 — —
0 0 0 0 0 —1/7 +1/7 0 0 — —

No es dificil comprobar la validez de (a), (b) y (c). En cambio,
no vale (d), que es una condicién que ya probamos debe cumplirse
necesariamente. Basta tomar

5 {1 —1 1 —1 1 —1
Oliex =337% 202’ 203’ 3L3 2L5 2L5

1 1 1 1
g s = s =

Y como es sabido, X |Y a;;b;| diverge en virtud del criterio de
1€N jEN

condensacién de Cauchy para series de términos reales positivos
decrecientes.
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Nora 4. — Hemos consultado copiosa bibliografia cldsica para
tratar de decidir si (1 a) implica que ¥ la;;{ << + o. Pero en los tra-
ien

tados antiguos (Riesz, Hellinger-Toeplitz, Julia, Volterra, von Neu-
mann, Riesz-Nagy) no se ocupan de cuestiones fuera del caso del
espacio de Hilbert.

Por una parte, buscar contraejemplos choca con la dificultad
de que, aunque cueste creerlo, los criterios més fuertes de los cono-
cidos (Abel, Dedekind, Hardy & Landau...) dan poco de si en esta
cuestién. Una lista muy completa de criterios puede verse en la
referencia (4). Por otro lado, al aplicar recursos de Andlisis funcional
se encuentra la dificultad de que hay pocos resultados no triviales
acerca de aplicaciones bilineales sobre espacios normados, o de apli-
caciones lineales de un espacio normado en otro distinto. Puede mi-
rarse cualquier tratado, como el célebre de Dunford-Schwarz, y
comparar la riqueza de resultados sobre operadores, con la casi ausen-
cia de ncticias sobre cuestiones como la que nos ocupa.

En el teorema 10, en el fondo, lo que se hace es posible gracias
a la isometria de L(C, C;C) con L(C, L(C,C))=L(C, 1), ya que
el dual de C es /!, como es sabido. Para tal isometria puede verse
la ref. (5), pag. 26 y 27.

Queda pues sin decidir si 3 |l << + oo es condicién nece-
saria para la validez de (1a). El hecho significativo de que autores
modernos no presten atencién a las series mdltiples convergentes
pero no absolutamente convergentes (Vid. p. e. referencia (6), que
se ocupa de procedimientos efectivos de cédlculo fundamentalmente),
casi nos lleva a conjeturar la necesidad de tal condicién, aparte el
repaso (de que hemos hablado) de los criterios conocidos.

Desgraciadamente, una poderosa herramienta (referencia 7) no
es utilizable en este caso, al no ser nucleares los espacios normados.



Carfrvio IV

PRODUCTO DE SUCESIONES CUASICONVERGENTES
PERTENECIENTES A UN ESPACIO CON BASE TOPOI,OGICA
DE SCHAUDER

Sea S un subespacio vectorial de w, tal que S o w,, dotado de
una estructura de e. v. t. para la que posee una base topoldgica
{&}ic~. Ello significa que, para cada elemento s de S hay una sucesién

{a;} ;cx de ndmeros complejos tal que s es la suma de la serie )] a; ¢;
TEN

de elementos de . Y ademds, tal sucesién es tinica.

Si se define f;(s) = a,, ¥ €N, las aplicaciones f; se llaman los
funcionales correspondientes a la base citada. Cuando cada uno de
ellos es continuo, se dice que es una base de Schauder. Tal sucedera
en los casos que vamos a cousiderar, debido a que si un e, v, t, es
metrizable v completo, cada base es necesariamente de Schauder
(Vid. referencia 8).

Finalmente, supongamos dotado a S de un algoritmo lineal de
convergencia regular 1. Vamos a estudiar qué condiciones genera-
les permiten definir productos bilineales y continuos en S que cum-
plan la condicién de Mertens.

Definiremos S* como el conjunto

{{a}iex c0; X ae converge en S}

1€EN

Si se define y: S — S* por la férmula

7(XZ a;e) = @} e

es inmediato que y es un isomorfismo algebraico de S en S*, do-
tando a éste de estructura de e. v. c. del modo natural. Trasladando
la topologia de S a S* por medio de la biyeccién ¥, S* queda dotado
de estructura de e. v. t. isomorfo algébrica y topoldgicamente a S.
Una parte de S* serd abierta si y sélo si su imagen por y~! lo es.

Si S posee un producto bilineal, continuo y que satisfaga la con-
dicién de Mertens, es inmediato que se verifican
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(Ao) : Para cada ({a};cy, {bj}jex) € S* X S* la serie doble com-

. . .
pleja ¥ eija,b;, ¥ n, converge, siendo {&j},.x = 7 (&, T ).
i,jeEN

Y la sucesién {3} s,,a b} .cx pertenece a S*.
i,jJEN

(Bo): 2(Z e, e, u) =1
neN 1,jEN
siendo {1, 1,..,1,..} =X u¢
i€N

(CO): (Z nzs ) (Zsuzeubﬂ)—_—(),

ne€N i,jeN nEN fjEN
DYicy €S* siendo A(XY a;¢) = 0.
j5icN 1 i
an

(Dg): La aplicacién ¢ : S* x S* — S* definida por

?({adicx, O jex) = {Z €;a,b} ¢y, escontinua en (0, 0).
L,jeN

Por supuesto, 0 indica la sucesién nula. Y vale la férmula

Sez\vﬂf 81') (Z b 8]) Z &y Z 817 a; b

icN neN 1,7€N

Reciprocamente, dada una sucesién de matrices complejas in-
finitas {M,},.y, tal que llamando M, = (&}j); jex se verifican las
propiedades que acabamos de sefialar, puede definirse un producto
en S bilineal y continuo que satisface la condicién de Mertens, me-
diante la férmula

(208) (Zb€7)—/ 1({26 ab}uc\)

ieN JEN 1,i€ N

manifiestamente equivalente a la primera de esta pégina.

En el capitulo I tratamos un caso semejante al que ahora con-
sideramos, muy importante por ser alli ¢; = ¢; y sobre todo por ser
a;=A, V {4}.ex e S.

La demostracién de los resultados enunciados es paralela a la
que se dio en el primer capitulo, y la omitimos. En cambio, ana-
lizaremos qué sucede cuando A es aplicacién continua de S en C,
situacién que no podia presentarse en el caso considerado en el ca-
pitulo primero, como oportunamente se probd.

15 — Collectanea Mathematica
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TrorEMA 11. — Sea S un subespacio vectorial de » dotado de
una estructura de e. v. t. que admite una base de Schauder {e},¢y-.
Supongamos dotado a S de un algoritmo lineal de convergencia 4
continuo en S.

Sea T un producto en S, continuo y bilineal, que satisfaga la con-
dicién de Mertenns. Llamemos /; = 7 (g), v {&fl,cn = 2(& T &)
Tesis: Se verifican las propiedades

(A): v ({aicx, b} jcn) €S* X S*,

n AT
> eja,b; converge, y#n eN.
ijeN

, S n "
(.A; blS) . {Z € a; bl} neN € 5‘>£ ,
ijeN

V (@} en, B} jcy) € S¥ X S*.

(B): X &iily =11, v (i) e N X N.

neN
(C): Si definimos ¢ : S* X §* — S* por la férmula

"
¢ (@} iex, B jey) = & i a; b} en
1, jEN

¢ es continua en (0, 0), siendo 0 la serie nula.

En efecto, la validez de (A) y de (A bis) es evidente. En cuanto
a (B), empecemos por observar que la continuidad de 2 implica

MEae) =ZA(ae) =2 al

icN i€N 1€N

Como ¢ Te =3 & ¢,, se tendrd por consiguiente
neN

l,‘ Z/ = ;. (Slj T 8,) = )u (Z 8,’; 8") = Z 87’ ln
neN

neN

Simultidneamente, se ha demostrado la convergencia de tal serie y
se ha calculado su suma. Finalmente, (C) es inmediata.

Conviene recalcar que en este teorema ni se ha exigido que So w,,
ni que 1 sea regular. También hay que hacer observar que la con-
tinuidad de T equivale a la de ¢, ya que y y x~! son continuas, en
virtud de la conmutatividad de los diagramas
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- X ~
SxS Lk S s G
T ¢
I
| - |
S - S*
S* x S* S xS
) 271X 7!
(/‘ \T
| |
S* S

Y4

Utilizaremos tal hecho en demostraciones posteriores. Enunciemos
un reciproco del teorema anterior.

TEOREMA 12. — Si S es un espacio como el individuo en el teo-
rema anterior, v si {M,}, .y €s una sucesién de matrices complejas
infinitas tal que llamando M, = (&}); ;cx valen (A), (A bis), (B) y (C),
el producto T definido por la fé6rmula )

(Zae) T (szbj &) =2 &, ZNSZ a;b;

€N jel neN i,je
es bilineal y continuo, v satisface la condicién de Mertens.

En efecto, la bilinealidad no ofrece dificultad; ni tampoco la
continuidad, si se observa que el producto T se ha definido de ma-
nera que conmutan los diagramas de la pagina 44.

Veamos que vale la condicién de Mertens. Dados dos elementos
de S,

Si;=Xa;& Y S2= Xbje, serda ({a}, {b3) ¢ S* x S*.
3 jEN

ieN

Por otra parte,

2(s1 T s2) = A(T (s1, $2)) = (AT) (s1 T s2)
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y como AT es aplicacién continua de S X S en C, serd

m

(Sl: ...) (La &, Z b 8;) - hln (Z a 81: Zb E])
icN m—>o00 t==0 i

en virtud de la definicién de topologia producto. Por tauto,

(AT) (s1, 82) = lim [(AT) (Za; &, X b))

Mm—> 00 1 i<n
H—>00
Pero
(2 )(Zae,,Zbe,): (X a;bjeTe) =X abll
i<m 1:0 . (id)
j=0,..,%
va que
2. (EI'T 8]') =/ (E 811 n) 24 ‘°:l7 = b ZI
neN nCN
O sea,

(2T) (51, 82) =lim (X a; 1)) (X b;1) = (Z\a L) (Z\b ) =7 (s1) " 2 (s2).
M—>00 1M j<n 1€ in

Nora 5. — Siempre puede «normalizarse» la base topoldgica {g};cx
de manera que /; sea igual a cero o a uno, evidentemente. En general,
si se multiplica cada ¢ por un ntmero complejo 2z, = 0, también
{2 e} icn €s topoldgica de S.



Carirtrro V

PRODUCTO DE SUCESIONES EN (C, B)

Vamos a estudiar el caso particular S = C, dotado C de la to-
pologia natural de la norma del supremo B, que hace de C un es-
pacio de Banach.

Definamos

..................

& = {0) seny 0: l, ceey ], .-.} (etC.)

Vamos a demostrar que {&}, .y es base de Schauder de (C, B).
En efecto, si {A};xeC, definamos A_, =0y a;=4; — 4,_4,
para cada 7 € N. Pues bien,

{A}iexy = X a; &
ieN

Calculemos agey + arer + ... +a, ¢, =
= {ag, ag, ay, -.., &g, Ag, ---} +

+ {0, ay, ay,..., a1, a;, ...} +

+ {0, 0, ay, ..., a3, as, ..} +

+ ..+, 0 O, ...,aqa, a, ..} =

= {Ag, 41, 42, ..., 4, 4, 4,, ..

Pero A}ien — (a0eo +are + ... - a,8,) =

— {0, 0,..,0, Ay, — Ay, A,.r — A, 3

n+1

y H {At}tcN - 2 at EITH = Sup |An-:-h - An[
=0 heN
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Ya que {A};.~y es de Cauchy ello implica
n
Zoai & —————— {A}ien
i=

Que cada f, es continuo es inmediato por ser

|fl ({‘471} n(.’.’\') _fi ( {Bn} ;zCN)l S Sup ;‘4" - Bn] = il{An} neN {Bn} ncN I{

neN

Por supuesto, 2 es ahora el limite ordinario. Y es continuo, ya que

2’ ({An} rLC‘\') — 2 ({Bn}n(‘\’)% - l}" ({An - Bn} nc.\')l S
< SU}\)_ iAn - Bn| =1 {An} neN T {Bn}nc.\'“r
ne N

Finalmente, en este caso es

=1 wieN, v C*= {{a};cn€w; 2 a; converge}.

icN
Si se define |l{a;}, !l = sul\) 1> a;l, ¥ {a)icn € C*, z es una isome-
ncN
tria de C en C*.
TEOREMA 13. — Sea T un producto bilineal y continuo que satis-

face la condicién de Mertens en C, dotado de la topologia B y del
limite ordinario como algoritmo 7. Llamemos x (& T &) = {&j} ncx-
Tesis: Se cumplen las propiedades

(Aa): Z\s’[, a;b; converge, cualquiera sea 7 ¢ N, para cada
] ESY

({ai}ia\'; {bj}ch) eC* x C*
(Bb): X &i=1,v(j) eNxN.

neN
(Cc): Existe M e R™ tal que ||g,|| <M, yneN.

La aplicacién ¢, se define asf: llamemos

0, ({a}iex, O}jen) = T eija; b;
,7€N

Pues bien, ¢ ({a}iex, ©}ien) =
= {og(...), o1(--2), .r, 0, (-..), 0, 0, 0, ..}
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Hay que hacer observar que si s;, sy € C, o,(x(s1), x(s2) =
=fu(s1 T $2).

Osea, 0,=f, T (y7! X x_'), luego es continua. Con ello es trivial
que ¢, es aplicacién continua de C* x C* en C*, para cada n e N.

Demostremos lo enunciado. Desde luego, (Aa) y (Bb) no ofrecen
la menor dificultad. Para demostrar la validez de (Cc) llamemos

o, =0g+o+..+o0, VielN.

Pues bien, las |o,| son funciones numéricas semicontinuas (conti-

i

nuas) con envolvente superior finita, ya que
liln {E ({(l‘} ’ {b}} )}ncN - ; [Z—l ({iﬂ} )j . ;“ [Z_l ({bl} )]

Como en el lema 6, se concluye que hay una constante M ¢ R+
tal que

vneN, fo,({a}, O3) <M, v (a3, &}) ¢ B,
siendo B la bola unidad de C* x C*.
Con ello He,ll <M, wneN.
Nora 6. — Es obligado hacer un comentario sobre las condi-

ciones en que puede asegurarse la validez de (Aa).
Llamemos C§ al conjunto

i} icv € 0; Evlai — @] < A oo}
1€

Vamos a demostrar que si {z;} € o verifica que ] 2;a; es conver-
1€EN

gente para cada {a;} ¢ C*, necesariamente {z} € C§.
Ante todo, observemos que {z;} esti acotada. De no ser asi,
puede construirse una parcial {z;} ¢, tal que

|Zi,~+1| > 2 izijl! V]GN

Vamos a definir {a;};.5 como una sucesién que tiene sus términos
nulos, excepto los de subindice del tipo 7;, que seran

ai; = |zi |7 2,71

1
ai, > ‘2‘ Izi1|—1
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1 .
Como que |a; z;| > 5 VI eN, Z\a.,;zb no converge, a pesar de
ieEN
que {a}; .y € C* manifiestamente.
En virtud de la férmula de sumacién parcial de Abel

n

n
ofli Zi= A, 21 + ZoA‘i (7 — zix1),
iz

==

siendo A; = ay -+ a; +- ... + a,, podemos decir que ¥ |z — z,.,| <
i€EN
< -+ oo. De no ser asi, definamos

Asi, Ag(zo —21) + A1 (21 —22) + ... + A, (2, — 2,.1) =

~

lzg — 211 , lz, — 2
— —/—tl-_o::_l.‘: —{_ + b 7 i . ,H'lll — _>_
\1 1 Izo_zll \"l_l_ |20—zl|+---T|2n_zn—;-1!
> Izo_zli+--'+!z¢1_zn+ll —>—|v—oo
= =
\/1+|20 zl!+"'+lzn_zn~‘;-1|
Es trivial que la condicién es suficiente.
TrEOREMA 13 BIS. — Para que converja la serie doble compleja

> a;a;b; cualquiera sea el par ({@};cv, {0} jcv) de C* X C*, es ne-
i,jJEN

cesario y suficiente que {¥ a,;03};cx € C§, para cada {;} oy € C¥, en
jEd
virtud del resultado anterior.
La necesidad no ofrece dificultad. Cuando a la suficiencia, basta
ver que '
D:({a}, b3}) —— X a; X a,;b;

icN jEeN

es aplicacién bilineal continua de C* x C* en C, lo que se deduce
de la aplicacién reiterada del teorema de Banach-Steinhaus; y ob-

servar que ello implica ¥ a; ¥ a;;b; = X a;;a;b;.
i€eN jeN iL,jeN

No detallamos estas demostraciones porque son casi repeticién
de las que vimos en la nota 3 y resultados que siguen del capitulo III.
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Al ser @: ({a;}, {b}}) > a; X a; b; bilineal y continua, por

ieN jeN
ser C* de tipo S (como es facil ver) hay ntiimeros complejos u,; tales
que @D ({a}, b3}) = Z\/;Lii a; b;
1,7C-

Por identificacién, es Ui = a;
v se concluye

HEVa,;,- a;b; converge, V ({a}, {;})eC* x C*.
(T

TEOREMA 14. — Sea {M,},.y una sucesién de matrices complejas
infinitas tal que si llamamos M, = (gj); jey se verifican las propie-
dades (Aa), (Bb) vy (Cc). Tesis: Si se define un producto por

$1Tsy; =2 ¢, X epaby,
neN 1,j7¢N
VS = Zae,cC/\VSo——steC

jeN

T es bilineal v continuo y satisface la condicién de Mertens.

En primer lugar observemos que la validez de esas tres propie-
dades permite introducir las aplicaciones continuas ¢, y o, como
se detallé6 en el teorema precedente.

Tenemos que probar que la definicién dada corresponde a una
verdadera composicién interna en C. O sea, hay que probar que

) 8!7“ bl}nrN € C*.

ijeN
O lo que es lo mismo,
. {0, ({2, 03})}ncy e C¥
Pues bien, calculemos
oo ({a}, b}) + o1 ({a}, ©3) + ... + o ({a}s, b3) =
=_§02 a;b =3 ab; Zen= Y ab 28;7-%-2 3 4 Ze,, +

e ,jEN n=0 i,jeEN 1=0 j>» n=0

4—22&152&;, > a;b; Es

7=0i>» ,i>v

16 — Collectanea Mathematica
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Debe observarse que estos pasos son legitimos en virtud de que

E 8:11 a; b} = E E:; a; b,’ + Z Z (ld) +

v, 71=0 i, j=0 r<igv’ j=0

+ Y X@d)+ ¥ @), con >
y<j<y 1220 v<i, <y’

Con ello podemos escribir

o~

Ay, {b1}) -

el

b = |00 (a3, B3 + - + 0u

D)

+ low (@ icx, 0, .., 0, 8,1 4 1
+ Hq"k ({0: seey 0: av»f—lr "-}: {b]'J'chH S.
< M0, . 0, a4y 1y 3 {1140, o0y 0, By y, 3 ] +

@1l 1140, ooy byt o} A= (1O (1 (14O, ooy @y, w3 H]

+ M|
Dado & << 0, elijamos vy e N tal que v > vy == 6, << —;
Es esencial el hecho de que vy depende exclusivamente de ¢, y
no de &, para un par determinado ({a}, {,}) e C* X C*.
Por tanto, si » > »;, podemos concluir

M|

k
a;b; 2_871' — ; < oo ({a}, b3) + ... +

"

»
2
i, 7=0 neN

k
+otay, b)) < 3 ab; % i + S kel

1,7=0
Con ello, haciendo tender % a infinito queda

<

[\

> aib,-Zal-',-—E= 2 ;b —
27 %
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b3) + ... o (fa}, B3)] <

< lim [oq ({a;},

1 _' G ({ll,} s {b;} )] S

g lir [O‘O (-{a,-} , {b]}) - ...
< Tab =% ab 3T+
=0 2 ij=o  wex = 2
Por tanto
Sa)(B5) — 5 <lm [  <Hm[.]<(Za)(Bb)+ 5,
1=0 j-=0 - =0 j=0 &~

Si hacemos tender » a infinito, queda

1
—

b)) — - < lim7".] <lim| <

N m

(%) (50) — ¢ < (Se) (3

(€N €N N

<(Ba) (Th) +5 < (Za) (£h) + =

€N JEN 1€ 2 7€

Y haciendo tender ¢ a cero, queda finalmente

(2 a) (

€N jc?

]

k
vb)- < hj} {gaoo'r ({“i}, {bj} Vrexy <

k
S liln {Z o, ({a’i}: {b7} )}kc.\' S (E ai) (E bf)'
r=0 ieN jeEN

O sea, simultdneamente se ha probado la convergencia de la serie
({a}, b}), v se ha hallado que su suma es (X a;) (X b;). Por lo

> o
keN ieN jEN
tanto, podemos escribir

)" (31, 82) = Z (ZNSH Gn ( {ai} ) {b]} )) = k%\rak ({(l,'} ) {bj}) =

ne

= (S a) (5 5) = 2(s1). 2(s2).

1eN jEN

Queda probado, pues, que T estd correctamente definido, y que
satisface la condicién de Mertens. ILa bilinealidad de T es evidente.

Vamos a probar que T es continuo.



168 " Pablo Bobillo Guerrero
Si se define ¢ : C* X C* — C* por la férmula

P ({az} ’ {bl}) = '{U;z ({ai} ’ {b/} )} neN

al ser @ ({a}, ) =1lim ¢, ({a}, &)

nH—>00

(lo que es evidente por ser C* de tipo S) es ¢ bilineal v continua,
sin més que utilizar (Cc).

En efecto, si ({a;}, {b3}) € [C* —{0}] X [C* —{0}]

. Il {ap o3 | . .
se tiene i@, e — ) <M, ynecN
1P\ Ty 1> Fpn)| = V"€
‘ {a; by \
por lo que ‘! (_1_ ,_,_..1_’._7)5; < M
! L Ty Ty =
O sea, e (e, ©3) < M@y !~y

Y como que esta desigualdad vale cuando una de las dos sucesio-
nes es nula, queda probada la continuidad de ¢.
Consideremos el diagrama

=N
X
=X

CxC C¥ x C*
| |

' !
l L |

C - c*

Vamos a probar que es conmutativo, para lo que hay que ver que

(E ai 81’) T (Z\vbf 8}') == E e-n E ezll Cl,' b_i = Z en G}l ({611} ’ {b/}) -
€

€N 7€ neN i,jeN neN

= Z_l ({Gn ()} nc.\') = Z_l rq)({(l,} s {bl} )jl = (Zml (F) ({ai} ) {b]}) -
=@ ') Xy (Zae, Thie)l =1 "oz X2 (Zae, Xbie).
1EN jeN i N jeN
Con ello, T = x"lqé(y, X y). Por tanto, T es continuo, como ¢.
Deliberadamente hemos utilizado el lenguaje de «hacer tender a»,
que nos ha parecido mds conveniente para seguir la demostracién
del teorema 14 que la rigurosa expresién formal de propiedades y
reglas del cédlculo con limites y limites de oscilacién.
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PROPIEDADES ALGEBRAICAS DEI, PRODUCTO

Vamos a dar condiciones que establezcan la asociatividad, con-
mutatividad u otras propiedades algebraicas de T. Supondremos que
S es un subespacio vectorial de w, dotado de estructura de e. v. t.
que admite una base de Schauder {g};.y. Suponemos definido un pro-
ducto T en S con los tres requisitos de siempre. Con ello, recordemos,

(Z a; 81’) T (Z b/' 8,1') :E a.?bj &; T 87'.

icN jEN ,7e€N

"

TrOREMA 15. — T es conmutativo si v sélo si para cada (2, 7) € N2
se verifica & Te =T e,

Corolario. — T es conmutativo si v sélo si cada matriz de la
sucesién correspondiente a T es simétrica. Pues recuérdese que

]u-n = (E:';')r,y‘c.-\' /\ ¥4 (811 T 67') = {8:;} HEN"

TreOREMA 16. — T es asociativo si y sélo si
(6. Te) Ter=126T(5Te), V(i 7, k) eN3.

En efecto, la condicién es necesaria. Para ver que es suficiente,
empecemos por observar que si {a} ;v ¢ S* se tiene

(E.i T 67‘) T Z a &, = 2 a (8,' T 8,‘) T &,
keN keN

en virtud de la bilinealidad y continuidad del producto. Pero por
la misma razén, & T (T X are) = X age T (5T g). Asi podemos
keN keN

decir, que para cada elemento s; de S se verifica

(e:Te) Tss=26T(g5Ts3), V(,7) eN XN
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Tomemos un elemento s3 ¢ S. Para cada s, € S, se escribe s, = ¥ b, ¢;,
JEN

h /3 h
vsetiene (6 TXbieTs3=20i(e;Te)Ts3=X0beT(5Ts3) =
i=0 j=0 j=0
h
=& T (X b Ts3) por lo que podemos concluir que (g T sy) T s3=
=0
= & T (s2 T s3) por ser continuo T.
Finalmente se llega a que

¥ (51,82, 83) €S XS XS es (sTs2)Ts3=s5;T(s2Ts3).

. 1 J .. .
Corolario. — X e e; = X en e para cada (7, 7, B, n) e N4 si T
leN reEN
es asociativo.
, [
En cfecto, como y (&;) = {0} ren Serd, ya que x (g T &) = {&ij} e
~ n 1 n 1
Ll Te) Tel =3 enejon =2 en&ij.
LheN leN
n h

Anilogamente se tiene f,[e; T (¢ T &)] =k2va,~h -

€.

Puede darse una «nterpretacién geométrica» de tal resultado; si
llamamos «hilera (7, j)» a la sucesién {ej},.v, se puede enunciar:
Condicién necesaria y suficiente para que T sea asociativo es que
para cada (7,7, k, n) perteneciente a N4, el producto de la hilera
(¢, j) por la columna k-sima de M, sea igual al producto de la fila
i-sima de M, por la hilera (%, j).

TrEorREMA 16. — S posee elemento unidad # respecto de T si y sélo
si, llamando # = Y] u; ¢;, se verifican
ieN

'EV‘S:‘IL 1 = Oy, ?
e Vv (k, n) e N2
- (51171 §

n o
Z Enj M]
jEN

Basta imponer que para cada heN, u T e = ¢, = ¢ T u con-
dicién necesaria y suficiente evidente.

CororARIO. — % es elemento unidad si para cada matriz M, el
producto de la fila (columna) A-sima por {#;};cn €S Oy
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TEOREMA 18. — S es de Iie si:

a) Cada M, es hemisimétrica (¢, T ¢ = — & T g,).
b) v (1,7, k)c N XNXN, 0=
=&T(5Te)+6T(Te)+aT(aTeg).

Corolario. — S es de Lie si se verifican
a) Cada M, es hemisimétrica
b) Para cada (2,7, k) e N3 A yneN

no 1 o7 71
S (eineii + eien + ajeri) = 0.
IcN
Nora 7. — Para que gy sea elemento unidad es necesario y sufi-
ciente que &, = &, = O, V (1, h) ¢ N2,

Nora 8. — Aunque en este trabajo nos ocupamos de unas carac-
terizaciones generales, no queremos dejar de sefialar las dificultades
practicas que se presentan al definir productos que cumplan pro-
piedades concretas, como la asociatividad por ejemplo. El lector
acabard de convencerse, si consulta libros como (10) y (11), de la
escasa informacién que hay sobre el tema. En el apéndice damos un
ejemplo de cémo, en ciertos casos, puede dotarse de estructura de
dlgebra a un espacio determinado de sucesiones, o de series.

Nota 9. — Si T dota a C de estructura de anillo normado conmuta-
tivo, con elemento unidad #, es inmediato que lim # = 1, y a con-
secuencia de ello que el conjunto de las sucesiones de limite cero
es un ideal maximal. No damos la demostracién, que es calcada de
la usual para el caso de dotar a C del producto término a término.



Carirvro VII
PRODUCTO DE SERIES FORMALES COMPLEJAS

Sea § un subespacio vectorial de €[7X]]. Consideremos dotado
a § de una estructura de c. v. t. que admite una base de Schauder
{X}ien. Y sea o un algoritmo lineal de sumacién de series de §,
regular o no. Esto es, ¢ es una aplicacién lineal de S en C. Sea 7 el
isomorfismo canénico de C[[X7] en o dado por la férmula

1 (Z '(l,, X'l) == {‘4 ) neN

neN

siendo 4, =ag+a; + ... +a, ¥vneN.

Si lamamos S = i (S), resulta que la topologia de S se traslada
a una topologia de S por medio de la biyeccién 7, con lo que S queda
dotado de una estructura de e. v. t. isomorfa a la de S, que admite
la base de Schauder {gj} ¢y, siendo & =17(X;), vjeN. Y A=01"1,
es un algoritmo lineal de convergencia en S. Con ello, el problema
de calcular un producto j es S que sea bilineal y continuo y cumpla
la condicién de Mertens se reduce a calcular un producto j en S
que cumpla los tres requisitos indicados, de manera que conmute
el diagrama

§ %S R SxS

—
.
|
-

Pues evidentemente, si existe un tal producto T en S, y se define
1 en S de manera que sea conmutativo el diagrama anterior, si T
cumple las tres condiciones:..., también las cumple j, ya que tanto
7 como z~! son continuas.
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Y dado un producto } en S que cumpla las tres condiciones
citadas, el producto T en S definido mediante el diagrama

S X S«
|
|
1

[ —

S —_

también cumple esas tres propiedades.

Naturalmente, la condicién de Mertens para | y para o significa

g [(2 _att 1’") 1 (van X”)] =a (Z\fln *X”) Y (Z bn ‘X“)'

nEN ne ne. neN

No vamos a trasladar todos los resultados anteriores a un «lenguaje
de series», pero si daremos un teorema (pura traslacién, va queda
dicho) en atencién a un importante ejemplo que sigue.

TrorEMA 19. — Sea C = ¢~! (C). Definimos una norma en C por
la férmula

”ZvanX”H = sup l,ﬂ() + ay + ... + aul'

neN ncN

De esta manera, C deviene espacio de Banach. Sea j un producto
bilineal y continuo en C que satisface la condiciéon de Mertens,

siendo por supuesto o (X a,X") = X a,,.
n¢N neN

Es inmediato que {X"},.r es base de Schauder de C.
Tesis: 1) v (2 an X", 30,X") ¢C X C, X ehmanb,
SmcXN ncN Wy 0

converge, si llamamos

k
Xm .L Xn — Z Emn Xk_
keN

2) Para cada m, nec N X N, 3 e, = 1.
keN

17 — Collectanea Mathematica
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3) $i se define g (S a, X", 3 b, X") —

meN neN

i i
= Z X E Emn Ay bn
j=0 m,neN

(que cada ¢, es continua es inmediato por 1) ¥ 2))
existe M/ ¢ R7 tal que ¢, <M, v kcN.
Igualmente puede darse un teorema reciproco.

Ejemrro. — Como es sabido, el producto de Cauchy no es una
operacién cerrada en C. Vamos a dar una demostracién de tal hecho
probando que, si se construyen formalmente las aplicaciones ¢, de
que hemos hablado, no se cumple la condicién necesaria 3) anterior.

Ahora es X™ | X" = W"" " por lo que e = Op.m.n- Con ello
podemos escribir

Gk (Z 4‘”‘ XU!’ 2 b" X") - Z Xi 2 Aam bn = Z (610 bj ‘:_ "_ a/ bO) AY:‘:.

mCN nem i=-0 Mo n==] j==0
Sabemos que ligyf{l = sup. [sup !d¢b; 4+ ... + 4;00 .
E¥a, Xnijl =1 j <k
by Xnll <1

Pues bien, probemos que gl >4k -+ 1, yEeNN.
En efecto, consideremos ¥ ¢, X" = ¥ 0, X" =1 —-2X +2X2 +

neN neEN
42Xt —2X44 .. —2X%*1 4 2 X%
Con ello, AO—:l, x4.1: —1, A2: l,...,A2k:1.
por lo que |[Za,X"|| = {|Z6,X"]| = 1.

Pero Apby+ Ao 10y + ... + Agby =4k 4+ 1.
Y por tanto gl =4k + 1, v EeN.



APEXDICE
AILLGORITMOS DE TOLPLILZ

Sea T una matriz compleja infinita (a;) tal que se verifica:

1) vjeN, lim {a;};, y= 0.
2) vichN, ¥la;i <M, M cR”
jeN

3) lim {}; v — 1, siendo =; == X a;;.
jeN

Como es sabido, el conjunto de las sucesiones complejas {v;} tales
que converge {¥ a;%;}; v, s un subespacio vectorial de « que se
representa por S (T), tal que S(T) o C.

Si se define 2 ({x;}) = lim {Z\_a,j X} icx, 7 es un algoritmo lineal

JE-

de convergencia regular. Pues bien, S (T) puede dotarse de una es-
tructura de e. v. t. localmente convexo tomando como seminormas

Pn (k) =X, V¥ = X}ixE€ S (T) ANVne N.
k
Iin (X) = sup |Z At X[?, v me N.
nc¢N =0
Tal estructura puede verse detallada en la ref. (9), pags. 230 y 231.
Una nueva estructura puede darse a S(T) si ademds de las se-
minormas anteriores se considera la seminorma

f) : {.\',’} icN sup \Z (£ xnlv
mcN neN

Ahora, S (T) tiene estructura de espacio de Fréchet, de tipo P, y
con 2 continuo. Por tanto, no puede ser de tipo S.

Para la primera estructura, 2 no tiene por qué ser continuo.
Veamos de encontrar base topolégica para S (T).

TrorEMA 20. — {e}, v constituye una base topoldgica de S (T),
para la primera estructura, si se satisface alguna de las condicio-
nes que siguen (que no son mnecesarias):
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1) T es triangular (o sea, a,, = 0 si n > m).
2) Cada sucesién de S (T) estd acotada.

En efecto, veamos que para cada seminorma p, v ¢, es

k
Pa(E miti — (Khiex) —— 0 si k — 4 >0
1=
k
5o ! .
m (Zof\-igi — &icy) —— 0 si k- 4 oo,
i

k

Pero p, ('Zox, € — &iexy) =P ({0, .., 0, 2.y, 440 ..}) =0 si k> m.

F
i

Y 7 ({0, ..., 0, % 1, Xp_n ..}) =ssup | X a,u%].
neN Il=k-1

Si T es triangular, tomando k& > m se tiene
qm ({0, ceey 0, xk‘;‘], x/‘»_‘,z }) - 0
Y si {x}, vy estd acotada por cierto K ¢ R, es

qm({O, ey 0: Xhs1s xla-g-Z }) S K Su}\) Z EamI: S K Z Iamli
neN I—k-1 I

Pero como la fila m-sima es absolutamente convergente, el criterio
de Cauchy establece que

Gm (Zoxi & — Kitiex) ——— 0, si k — oo,
F

Nora 10. — Si 2 es continuo, como S (T) no puede ser de tipo S,
seguro que {g},.y 1o es base topologica de S (T).

TrorEMA 21. -— Andlogamente se prueba que {¢;}, » es base to-
polégica de S (T) si vale una de las dos condiciones citadas.

Como se ve, seglin sea cada algoritmo particular hay notables
ventajas a la hora de analizar las condiciones generales que carac-
terizan los productos de sucesiones. Pero no pueden darse resultados
tan generales como los que vimos para sucesiones convergentes.

Vamos a dar algunos resultados relativos a las series sumables
Césaro.
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Sea M el conjunto de las series formales complejas ¥ a, X" tales
neN

que Y a, es sumable Césaro de orden %, para algtn k& real, con 2 > — 1.
ney
Brevemente, se dice que ¥ a, es (C, k)-sumable. Como es sabido
neN

(Vid. p. c. ref. 11, pags. 228-229) si Z\_a,, es sumable (C, 7) y si Z\I_),, es
nel ne N

sumable (C, s), su producto de Cauchy es sumable (C,r + s -+ 1).
Con ello, M resulta ser ilgebra asociativa, unitaria y conmutativa
para el producto citado.

En cambio, el conjunto de las seis sumables para un % determi-
nado, no es estable respecto del producto de Cauchy.

Es sabido que cualquier elemento de A tiene radio de conver-
gencia unidad (Vid. ref. 10, pdgs. 54 y 55). Por tanto, para cada

Ya,X"eM, lim Y{a, =1, v por ello
neN

. la,|
Es decir, 3 '—’; < 4+ oo,
neN -

Llamemos I = { Ya, X" X < oo}_

neN neN 77'!
Vamos a demostrar que I es un dlgebra de Banach local, tomando
como producto en I el de convolucién (o de Cauchy), y como norma

) ~ a, n
igaxi=3 s vaaxer

neN ncN N ne N

Es facil comprobar que F es dlgebra asociativa, conmutativa y uni-
taria; y también que la aplicacién definida es ciertamente una norma.
Si (X a,X", ¥0,X") eF x I’ llamemos ¥, ¢, X" a su producto

neN neEN #neN
de Cauchy. Se verifica
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Como 3

a1 €S minorante de la serie producto de Cauchy de
neN

! |

iy 100t .
-y X -, resulta de una parte que el producto definido
neN M1 neN R

es como se ha dicho composicién interna de F. Y la misma desi-

gualdad prueba

e, ta, | ‘b,
S <( > __1)( D _*)
n‘(__f\' n! — \ine N n! neN n!
O sea, (X a,X")(20,X"),) <X a,X" [ X0, X"
ne N neN heN neN
En virtud de esa desigualdad concluimos que I es 4lgebra mnor-
mada. Veamos que F es completo. Sea {S;}; y una sucesién de ele-

mentos de F. Pongamos S, = >.a X", v ieN.
neN

Si (S} es de Cauchy, veamos que converge hacia cierto S ¢ F.
Dado ¢ e R*, existe iy eV tal que ¢ > i, implica

1
n

A i

a,  — a,l £ .

—— ! L - hcdN.
neN 71! 2) V

¥illo nos asegura que, para cada % € N, la sucesién {a,},.y s conver-
gente, ya que es sucesién de Cauchy de ntimeros complejos. Sea a,
su limite. Ahora bhien, para cada & ¢ N, se tiene

€ C
P <5 Vi >ig A Ve

Por tanto, si hacemos tender 2 a | oo, se tiene

3 i}
ko, — ay)

S S5 Vi Ay keN.
7 2
i
a n | 2 . .
Con lo que )y I__’?._T_,__ <f vi>i,
neN 1. 2

O sea, como Y (a, — ay) X" ¢ F, resulta que 3 a,X"
neN ncN

pertenece a I, v el resultado anterior puede simplificarse escribiendo

ve>0, 3-ipeN, tal que i>1ip > ||Ta, X" —F a X"|| < e

neN neN
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Brevemente,

Hm {3 a, X" v =2 a, X"
neN neN

Veamos que I es local. Asi lo afirma Gelfand para un tipo de al-
gebras de Banach que incluye la que se considera, pero ni da la de-
mostracién ni dice dénde hallarla. Por ello la incluiremos. Por otra
parte, el dlgebra que nos ocupa es caso limite de los que Gelfand
cita (Vid. ref. 12, pags. 108-110).

Si es M, el conjunto de las sucesiones de F con ay = 0, es in-
mediato que Mg es un ideal maximal de I°. Sea 3 un ideal maximal
cualquiera.

Calculemos a, X" . Como {X™ .\ es base topolégica de I7
A ‘- n SnceN 5
ne

segun es inmediato comprobar, resulta que

(8, X") (M) = ag + ¥ a, X ()™

neN el
Pero como IX(M)I"=|X"(M); < X" = nl'
es XA <—. Owsea, X(M)=0. Y por tanto

N

_f'

(X a, X" (M) = ay.

ne N

Recordando Ya, X" eM == (¥ a,X,) M=

neN neN

resulta que M = M. Por tanto I' es local. Es trivial que las series
finitas son densas en F, por lo que C, y M por tanto, son densas en F.
El algebra M queda asi con una estructura topolégica inducida por
la de F. M es, naturalmente, dlgebra normada.

La dificultad de introducir una norma en M para la que M re-
sulte completo creemos que es debida a la dificultad de dar condi-
ciones suficientes no triviales (es decir, no simples cambios de no-
menclatura en la definicién, como a veces se ve) para la sumabilidad
Césaro de una serie compleja. Los tratados citados en la Bibliogra-
fia de Hardy y de Rey Pastor son buen testimonio de lo que decimos.
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Ademds de las obras anteriores, y de las de los autores mencionados en

la Nota 4, hemos consultado los articulos citados por KOETHE en (1), pagina

423,

sobre recientes investigaciones en espacios de sucesiones, donde no hemos

visto tratada la cuestién que nos ha llevado a escribir esta Memoria. A tal
obra remitimos al lector para no alargar innecesariamente esta lista de obras,
que no se ocupan de la caracterizacién de los productos estudiada.



