IL'UNIVERSO DI DE SITTER-CASTELNUOVO
E LA TERMOIDRODINAMICA

per

GIUSEPPE ARCIDIACONO (a Roma)

1. INTRODUZIONE

In questi ultimi auni, lo studio dell'Universo di De Sitter, fatto
dal punto di vista della teoria dei gruppi, ha acquistato particolare
importanza ed attualita, e si é visto che per tale via si pud ottenere
una teoria che generalizza nel modo pilt semplice la relativitd ris-

tretta di Einstein [17.
Ma questo studio é stato fatto in modo incompleto, in quanto

non si é cercato prima di comprendere il significato fisico e le conse-
guenze che derivano dal nuovo gruppo. In una serie di precedenti
lavori, pubblicati su questa stessa rivista [2], ho fatto vedere che
nello studio dell’Universo di De Sitter occorre distinguere lo spazio-
tempo «assoluto» V4 a curvatura costante, sede effettiva dei feno-
meni fisici, dagli infiniti spazi-tempi «relativi» 4, (spazi tangenti)
nei quali ogni osservatore localizza e vede svolgersi i fenomeni. Ne
segue una semplice interpretazione fisica della «relativitd proiettivan,
e le trasformazioni finite del gruppo di Fantappié acquistano una
forma assai simile alle trasformazioni del gruppo di Poincaré.

Otteniamo allora una nuova teoria cosmologica, capace di su-
perare il dilemma tra teorie «evoluzionarie» e teorie «stazionarie», e
nella quale 'elettromagnetismo e la idrodinamica ci appaiono come
casi-limiti di una sola teoria pilt generale, e cioé la «magnetoidrodi-
namica proiettivanr.

Se introduciamo il vettore posizione x, (4 = 1... 5) ed il vettore
velocita proiettiva u, (per semplicitd non scriveremo le sbarrette
sopra tali vettori), tali che

(1,1) Xq% =72, wyuy= —c2; xu,=20
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a partire dal campo magunetoidrodinamico H,, e dal suo duale
HYpe, si possono costruire altri tre vettori, e cioé il campo idro-

dinamico c,, il campo magnetico h, ed il campo elettrico e,, nel se-
guente modo

(1,2) veg=xpH,yp, chy=uyH,y; rvcey = xyucH%pc

abbiamo cosi 5 vettori (v, u,, c,, k4, €;) 1 quali, oltre alle (1),
soddisfano alle seguenti identita

(1,3) caxy4=0; hju;,=0; e;x;,=e,u; =0

Si possono poi introdurre il fensore elcttromagnetico f,p ed il ten-
sore elettroidrodinamico, cosi definiti

(1,4) ¥fap= xc Hipc; ceqp= ¢ Hipc
ed allora il campo magnetoidrodinamico si pud decomporre in due

modi diversi

(1 5) { vHyp = c4xp — CpX4 + €4pcpe Xc foE

—cH y="hyuy — hgu, -+ e4pcpr e €nE

L’indice f del fluido magnetoidrodinamico ¢ il seguente
(1,6) re2f =xqupHyp=cxshy = —rugcy

Dalle (5) segue che il campo idrodinamico ed il campo magnetico
sono dati da

(1,7) cy = fuy + qqlfer; rhy=cfxy + y4

con gaxy =qaug =0; yyxy=yqu,;=0.

Dalla prima formula si deduce che nel caso pitt generale, 1l campo
idrodinamico non é parallelo alla velocita del fluido, ed allora il vettore
g4 Duo essere interpretato come «vettore termico». Otteniamo cosi
nel modo pilti semplice e naturale una «termoidrodinamica relativis-
tica» che completa e perfeziona le precedenti teorie di Eckart, Beau-
regard, Pham-Mau-Quan, Lichnerowicz ed altri.

In questo lavoro, dopo una breve esposizione della idrodinamica
relativistica, esamineremo alcune pilt recenti ricerche sui fluidi ter-
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modinamici relativistici. Tali teorie verranno esposte con un sim-
bolismo unico ed opportunamente modificate, in modo da mettere
in evidenza che esse non sono altro che casi particolari di una teoria
pitt generale, e cioé la termoidrodinamica proiettiva, invariante per
il gruppo di Fantappié.

2. LA IDRODINAMICA RELATIVISTICA

Prima di esaminare le varie teorie dei fluidi con scambi di calore,
¢ opportuno riassumere la idrodinamica relativistica, che esporremo
in una nuova forma, in modo da metterne in evidenza il legame con
la teoria elettromagnetica di Maxwell-Minkowski.

A tale scopo introduciamo i due vettori «corrente idrodinamica»
CieG; (1 = 1...4), definiti a partire dal vettore velocita »; del fluido

(2,1) Ci=fu;; G, =guy

I due scalari f e g sono gli «indici» del fluido (3), e soddisfano al-
la condizione

(22) fg=ntple=u

T.e equazioni del campo idrodinamico sono le seguenti

(2,3) 0,G;=0; 0,C; —9;C,, =1

dove lo scalare ¢ € la «sorgente» del campo, ed il tensore Q,, rappre-
senta il «vortice». Fatta questa premessa, I'equazione dinamica

(2:4) fi= 0o Ty = 0 (M' u, Uy, - ]551‘1;)

si puo sviluppare nel seguente modo

fi = ai]’ + ak (Csz) = aiP + Ci aka + Gk aka =
= ai? +0C, + G, 0,C; — G, 6,C, + G, 0;Cr =
= a«f) +0C; + G, 2, + G, 0,C,,
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Essa assume una forma assai semplice

(2:5) f, = 0, G, - oC;

se imponiamo la condizione di Synge

(2,6) 0ip+6G,0,C, =0
Moltiplicando i due membri per #; avremo
(2,7 dp + G, dC, =0
da cui, ricordando che u;du; = 0, segue che

dp + gu (furs + wdf) = dp — c2gdf = 0

ed. infine si avra

(2,8) dp = p'c2d log f

Tenendo presente la (2) ed integrando, otteniamo i due indici
del fluido, espressi in funzione delle due variabili p e u:

» 4
N R )
(2.9) /= ekp,;‘ prtp TP ( utple

0

Una volta data 1'equazione di stato, che per i fluidi isotermi é
del tipo u = u(p), é possibile calcolare gli indici del fluido.

E’ noto che nella teoria elettromagnetica, a partire dai due ten-
sori H;; (campo elettromagnetico) e B;, (induzione), si pud costruire
il tensore energetico di Maxwell-Minkowski

(210) My = H, Bat 3 H.Bd,

Si dimostra allora che l'equazione dinamica é la seguente

(2,11) fi = akM,-k + % (Brs aiHrs - Hrs ai Brs)
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Vogliamo far vedere che anche nel caso del campo idrodinamico,
il temsore energetico e lequazione dimamica possono essere scritte in
Sfunzione dei due vettori C; e G;, ed assumono una forma assai simile
alle (10) ed (11).

Si ha infatti

fi=0Ci 4+ 024G, = C,;8,G, + (0, C; — 0;C;) G =
=Ci0, Gy + G, 6, C; — G, 0, Cy,

raggruppiamo i primi due termini e scomponiamo in due parti il terzo
fi = 0, (Cin) - ; G 0;Cp, — %Gkaick =

1 . 1 A
= 0 (Ci Gk) —3 0; (Ck Gk) + 3 Cr o; Gr — - Gk az Cr

I
2

Se allora introduciamo il tensore energetico

1
(2,12) T,=CG, — 5 ONENM

T'equazione del moto si scrive cosi
. 1
(2:13) fz =0, Ty — D) (Gk 0,Cr — Cr8:Gy)

e tali equazioni (12) e (13) risultano analoghe a quelle del campo
elettromagnetico.

3. LA TEORIA DEI FLUIDI PERFETTI INCOMPRESSIBILI

Diremo che un fluido perfetto é incompressibile, se f = g, cioé
(3.1) Ci=G;=fu

Ne segue dalla (2,2) che

(3.2) f=g=+p+p

9 — Collectanca Mathematica



110 Giuseppe Arcidiacono
La condizione (2,6) di Synge si riduce alla
(3,3) d(j’ + C,C[2) =0

e scegliendo il valore zero per la costante arbitraria, otteniamo
I'equazione di stato del fluido perfetto incompressibile

(3.4) we=p

In conseguenza, l'indice del fluido diventa

(3.5) f=/2p]

e l'equazione dinamica (2,13) si riduce alla
3,6 = Ty = [P, + 22028
(3,6) Ji= 06Ty = 0p | f2ut; 1, 4 if €= Oy,
Se ci poniamo nel caso in cui f; = 0, avremo
24, 8,1, - F2 ' 24 Lo
Sf2u O at; + f214; 0p 1ty + w10, 0, f2 + 3 20;f2=0

da cui, ponendo a; = du;/dz, foz df|dz, si ha I'equazione del moto

(3,7) f2a; + f2u; 0wy + foui—}—chaif: 0
Moltiplicando i due membri per #; si ha I’equazione di continuita
(3.8) F(fowm+f) =

che si pud scrivere cosi

(3,9) foi(fu) =f0,C; =0

e per f # 0 si riduce alla condizione di incompressibilita Div C, = 0,
secondo il Lichnerowicz.
La (7), tenendo conto della (8) diventa

(3,10) fa;i+ fu; + 26 f=0
ed introducendo il tensore di proiezione di Eckart

(3,11) Nie = O + ;9 [C2
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si puod scrivere nel seguente modo

(3,12) ! N (20 f + fa) =0

Nel caso dei fluidi incompressibili (¢ = 0), I'equazione (2,7) del
moto si riduce alla

(3,]3) Ci!u)ik == 0

e ci dice che ¢ tensore vorticoso visulta ortogonale al vettore corrente
idvodinamica.

Se poi teniamo conto che C; = fu,, se ne deduce che 'equazione
di continuita

(3,14) 1[/]; C,' ..(21']\. ’———fll, ztk ‘th = 0

risulta identicamente soddisfatta.

4. FEQUAZIONE DI STATO ED INDICE DEL FLUIDO

Nel caso pilt generale in cui C; # G;, per calcolare l'indice f del
fluido (e quindi anche g), occorre conoscere I’equazione si stato, che
nel caso dei fluidi isotermi, risulta del tipo

(4.1) #=u(p)

Utilizzando la prima delle (2,11) otteniamo i seguenti valori
dellindice f, in corrispondenza alle varie equazioni di stato del fluido

[t ————————————— -

i Fquazione di stato del fluido ‘ po Iu Indice f del fluido N
{ y—po—cost _! 0 _]_d;— plugc? ‘_
=1y } B - Vo
e mt—1)p | U YVmdepmw
ue2 = mpril I 1 Vi 4+ 1)[(m + p)
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A partire dall'indice f del fluido, si pud calcolare l'indice g, in base
alla (2,2), cioé

(4.2) g = (e -+p)[fe

Cosi per esempio, l'indice f= 1+ p[ugc?, in prima approssi-
mazione ha il valore 1, e da esso si deduce che g = uo.

Viceversa, se noi conosciamo l'indice f del fluido, espresso in fun-
zione della pressione p, partendo dalla (2,10), otteniamo la seguente
equazione di stato

(4.3 | we =/ @fldp) —p

da cui si ha la seguente tabella

Indice / del fluido Equazione di stato
k+mp u = cost
(k + mp)" per =y (hl- - 1)?
n\/;f; ucz = (n —1)p
k + 7%1?" pe? = L pi-r _|_‘(l _ 1)25
mn n

In particolare, per f = 4/kp si ottiene 'equazione di stato uc? = p
dei fluidi perfetti incompressibili, la quale non dipende dalla costante
arbitraria k.

5. FLUIDI CON CONDUCIBILITA' TERMICA NULLA
Lo studio dei fluidi con scambi di calore pud essere fatto a co-

minciare dal caso pilt semplice nel quale la conducibilitd termica
é nulla, e si ottiene allora la teoria di Taub e di Lichnerowicz [4].
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In tale caso lo scalare y pud essere decomposto nella somma di

una densitd materiale propria p e di una demsitd propria di energia
interna E, nel seguente modo

(5,1) p==po(l + Efc2) con po>0
Ne segue che

(5.2) pAple2=po (1 + efc?) = po I
e se introduciamo la entalpia specifica del fluido
(5,3) e=E+4plu=E+pV
dove V = 1/uy é il volume specifico, avremo
(5.4) ptple=po (1 + ¢/c2) = po I

Lo scalare F viene chiamato dal Iichnerowicz «ndice» del fluido,
ed é legato all'indice f da noi introdotto al n° 2, dalla relarione

(5,5) fP=puol’ con F =1+ ¢/c2

La temperatura propria T del fluido e la sua entropia specifica
propria S, soddisfano alla relazione termodinamica

(5,6) TdS =dE + pdV = dE + pd (1/p)
Ma dalla (3), differenziando i due membri, segue
(5,7) de =dE + pdV + Vdp
e sostituendo nella precedente avremo
(5,8) TdS=de —Vdp
Fatta questa premessa, nella teoria di Lichnerowicz il tensore

energetico di un fluido perfetto con scambi termici e con conduci-
bilita termica nulla, é il seguente

(5,9) Ty = po IFu;uy, + p oy
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da cui si deduce 'equazione dinamica

(5.10) poLay + 1,9, (o Fre) + 6,p = 0
e contraendo con #; si ha 'equazione di continuita

1

(5,11) T8 (ot - pott (cz 6. F
Ko

Ma dalla (5) segue che c2d FF = de, e quindi la (8) diventa
(5,12) Tds — 2dF — L ap
Ho
In conseguenza 1’equazione (11) ci da
(5,13) —2F 0; (uott,) + poTdSldr =0

mentre quella del moto si scrive cosi

, u;, as

In particolare, il moto si dice localmente adiabatico se dS|dt = 0,
cioé se la sua entropia specifica é costante lungo le linee di corrente
del fluido. In tale caso le ultime due equazioni si riducono alle

(5,15) O; (mou;) = 0; pmoFa,+ 0,p=0

e la prima esprime la conservazione della densitd materiale propria.

Secondo il Lichnerowicz un fluido relativistico termodinamico é
incompressibile se la velocita delle onde idrodinamiche é uguale a
quella ¢ della luce. Si dimostra allora che si ha la seguente equazione

di stato

(5,16) p=p2+ ¢(S)

dove ¢ € una funzione arbitraria della variabile S.
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6. I,A TEORIA DELLA CONDUCIBILITA  TERMICA

Come ¢é noto dalla fisica classica [5], la propagazione del calore
attraverso un corpo solido generico, é descritta dal vettore deusita
di corrente termica

(6,1) §= —xgrad T |

dove x é il coefficiente di conducibilitd termica (che supporremo costan-
te) e T ¢é la temperatura assoluta. Occorre poi aggiungere ’equazione
di conservazione del calore

. oT
(6,2) div ¢ = puy —,

con il calore specifico y del solido, che supporremo costante.
Sostituendo la (I) nella (2) si ottiene l'equazione di FOURIRE
della conduzione del calore

(6,3) VAN T = ny .__,

mentre, prendendo il grad della (2) e ricordando la (1) si ottiene la
nuova equazione

s oq

(6,4) ®OG = 1Y 5y

Per estendere alla relativita la teoria della conduzione termica,
il Beauregard [6] osserva che in un mezzo materiale, conduttore
del calore, occorre distinguere la corrente di calove w; e la velocitd u,
del mezzo, che per ipotesi soddisfano alla condizione

(6,5) w,w; = u;u; = — C2

Assimilando il calore ad un fluido conservativo di densita g,
si puo introdurre un tensore energetico calorifico, non simmetrico

(6,6) 2Qy == qo u; Wy,
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Se poi osserviamo che si ha identicamente
Jow; = qo . + qo (w; — u,)

possiamo introdurre il vettore corrvente di calove Q; ed il vettore termico
g; cosl definiti

(6,8) Qi =qow,; ¢;=qo(w; — 1)

ed allora la (7) diventa

(6,9) 0= g0, + ¢, |

[

con #;q; = 0, e ci dice che il vettore corrente di calore pud essere de-
composto in una parte parallela alla velocita del fluido (corrente di
convezione) ed. in una parte ad. essa ortogonale (corremte di condu-
zione) [7].

Tenendo conto delle (8), (9) il tensore energetico di Beauregard,
assume una nuova forma che ne mette in evidenza la sua struttura

(6,10) 2Qi, = qou; Uy 4 g

Se poi facciamo l'ipotesi che 0;Q; == 0, se ne deduce 'equazione
di continuita

. 0; Qi = 0; (1,,Qir) — Qi O, = O
la quale si pud scrivere cosi
(6,11) 0;(qow; + ¢)) = 6,0, = 0

e ci dice che il vettore corrente di calore é conservativo.

Per ottenere l'equazione che estende alla relativita quella (3)
di Fourier del calore, occorre generalizzare opportunamente la (1).
11 modo pitt semplice é quello di porre

u; d T)

(6,12) Qi:_xmkakT=—%<3¢T—|—c—2d—T
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dove 7,, é il tensore di proiezione di Eckart. Da essa segue che u;g; = 0,
perché si ha identicamente %, #; = 0.

La ipotesi (12) che generalizza quella di Fourier, porta pero ad
equazioni differenziali di tipo parabolico, e cioé con propagazione
del calore e della temperatura a velocita infinita. Per tale motivo sono
state proposte delle leggi pilt generali, come quella di Kraxvs [8]

dg; A
(6,13) Qi + y4 [7% = — XN (Ok T + Ta]‘.)

dove y é una opportuna costante.
Recentemente il Boillat [7] ha proposto la legge

d
(6,14) Q; + iz (Q:) = — N (20, T + Oay)

dove %, %, e 6 sono opportuni coefficienti, che in generale non sono
costanti. In questo lavoro noi utilizzeremo la legge (12), in quanto
i risultati ottenuti possono poi essere estesi facilmente al caso piit
generale.

Per ottenere dalla (11) la legge relativistica di Fourier, osser-
viamo che essa si puo scrivere cosi

2 d2T 2 dT

dqo P -
(6,15) 'EZ?—l'"qoaini——dD] +b—2?i?2—+b—z'ﬂ aiu'i

Poniamoci, come fa il KraNYS [8] nel caso di un fluido incoeren-
te, in equilibrio meccanico, cioé che si comporta dal punto di vista
macroscopico come un corpo solido. Indicando allora con y il ca-
lore specifico, si avra

dgy _dgo dT aT

(6.16) a7 4T dr ~ M ix

e ponendo u; = cost, la (15) si riduce alla

L xd@T 4T

(6.17) e e o

e generalizza la (5) della fisica classica.

10 — Collectanea Mathematica
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7. I,A TERMOIDRODINAMICA RELATIVISTICA

Nel caso pitt generale in cui si vuole costruire la idrodinamica
relativistica di un fluido con scambi termici e con conducibilitd non
nulla, la teoria di Taub e Lichnerowicz deve essere generalizzata
nel modo indicato da Eckart [9] e da Pham-Mau-Quan [10].

A tale scopo viene introdotto il tensore termico di Eckart

(7,1) ! Qu = 1;qp + i q;

dove g; é il vettore termico (6,12). Tale tensore, a differenza di quello
di Beauregard (6,10), risulta simmetrico.

Se ci limitiamo per semplicitd al caso di un fluido perfetto incom-
pressibile con scambi termici, avremo il seguente tensore energetico

(7,2) Tik = ‘u' u; Uy, + P 61&; + Qik

dove si é posto p' = u + p/c2. Uguagliando a zero la divergenza
di tale tensore, avremo '’equazione del moto

(7.3) p ay + w6 (u w) + 0P + 0,0y =0

mentre moltiplicando per #, si ha 'equazione di continuita

(7,4) — 20, (u' ;) + dEP + 0,0 =0

T

Sostituendo nella (3) si ha

wy dp g ,
M,ak + 2dz 7‘5 0;Qis 4+ 0;Qix, + Gp =0

la quale si pud anche scrivere cosi

, 1, 4
(7;5) w ay + Sﬁ + akp + Nsk: aiQis =0
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Se poi teniamo presente che
1y, 6; Q —“’ka(u Fuyq) = —5 = — 0
RO = 5 O Wi ™ M §s) = 7 7 — O
e teniamo conto della #;q;, = 0, la (4) diventa

N d 1
(7.6) 6; (u' 2y + q;) + Zé T amq =0
e semplificando

d 1
(7,7) (uc? + p) 0,u; + c2 d—g +5ag+0ig;=0

Alle equazioni (5) e (7) occorre poi aggiungere 1'equazione di
stato, che é del tipo u = u(p, T). Qui ci limitiamo a ricordare che
nel caso dei fluidi incompressibili termodinamici, oltre alla equazione
di stato (5,16) di LICHNEROWICZ, ne sono state proposte altre da
Bourat e da MagjoUB [15].

Per ottenere l'equazione che generalizza quella di FOURrRIER del
calore, possiamo procedere come nel paragrafo precedente, e cioé
poniamo #; = cost. Allora la (7) si riduce alla

(7,8) ducldr = — 0;q;
Ora, seguendo ARzELIES [11] si ha la relazione termodinamica
(7,9) ' 2du = dQ + pdV

Allora la (8), in virtl della (6,12) diventa

(7,10) ua¢<6iT+”"dT) ‘iQH)‘—g

@2dv)” dr

Indicando con y il calore specifico a volume costante, e ricordando che
V = 1/u, avremo

a_dg aT _ 4T av__p i
dvr _dr dz " ar P = udz
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Dalla (10) segue allora I'’equazione relativistica di FOURIER

x 2T dT  idu

(7,11) MDT‘T‘EQTTQ":/‘Vd_T_ﬁz_E

dove si é posto A = p/u. Tale equazione é simile a quella proposta
dal Pham-Mau-Quan [10].

Se confrontiamo le teorie dei fluidi termici che abbiamo esposto
nei precedenti paragrafi, con simbolismo unico ed opportunamente
modificate, in modo da metterne in evidenza le analogie, vediamo
che esse si possono considerare come tre successive «approssimazioni»
di una teoria pilt completa e soddisfacente, che studieremo nella
seconda parte della memoria, a partire dalle equazioni di Maxwell
generalizzate, invarianti per il gruppo di Fantappié.

8. II, CRONOTOPO DI CASTELNUOVO E LA MAGNETOIDRODINAMICA

Nella «elativita proiettiva» [2], lo spazio-tempo di Minkowski
é perfezionato da quello di De Sitter a curvatura costante, o meglio
dalla sua rappresentazione geodetica di Beltrami (cronotopo di Cas-
telnuovo). ’

Se allora introduciamo il tensore magnetoidrodinamico
H, (4, B=1..5) e la sua induzione B,g, si hanno le seguenti
equazioni di Maxwell generalizzate [12]

(8,1) Rot H,p = J4snc; Div Byp =1,

Le equazioni dinamiche sono le seguenti

(8:2) 2f.4 = BBCJABC — 2HABIB

e se si indica con M, il tensore di MAXWELL-MINKOWSKI genera-
lizzato

1
(8,3) M 4p = H,ss Bsp + i Hpo BrsO4s j
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le (2) si possono scrivere cosi
_ 1 _ -
(8,4) fA = 0p M, p + 4 (BRS 04 Hygs — Hyg 0y BRS)

dove abbiamo posto ¢4 = 8/d%, ed ¥, sono le coordinate proiettive
omogenee (in questo paragrafo rimetteremo le sbarrette sopra i vet-
tori proiettivi).

Nel caso in cui H, y = B, e le sorgenti del campo sono nulle,
dalle (1) segue che

(8,5) O*H,, =0 con 0% = 0,0,

Per vedere quale é il significato del Dalambertiano proiettivo,
occorre chiarire in quale modo si passa dalla formulazione penta-
dimensionale della teoria di Maxwell generalizzata, a quella qua-
dridimensionale.

A tale scopo osserviamo che le 5 coordinate omogenee x, sono
legate dalla condizione di normalizzazione x,x, = 72, dove 7 é il
raggio del cronotopo di De SirTER. Si passa quindi alle coordinate
non omogenee x; (¢ = 1 ... 4) con la sostituzione

(8,6) i=x]4; x5=7r[A con A2=1+ o2 — 32

Se allora é data la funzione ¢ (x,) delle x4, con la sostituzione (6)
si ottiene la nuova funzione ¢ (x;) delle quattro variabili spaziali e
temporale.

Se teniamo presente che 0,4 = x;/Ar2, avremo per le (6)

_6(;0 69_53 a(p 8}5_ 1 < X; X Xi = _
R (U LY L
;"5—. _Zé»};§ a %an_
—76'¢ Aﬂas(p 472 9s
da cui, semplificando
- = 1 __ 3
(8,7) 70,9 =%s50; ¢ '—inxBaB(p
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Tale formula ci da il legame tra le derivate parziali 9; e le derivate
parziali proiettive §;, e diventa particolarmente semplice se la fun-
zione ¢ (x,) risulta omogenea di grado = nelle variabili z,. In tale
caso vale il teorema di Eulero sulle funzioni omogenee

(8,8) X404 ¢ =mng

Allora dalla (7) si deduce che

éifP:Aai(P-{— 4

X

(8,9) Ar2™"

Dalla (8), ricordando che x, = rX,/x¥s, mentre x x, = 72(42 — 1)
avremo [2]

e s F MO e nd
65‘7)— ESGS(P—*_ £5—7<Aas(p+A1,2xs)+ 7 (p'—
I, _"? 42 J
_-;[ Ax, 0, ¢ 127 (4 1) +ndg
ed infine
- n
(8,10) r0sgp= —Ax o9+ ¢

E’ interessante osservare che la (9) si pud scrivere cosi
(8,11) A"-18,¢ = 0; (A" ¢)

Per calcolare le derivate seconde, osserviamo che se la funzione
@ (x,) é omogenea di grado # nelle x4, la sua derivata sara omo-
genea di grado # — 1. Tenendo presente che J;x; = 4, e ponendo
x4, = %2 sl avra

X;

A2 _ 77«(}9 o . n—(p L] =
rzaiqg_Aa,(rZAai(p{-Xxi)—}—(n I)A(Aé_”q)—[—Aer’)

2
= A28 @+ %,0,¢0 + dng + nx; 0, — n—zxﬁzp—l—

nin —1
+@m—1)x0 9 + “%42—72—‘)"290
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Si ha poi, con calcoli analoghi
=2 n n—1 n
1’265=—Ax,ﬁ,(——Axkaktp—{—:{(p)%——[l——(—AxkaL(p—i—Z(p):

2
= Azx,;xk ("‘Ka,v(p + flzxiai(p + :E xkak(p — 71};,;8,'(]7 +

Ne segue che il Dalambertiano proiettivo, nel caso che la funzione
¢ € omogenea di grado n nelle variabili x,, é dato da

(8’12) \\ YZD*(P:AZ(%?@%+xrxsaras+2xsas)(p+n(n _l_ 3)¢=0

Per # = 0 ci riduciamo alle formule trovate nei precedenti lavorif
mentre per # 7% 0, tale risultato é in accordo con quello ottenuto
recentemente da M. CasracNiNo [13].

Come sappiamo, la (12) é una equazione differenziale del tipo
misto di Tricomi, la quale risulta ¢perbolica nei punti dello spazio
fisico, parabolica sull’assoluto di Cayley-Klein ed ellittica fuori dello

assoluto.

9. LA IDRODINAMICA PROIETI'IVA DEI FLUIDI PERFETITI

Nel precedente lavoro [14] abbiamo dimostrato che a partire
dalla teoria di Maxwell generalizzata, si puo dedurre la idrodinamica
proiettiva, quando mnel riferimento proprio, il campo elettromagne-
tico risulta nullo, ed inoltre il vettore idrodinamico ¢, é parallelo alla
velocita del fluido.

Se allora poniamo

©.1) Ca=fua; a=gUa
ne segue che

(9,2) tHgs = Crxs— CsXg; 7Bprs = gr¥s — gs¥r
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e quindi il tensore energetico (8,3) del campo idrodinamico sara

(9,3)

X4 xs)

T ,p=0C485 —Cs@c|= 64p —
AB 48B s&s 5 048 72

mentre con facili calcoli, dalla (8,4) si deduce

(9.4) fa=103T 5 — ; (850465 — €504 85)

Se vogliamo che tale equazione coincida con la
(9,5) fi=0gu (nyuy — H2x,xp) + pd,p]
dove H = c[r é la costante di Hubble, osserviamo che
9.6) fe=u=ptple
ci riduciamo cosi alla condizione

Op (pO4p — w H2x,x5) =

1 X4% 1
= —0p {ngs (i 04 — —'1,—2[;>J ) (cs048s — 8504 Cs)

la quale, tenendo conto che c¢sgs = — u' 2, diventa

A 1 1 1
4P = 5 04 (csgs) — 5 Cs 048s + 7 &s 04Cs

Semplificando si ottiene la condizione analoga a quella di Synge

9,7) l| 04p = —gs04cCs

e da essa, ripetendo il ragionamento fatto al n° 2, seguono le stesse
formule (2,11) per gli indici del fluido.

In particolare, se ¢, = g, (cioé f = g), il fluido si dira perfetto ed
incompressibile, e la sua equazione di stato é ancora la (3,4). In tale
caso il tensore energetico si riduce a

(9,8) Typ=p (wgug — H2x,%5) 4 posp
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e da esso si ricavano, come si é visto nel precedente lavoro, le due
equazioni di continuitd e l'equazione del moto

5 20, (uuy)=dpldr; 20, x,) =dpldo
9,9) , updp xgdp ,
( wap -+ ;f iz ,_f ’('[5 + Opp = H2p xy

dove abbiamo posto d/dt = w1, J,; mentre d[do = x,3, é la deri-
vata radiale.

10. LA TERMOIDRODINAMICA PROIETIIVA

Nel caso pitt generale, il vettore corrente idrodinamica non é
pitt parallelo alla velocita del fluido, ed allora se ci limitiamo per
semplicita al caso in cui ¢, = g,, possiamo porre

(10,1 | o4 = s+ qalfe

ed il vettore termico g, soddisfa alle condizioni
(10,2) qathy =qa%4 =0
Se poi introduciamo il tensore di Eckart generalizzato

UyUp X4Xp

(10,3) Nap = O4p T

c2 72
T'ipotesi di Fourier diventa
- . wydlT x,aT
(10,4) gy= —#nuppT = — A(aAT A AT

Sostituendo la (1) nella (9,3) otteniamo il seguente tensore ener-
getico

T,p=f2u,ug+ (uyqp + upqs)[c + qsq5/f2c* +

Poniamo poi

(106)  P=ptple=p; 20— @lfct=2p

11 — Collectanea Mathematica
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eliminando f2 otteniamo la seguente equazione di stato dei fluidi
perfetti incompressibili e termodinamici

(10,7) 152 = MZ c4 + qZ/CZ

che é analoga a quella (5,16) di Licuxrrowicz [15.
Se allora poniamo, per brevita

(10,8) 2Qup =149 + upq, + qiqplp’ c?; p'’' =2pr?

il tensore energetico dei fluidi termodinamici si scrive cosi

(10,9) Typ=p vguy —p’" %4%5 + poup + Qup

Tale tensore, nel caso in cui la conducibilita termica é nulla (g, = 0)
generalizza quello della teoria di Taub e Lichnerowicz (n° 5)

(10,10) Typ=poFuyup —p" %455 + posp

Se invece supponiamo ¢, 7= 0, ma trascuriamo i termini qua-
dratici in ¢4, ci riduciamo al tensore

(10,11) Typ=p'wqup —p' 2 4%+ Pp0sp+ (w49p + 1tpq4)/c?

che generalizza quello di Eckart e Pham-Mau-Quan (n° 7).

Nel caso pitt generale, otteniamo una nuova teoria della termoi-
drodinamica, nella quale il tensore (7,1) di Eckart viene ricavato
come conseguenza delle equazioni di MAXWEL generalizzate.

Annullando la divergenza del tensore (9) si ha ’equazione dinamica

patg Oqttp + 10y (Wtny) + Opp — ' %4 6455 —

10,12 ' n
( ) —xp0 (U ' x4) 4 04Q45=0

Moltiplicando per #; si deduce I'equazione di continuita

(10,13) —6234 ([u,iﬁA) _{—dPI/dT—[_uBaAQABZO

mentre, moltiplicando per x5 si deduce l'equazione

(10,14) — 720, (4" %4) +dplde + %504 Qup = pc2 — p
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Sostituendo tali valori nella (12) e procedendo come al n° 7, otte- .
niamo in definitiva

/ y dp _*B ap

(10,15) wa 2dr 12 de + Opp + NpsOrQrs = 1 H2 %g

Per ottenere 'equazione di Fourier del calore ci poniamo come al
solito nel caso in cui 2, = cost, ed allora dalla (13), procedendo
come nel caso relativistico (n°® 7) segue la seguente equazione

e 18T 18T\ s dT  idu
(10,16) A(Cl T + > ( _ >E‘Mr

2dv2  r2de?) 2

I’ noto che una sfera di massa M e raggio R, che ruota con
velocita angolare m, genera un campo magnetico H ~ /g Mw/Rc,
dove g é la costante gravitazionale [17]. Una cosa analoga avviene
nella termoidrodinamica proiettiva, dove, per f,; =0, la (1,7) si
riduce a
(10,17) hy=Hfx, con H=c|r
e quindi in ogni punto del fluido si ha un campo magnetico, propor-
zionale all’indice f.

Per concludere, ricordiano che nella relativita proiettiva viene
stabilita una interessante analogia tra il tensore energetico della
termoidrodinamica

1 X4 %
(10,18) Typ=cqcp— Cé (E d4p — ':,2 B)

e quello della magnetoidrodinamica ideale

1 U u
(10,19) Typ=1lyhg — 7??5' (E 045 -+ 10“2&3)

i quali risultano tra loro «duali», nel senso che si passa dal primo al
secondo mediante il semplice scambio dei due vettori x, ed #p (cosa
che produce, in base alle (1,2), lo scambio tra c; ed %p).
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