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INTRODUCCION

Las conexiones en variedades casi-producto complejas y casi-
complejas han sido objeto de numerosos estudios, entre otros por
A. Lichnerowicz, D. C. Spencer, I. Vaisman y G. Legrand. En va-
riedades casi-producto reales hay también importantes aportaciones
en relacién con las conexiones asociadas especialmente debidas a
A. G. Walker, T. J. Willmore, K. Yano y B.L. Reinhart. En parti-
cular A. G. Walker y T. J. Willmore, estudiaron las propiedades geo-
métricas de las estructuras casi-producto y de las foliaciones relacio-
nandolas con diversos tipos de conexiones lineales deducidas a partir
de conexiones simétricas y el tensor de Nijenhuis.

El objetivo fundamental que nos hemos propuesto es estudiar las
conexiones que cumplen propiedades en relacién con los paralelismos
de las distribuciones que determinan la estructura y sus condiciones
de integrabilidad, sistematizando estudios de los autores citados ante-
riormente. El principal resultado es la deduccién de conexiones a las
que llamamos E y C que conservan muchas de las propiedades de las
conexiones introducidas por 4. G. Walker y T. J. Willmore a las
que generalizan. Estudiamos las propiedades de las conexiones E y C,
dejando establecida la posibilidad de extender a variedades casi-pro-
ducto complejas, los teoremas deducidos.(*)

(*) Posteriores a la presentaciéon de la tesis doctoral, cuyo resumen es
esta memoria, son los trabajos de R. Bott, Lectures on characteristic clasess
and foliations, (Lecture Notes on Math. n.© 279. Springer-Verlag 1972), donde
se introducen las «basic connections» y de P. Molino, Classe d’Atiyah d’un
feuilletage et connexions transverses projetables (C. R, Ac. Sci. Paris, 272,
(1971), 779-781), en el que se estudian las «connexions traverses et projetabless
muy relacionadas con las conexiones especiales. que nosotros definimos.
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La descomposicién de las conexiones asociadas en las conexiones
inducidas en las distribuciones, nos facilita el estudio de algunas de
estas propiedades.

En el capitulo primero hacemos uso de las operaciones sobre for-
mas diferenciales introducidas por A. Frolicher y A. Nijenhuis {1}.
Consideramos en una forma general la estructura casi-producto con
dos distribuciones complementarias, estructura que representamos
por (V,T1, T2) y hacemos un estudio detallado de su torsién ex-
presando nuevas condiciones de integrabilidad de la estructura (V,
T1, T2) enunciadas en el Teorema 2-1.

En el Teorema 3-1 determinamos la condicién necesaria y sufi-
ciente para que exista foliacién en términos de G-estructuras, condi-
ciones equivalentes a las sefialadas por S. S. Chern {I} utilizando
ademds condiciones locales.

En el capitulo segundo estudiamos en forma global los distintos
paralelismos de distribuciones respecto a conexiones lineales. Defi-
nimos operadores sobre 2-formas vectoriales, en particular sobre la
2-forma K que determina la estructura (V, T'1, T2). Esto nos permite
encontrar la expresién de todas las conexiones v’ que hacen (V,
T1, T?) paralela. Determinamos la torsién de estas conexiones y la
relacionamos con el tensor de la estructura, definido anteriormente.

En el capitulo tercero establecemos nuevas conexiones especiales
E y C que generalizan las conexiones L y D de Walker y obtenemos
en el Teorema 8-2: (L.a condicién necesaria y suficiente para que una
estructura (V, T1, T2) sea integrable, es que sea paralela respecto
a una E-conexi6ny. En el Teorema 9-1 damos una nueva forma del
teorema de Frobenius: «La condicién necesaria y suficiente para que
una distribucién 7’1 sea integrable es que sea paralela respecto a una
C-conexiény.

En el dltimo capitulo estudiamos propiedades de las E y C co-
nexiones obteniendo resultados en relacién con la torsién y la cur-
vatura de las C-conexiones mediante la descomposicién en conexiones
inducidas en las distribuciones que determinan la variedad -casi-
producto.

Deseo hacer constar mi mayor agradecimiento al Profesor J. L.
Viviente por la direccién de esta Tesis y por sus valiosos consejos.
El tema me fue propuesto por El Profesor E. Vidal Abascal, Jefe
del Departamento de Geometria y Topologia de la Universidad de
Santiago. Este trabajo ha sido elaborado en este Departamento en
el que he encontrado apoyo en todos sus componentes.



CAPITULO I
ESTRUCTURA CASI-PRODUCTO. INTEGRABILIDAD

Recordemos algunas operaciones con formas diferenciables. En
general en todo el trabajo entenderemos la diferenciabilidad en el
sentido Cee.

Una s-forma vectorial puede considerarse como un campo ten-
sorial de tipo (1, s). En particular si # y v son campos vectoriales
arbitrarios, F y G l-formas vectoriales y « una 2-forma vectorial,
Fu, Gu y a(u,v) son al considerar la contraccién nuevos campos
vectoriales. Siendo M y L formas vectoriales arbitrarias y o una
forma escalar arbitraria, suponemos conocidas las operaciones, llama-
das concomitancias diferenciales {M, w} y {M, L}, definidas por
Frolicher y Nijenhuis {1}. Representamos por {, v} el producto cor-
chete ordinario; para l-formas vectoriales el producto de Nijenhuis
{F, G} puede definirse por la expresién:

{F, G} (u,v) = {Fu, Gvy + {Gu, Fv} — G {Fu,v} — F {Gu, v} —
— G {u, Fv} — F {u,Gv} + GF {u,v} + FG {u, v}.
Definimos FG, Fa, «F y o+ F:

FG (u) = F (G (u)) Fa(u, v) = F(«(u, v))
oF (#,v) = « (Fu, v) «- F (u,v) = « (u, Fu).

1. Estructura casi-producto real.

Una estructura casi-producto sobre unma variedad diferenciable V
es un sistema de distribuciones diferenciables en V, T%, o = 1, 2, ..., m,
tal que en cualquier punto x de V la suma divecta de los elementos de
contacto determinados pov las distribuciones es igual al espacio tan-
gente.

A la variedad V sobre la que se define una estructura casi-pro-
ducto, la denominamos variedad casi-producto.
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Todo campo vectorial # admite una tinica descomposicién » = 3, u,

a
y proyectores P,, 1-formas vectoriales, tales que P, u = u,. Estos
proyectores satisfacen

P,P,=P,,P,Ps=0,YP,=1(a#p;0,=1,..,m),
siendo I la l1-forma vectorial identidad.

Los proyectores determinan la estructura casi-producto. En el
caso m = 2 consideraremos pues, dos distribuciones complementa-
rias 71y T2, de dimensiones p y ¢ = n — p, tal que para todo x arbi-
trario perteneciente a V

T, = j‘xl + sz

Representaremos esta estructura por (V, T, T?).

Utilizando coordenadas locales se determinan ficilmente las ma-
trices de los proyectores P y Q.

A partir de P y Q podemos definir una 1-forma vectorial K = P —
— Q tal que K? = I. Sus valores propios son + 1y — 1.

Reciprocamente, dada la variedad V y la 1-forma vectorial K
sobre T tal que K? =1 queda determinada la estructura (V, T?, T?)
tomando P = 1/2(I 4+ K),Q = 1/2(I — K).

Ejemplos generales de estructura casi-producto son estudiados por
Reinhart {1}.

2. Integrabilidad de (V, T, T2).

La torsion de la estructura casi-producto es un tensor de tipo
(1, 2) definido por

N =1/2(P{P, P} + 0 0. ()
De la definicién de producto de Nijenhuis deducimos {P, P} =
={0,0}, {P,Qy= —{P, Py y {P,Qy={0, P}, v teniendo en cuen-
ta K=P_'Q, P+Q=Ir

N=1/2{P,Py =1/2{0,0y = — 12{P,Qy = 18 {K,K}. ([,])
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Llamaremos tensor torsién de una distribucién 7! 6 T2 en (V, T!,
7?) a Ny 6 Ny, respectivamente, definidos por

Npn=1/2Q{P, P} , Ny =12 P{P, P}.
Para que T sea integrable, {Pu, Pv} € T!, puesto que
{P, P} (u,v) = {Pu, Pvy + P {u,vy — P{Pu,v} — P{u, Pv},
la condicién necesaria y suficiente es
QPu, Poy =0 < —==> Ny, = 0.

Para que (V, T1, T?) sea integrable, es decir, para que lo sean
ambas distribuciones, la condicién necesaria y suficiente es que el
tensor torsién N sea nulo.

Es conocido, Frolicher y Nijenhuis {1}, que la expresién {I, w}
puede ser tomada como definicién de diferencial exterior 4. Definimos
en (V, T1, T2) para formas escalares w los operadores 0 y 0, dw =
= (P, w}, 0w = {Q, ®}, que forman una descomposicién de la di-
ferencial exterior. Siendo M una forma vectorial, definimos el ope-
rador DM = {Q, M}.

TEOREMA 2-1

Las condiciones siguientes expresan la condicion de integrabilidad
de la estructura (V, T, T2) y son equivalentes entre sh:

a) N=0
b) 62‘:‘0 === > 52:—_—0
¢) D2=0

DEMOSTRACION:

Tendremos en cuenta las identidades, demostradas en A. Nijen-
huis {1},

{P, {P,w}} =1/2 {{P, P}, w}

Q, 0,0}y =1/2{{0,0, w}
{P, {P, M}y = 1/2 {{P, P}, M}.
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Deducimos
0?2 = {P{P, w}} = 1/2 {{P, P}, w} = {N, w}

? = {Q{Q, w}} = 1/2 {{Q, @}, 0} = {N, w}
D*M = {Q {Q, My} = 1/2 {{Q, O}, M} = {N, M}

La anulacién de una de las anteriores expresiones es equivalente-
a que las otras sean nulas.

Estas condiciones fueron establecidas para estructuras casi-com-
plejas. En la forma a) fue establecida por Eckmann y Frolicher {13
b) por Spencer {1} y c) por Frolicher y Nijenhuis {1}.

Cuando la estructura es integrable los operadores 8, 0 y D per-
miten definir clases de cohomologia, La cohomologia de Dolbeault se
deduce considerando el operador @ y la GLA-cohomologia. (la nota-
cién corresponde a las iniciales de «Graded Lie Algebray) conside-
rando el operador D. Pueden encontrarse resultados andlogos sobre
cohomologia para estructuras casi-producto.

3. G-estructura e integrabilidad.

La existencia de los proyectores P y Q permite elegir referencias
adaptadas, y se prueba que es equivalente a la reduccién del grupo
estructural del fibrado tangente al subgrupo

(GL (ﬁ’ : GL (()q, R))

TEOREMA 3-1

La condicion necesaria y suficiente para que una distribucion T
definida en una variedad V sea integrable (exista foliacién) es que el
grupo estructural del fibvado tangente pueda reducirse a la forma

G___(GL(p,R) 0)

* %

y que las matrices elementos del grupo G sean las matrices de los jaco-
bianos de las transformaciones de coordenadas.
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DEMOSTRACION:

Si existe foliacién, sean U, y U, dos abiertos llanos respecto a
la misma tales que U; n U, # ¢, y dos sistemas de coordenadas
(&Y, ..o, 2P, P Y)Y (;1, ey X2, YL 7).

La condicién de ser foliacién es equivalente a que la transforma-
cién de coordenadas estd determinada por expresiones de la forma
(Haefliger {1}):

2% = %% (x!, ..., xP) (1.2)
Y5 =90 (%, ..., 2P, yPEL )
a,b=1,2.,p. s t=p+Lp+2 .,nij=12 ...,n

De (I, 2) deducimos que sus matrices jacobianas son:

F

(1.3)
oy 9y
iF 0y

Reciprocamente si podemos determinar entornos llanos con cam-
bios de coordenadas tales que sus jacobianos sean de la forma (I, 3),
se deduce (I, 2) que es equivalente a que exista foliacién.

OBSERVACION:

Que sean jacobianas estas matrices es equivalente a las condicio-

nes locales que S. S. Chern {1} afiade a la G-estructura para que de-
termine una foliacién.

En el caso en que (V, T%, T?) sea integrable, podemos elegir coor-
denadas tales que el cambio de cartas sea de la forma

x* = x° (}1, s EP)
Y=y (P L )

La integrabilidad de (V, T!, T?) es equivalente a que la matriz
del cambio de referencias sea de la forma

0 x4
EL
0y
0 3y

20 - Collectanea Mathematica
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Es decir, las matrices de los cambios de referencias coinciden con
las matrices jacobianas de las transformaciones.

4. Estructura casi-producto compleja.

Sea T.C el complexificado del espacio tangente 7, en un punto
x arbitrario de la variedad V de dimensién %, y sea 7¢ = T QgrC el
complexificado del fibrado tangente 7 a V.

Una estructura casi-producto compleja estd definida sobre V
dando dos campos de subespacios complementarios de T,°, T .ty
7% de dimensiones p y ¢ tales que p 4 g = .

Analogamente a su definicién en el caso de la estructura casi-
producto real, se define un tensor torsién N(G. Legrand {1}). Al de-
finir una estructura casi-producto compleja, se obtiene una reducciéon
del grupo estructural GL(n, C) a otro de la forma GL(p, C) x GL (g, C)
en el fibrado tangente 7€ y por tanto una G-estructura.

Para definir la variedad casi-producto compleja mds general comen-
zaremos siguiendo a Walker {4} definiendola mediante una 1-forma
vectorial H tal que

H=3 w,P, a=1,..m

siendo w,,..., w,, las m raices de la unidad y tal que
Hm = 1.

Si los proyectores P, son reales se tiene la estructura casi produc-
to real, si son complejos todos o parte de ellos se deduce que todas
o parte de las distribuciones son complejas. Las distribuciones T,
T2, ..., T™ estdn determinadas por los subespacios invariantes de H.
En todos los casos dar esa forma es equivalente a dar una 1-forma
vectorial en el complexificado de manera natural y por tanto deter-
mina una estructura casi producto compleja generalizada. La forma
H dada en el complexificado comprende como caso particular las
formas dadas por Walker.

El tensor torsién se define por

N=12YX P, {P,, Py
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Definiendo la integrabilidad de la estructura cuando toda distri-
bucién de la estructura es integrable, se deduce que deben de ser
integrables las distribuciones bésicas T, y sus sumas parciales T, 4 T},
obteniendo las condiciones

(P, Py =0 wB=1,..,m

Estas condiciones necesarias y suficientes para la integrabilidad
se reducen a N = 0, es decir, la anulacién del tensor torsién.



CAPITULO II

PARALELISMOS DE DISTRIBUCIONES RESPECTO
A CONEXIONES LINEALES

La existencia de conexiones lineales definidas en variedades di-
ferenciables en las que existen sistemas de distribuciones disjuntas
que cumplan determinadas condiciones de integrabilidad o parale-
lismo, respecto a estas conexiones, ha sido estudiada entre otros por
Walker {1} y Willmore{l}. El siguiente teorema ha sido demostrado
por Kobayashi {1}: «Si ¥V admite un ntmero arbitrario de distribucio-
nes disjuntas, siempre podemos encontrar una conexién lineal tal
que las distribuciones sean paralelasy.

También fue probado (Walker {2}) que dada una distribucién
integrable existe una conexién simétrica que la hace paralela y reci-
procamente que una distribucién paralela respecto a una conexién
simétrica, es integrable.

Dado un sistema de distribuciones, Walker llama sistema inte-
grable si toda suma de distribuciones es integrable. Con esta defini-
cién, Willmore {2} ha probado que dado un sistema de distribuciones
integrable, existe globalmente sobre la variedad una conexién simé-
trica respecto a la cual el sistema es paralelo.

Asi pues en todo lo que sigue admitimos la existencia de conexio-
nes que hacen las distribuciones paralelas, y que si el sistema es in-
tegrable existe una conexién simétrica que lo hace paralelo.

5. Definiciones de paralelismos de distribuciones vespecto a una cone-
xion lineal.

Sean G un campo de tensores y v una conexién lineal definidos
en una variedad V. Representamos por G la derivacién covariante
de G respecto a V.

En la estructura casi-producto (V, T1, T2) con las operaciones
definidas queda determinado un campo tensorial a(v) de tipo (1,2)
por la expresién

a(v) = P(vP) +Q(v0Q)
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Teniendo en cuenta, P=1/2(I+K), Q=1/2(I —K) y la li-
nealidad de la conexién, @ (v) puede expresarse en la forma

a(v) = 1/2 K (vK) (IL.1)
Deducimos
VP=—-vQ=Pa(v)—Qa(v)
Pa(v)=a(v)-Q , Qa(v)=a(v)-P
Qa(v)-Q=0 , Pa(y)-P=0

Una distribucién 71 es paralela respecto a una conexién lineal v,
si se verifica que dado un campo de vectores # en 71 y otro campo

de vectores v arbitrario, el campo derivada covariante de % res-
pecto a v estd en T1. La condicién de paralelismo de 71 es

Qv, (Pu) = 0 <===> a(v)-P=0.

La estructura (V, T, T2) decimos que es paralela respecto a una
conexion si y solo si lo son T1y T2,

La condicién necesaria y suficiente para que Tl y T2 sean parale-
las respecto a v es vK = 0.

T! es paralela por caminos respecto a v si el sistema de curvas
autoparalelas determinadas por los campos en 71 es un sistema
de curvas integrales de 71. Sea 7 el operador transposicién, tal
que

a (v) ,v) = a (V) (v, u)

La condicién necesaria y suficiente para que 7! sea paralela por
caminos respecto a v es

a(V)P-P+va(v)P-P=0

Un campo de vectores # es paralelo relativo a un campo de vec-
tores v respecto a una conexién v si para todo punto x de V al des-
plazar paralelamente %, a lo largo del campo v sigue en #. Una dis-
tribucién T1 es paralela relativa a T2 respecto a una conexién y
si lo son los campos de 7! respecto a los de 772,
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La condicién necesaria y suficiente para que 7! sea paralela re-
lativa a T2 respecto a una conexién v es

Qg Pu=0 <===> Q(VP)Q =0 <===> a(v)Q -P=

Deducimos de las anteriores relaciones que, la condicién necesa-
ria y suficiente para que 71 y 72 sean paralelas relativas una con
respecto a la otra, y ambas paralelas por caminos con respecto a una
conexién arbitraria v, es

a(v) + 7a(v) =0 (11,2)

Diremos que la distribucién 71 es autoparalela si es paralela re-
lativa a sf misma. I.a condicién es

QWP) P=0 <c===>a(v)P-P

6. Operadores sobve 2-formas vectoriales asociados a K.

Sea % el espacio de 2-formas vectoriales definidas sobre la varie-
dad V. A partir de K podemos definir dos operadores K,, K,, sobre
tales formas. Sea « un elemento arbitrario de % y #, v, campos arbi-
trarios de vectores tangentes de V. Definimos:

Ko=Koa K <===> (K,a) (4,v) = K a (1, Kv)
Kiao=KaK <===> (K,a) (#,v) =K a(Ku,v)

Definamos cuatro operadores p,, p,, ¢, ¢, sobre elementos de %

1{71 = 1/2 (I+ Kl) P2 = 1/2-(I + Kz)
¢ =1/2(I — K)) =12 — K))

Al aplicar p; a los elementos de %A definimos un subespacio %, .

Analogamente al aplicar p,, ¢,, ¢, definimos %, %, , ¥, . Las com-

posiciones p, p,, P, G2, q; P2 ; go; definen cuatro subespacios de «
tal que
U = QIP;P: ® %quz ® Q[qd’z ® QI!Ilqz
Es decir, ~ » v -
«=pipratpi1gre+qipre+ q1q2a
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Consideraremos las composiciones de v con K, K,, como opera-
dores sobre los elementos de .

Deducimos,

TK1=K2‘E,’L'K2=K1'E.

T U Upiprr TUgyg, = U (IL,3)

b2 9192°

Ty Uy T D

Pz ap: T Thige

7. Comexiones que hacen (V,T1, T2) paralelas.

Proposicion 7-1

Todas las conexiones ' que hacen pavalela (V, T, T?) pueden
expresarse en funcion de una comexién 7 simétrica en la forma

Vi=v—12(VK)- K+ , Be¥, (I1,4)
DIEMOSTRACION:

Sea V' = v + «, siendo vy una conexién simétrica arbitraria y
a ¢ A Al aplicar v' a K deducimos v'K = v K 4 («, K) Calculare-
mos («, K). Sean u,v campos vectoriales arbitrarios,

Va (Kv) = (V4 K) v + K (v, 0),
V' (Kv) = (V. K) v + K (v, v)
Restandolas y teniendo en cuenta o = v — v/,
o (4, Kv) = (v, K — v, K) v + K (« (4, v))
« K=v'K—vK+Ka , (, KY=a-K—-K
Por hacer ' paralela (V,T1!,72),v'K =0,
—vVK=a¢-K—Ka, —(VK)-K=oKK—(Ka)-K=uo—(K«) K

~1)2(vK) - K=12(I —K)a=g,0
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Las soluciones de «, por ser ¢, y p, complementarios son de la
forma (II, 4).

ProrosicioNn 7-2
Podemos descomponer o. en la forma siguiente.

a=1/4((VK) K+ (VK) K) + o1 + 03+ 4,

siendo
—1/4(VK) - K) + (VE)K) e U, 0, ey, 0, %Ay .
ueW,,, .
DEMOSTRACION:
KvK=—vK)-K

Puesto que, para % y v arbitrarios,
Vu¥ = V. (K (Kv)) = (Vi K) Kv + K v, (Kv) =
=(WK)Kv+ K(v,K)v+ v,v.
De la proposicién anterior deducimos
¢ o= 1/2(I— K;)(— 12 (VK) - K)=— 1/4((VK) K + (VK) - K).

Anélogamente calculamos # = ¢, p, «. Descomponemos f§ ¢ %, en
B =0 + .

Prorosicion 7-3
Sea Tory, la torsion de las conexiones ' tal que v' K = 0
Tory, (u,v) = o (4, v) — o (v, u)
DEMOSTRACION:

Por estar v’ definida por v’ = v -+ « siendo simétrica obtenemos

Tory (u,v) = v, v — v,/ — {u,v} =
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= VWV — Vo — {0} + a(u,v) —a®u) =) — o).

~

Sea a =1 — T, Torv, = a — Ta = au«. (I1, 6)

TEOREMA 7-1

El tensor torsion de todas las conexiomes que hacen K paralela tiene

la misma componente en Ay g

q192 Torg: = — 1[4 (@ (VK) - K +a (v EK) K)

DEMOSTRACION:
De (II, 3) y las proposiciones 7-2 y 7-3 deducimos

Torg=aa=—1[4a ((VK) - K+(VK) K)+0,—7 0,4+ 0, — 10,4+t —7u.

—1/4((vE) K + (VE) K) e 9

qig» V1 — TW; € QIM,Z

T+ w, €U w — Tw, €U

192 q1p2

TEOREMA 7-2

La componente en U, ,, del tensor torsién de las comexiones ' que
hacen K paralela es el tensor torsion de la estructura cambiado de signo.

DEMOSTRACION:
De la definicién de torsién de la estructura, (I, 1),
N (u,v) = 1/4 ({Ku, Kv} — K{Ku, v} — K{u, Kv} -+ {u, v})
Por ser v simétrica, {#,v} = v, v — v, %. Sustituyendo
N (1, 0) = 14 (Vicu K) v— K (Vieo K) u— K (7,K) 0+ K (7,K), (1L, 7)
N (u,v) = 1/4a (VK) - K + (VK) K) (u, v) (1L, 8)

Como consecuencia del teorema anterior

4, ¢, Tory, = — N



CAPITULO III

CONEXIONES ESPECIALES

8. Las E-conexiomes.
DEFINICION §8-1
Las E-conexiones, son las determinadas por ‘la expresion
E—vy —N (IT1, 1)
Teniendo en cuenta (II, 4) y (II, 8) deducimos para E la expresion.
E=v—1/2(vK)-K+8—1/4a((vVK)-K + (VE) K)
Prorosicron 8-1
N =1/2 K (EK) (I11, 2)
DEMOSTRACION:
K(EK) = K((v' —N)K) = K (v'K) — K (N, K)

Por ser v’ las conexiones que hacen K paralela v’ K = 0. El
calculo de (N, K) es andlogo al hecho en la proposicién 7-1 para
(¢, K) es decir (N, K) = N -K — KN. Deducimos

K(EK)= —K(N-K—-KN)=—-K(N-K)+ N
Por otra parte, utilizando la definicién (II. 7) del temsor N,
— K(N-K) (u,v) = — 1[4 (K (Vg K) Kv — K (v, K) u —
— (v, K) Kv 4+ (Vg K) u)
. Haciendo uso de (II. 8)

— KN -K) (4,9) = 1/4 (Vxu K) v — (V0 K) 1 — K (7, K) 0 +
+ K (v, K) u) = N (1, 9)
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Es decir

K(EK)=2N; N=1)2KEK)

TEOREMA 8-1

Las distribuciones T1 v T2 son ambas paralelas relativas una ves-
pecto a la otva v ambas paralelas por caminos, con respecto a una co-
xion E.

DEMOSTRACION:

La condicién del teorema es (II, 2) que teniendo en cuenta (II, 1)
podemos expresar:

KvK+t1KvK=0

Por la proposicién anterior en el caso de las E-conexiones es equi-
valente a N 4+ tN = 0, lo cual se satisface siempre, puesto que. N
es hemisimétrico.

Walker {3} considera las conexiones L = D + N que hacen pa-
ralelas a Tl y a T2, siendo D una conexién simétrica y deduce: Las
conexiones D hacen a T! y T2 paralelas por caminos y paralelas rela-
tivas una respecto a la otra. El teorema anterior generaliza este re-
sultado.

TEOREMA 8-2

La condicion mecesaria y suficiente parva que uma estructura casi-
producto sea integrable, es que sea parvalela vespecto a una E-conexién.

DEMOSTRACION:

La condicién necesaria y suficiente de integrabilidad de la estruc-
tura es N = 0, pero, por ser V' =F + N, N.= 0 es la condicién
necesaria y suficiente para obtener las conexiones ' que hacen pa-
ralela la estructura. 3 e L

‘De la definicién de las E-conexiones, E = v’ — N deducimos que
la torsién de las E-conexiones, Tory, es igual a la torsién de v’ menos
el doble del tensor de Nijenhuis, Tor, = Tor, — aN = Tor,, — 2N.
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El tensor torsion N que estd univocamente determinado por
(V, T1, T2) puede calcularse a partir de la E-conexién, siendo el mis-
mo para todas ellas, Cualquier propiedad intrinseca de la estructura
que se esprese univocamente a partir de cualquier conexiéon E se
denomina un E-invariante. El tensor de Nijenhuis es un ejemplo de
E-invariante.

9. Las C-conextones.

En este parrafo, el estudio hecho para la distribucién T, se haria
de forma andloga para la T2.

Prorosicion 9-1
Todas las conexiones \7'' rvespecto a las cuales la distribucion T1 es

paralela podemos expresarlas en la forma "' = v — Q v P + v, siendo
V Stmétrica y y un tensorv de tipo (1, 2) tal que Qy - P = 0.

DEMOSTRACION:

Escribimos v’ como suma de una conexién simétrica mas un
tensor arbitrario 24

vVi=v+42

La aplicamos a P, teniendo en cuenta un calculo analogo al hecho
en la proposicién 7-1 para encontrar («, K)

v'P=vyP+ A-P — Pi
Aplicando @ deducimos,
QV'P=QvP+QAiP

Por ser Q v’ P = 0 la condicién necesaria y suficiente para que
T! sea paralela respecto a v”/,

QvP=—-0Q4-P
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De (ITI, 1) deducimos al aplicar P y tener en cuenta que PP=P,
@vP)-P= —QA-P=QvP. La expresiéon general para A es

A= —QvP+y , Qv-P=0
DEFINICION 9-1
Definimos las C-conexiones por la expresiiin

C=v—QuP+2N+y , Qyp-P=0  (III, 3)

siendo 7 una comexion simétrica.

TEOREMA 9-1

La condicién mecesaria y suficiente pava que T sea integrable es
que sea paralela respecto a una C-conexion.

DEMOSTRACION:

Si es integrable QN = 0 y la expresién de C se reduce a la expre-
sién de las conexiones que hacen 7'! paralela. Reciprocamente.

QCP=QvP —-QVP+QN-P+Qy-P=0==>
ON-P=0 <==> QN =0.

Prorosicion 9-2

Q Torc (Pu, Pv) =0 (111, 4)
DEMOSTRACION:

Teniendo en cuenta que v es simétrica, {#, v} = v, v — v, %,

Torte (#,v) = — Q v, Pv + QN (u, v) + v (, v) + Q v, Pu —
—ON (v, u) — ¥ (v, ),
ON (u,v) = 1/2Q{Pu, Pvy = 1/2(Q Vps Pv — Q Vp, Pu)
De las relaciones anteriores y Qy - P = 0 deducimos

Q Torg (Pu, Pv) = — 2 QN + 2 QN = 0.



CAPITULO 1V
PROPIEDADES DE LAS CONEXIONES ESPECIALES

10. Comexién inducida en el espacio transversal a uma foliacién.

Sea I’ una foliacién de dimensién p, definida en la variedad V,
D un abierto de trivializacién del fibrado vectorial tangente a V.
Consideramos los subespacios fibrados vectoriales I (D) = (D, R?)
y, HD)=(D,R?), 1 < p <m—1, p + g = n Por ser espacios
fibrados vectoriales de dimensién finita, existe una trivializacién
simultanea

F(D) -~ T (D)~ H(D)

) \’ )
DXxXR -DXR'—-D X R?

Sea 7' una referencia en F(D). La fibra R? en cada punto x € D
es el espacio tangente a la hoja que pasa por x. Completemos esta
referencia con una transversal 7", Teniendo en cuenta la G-estructu-

ra de la foliacién, el grupo estructural de T (V) puede reducirse a la
forma

*

G- (GL (f, R) 0 )
Consideramos una conexién v que hace I© paralela y una refe-
rencia 7 = (7', 7''). Sobre el abierto D tenemos
vr=v-0

siendo 6 la matriz de la conexién, de la forma,

0=(0 0)
® 0"’

0" y 0" matrices cuadradas de ordenes p y gq.
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Deducimos
V’" — rl . 6,
V1’” — (7” . *, 7,Il 011) (IV’ 1)

La segunda de las expresiones, al considerar el espacio H(D)
como cociente de T(D) por F(D) nos induce a definir una conexién
en H(D) por la matriz 0”7, v#"' =7#" 6". Podemos comprobar que
v asi definida es una conexién.

TrEOREMA 10-1

Dada una foliacion F en una varviedad diferenciable paralela ves-
j)ecto a una C-conexion, C, el tensor curvatura '’ de la conexion C''
nducida por C en el espacio transversal H es nulo sobre vectores en los
subespacios tangentes a las hojas, si la C-conexion satisface ademds la
condicion Q Tor; (Pu,Quv) = 0.

DEMOSTRACION:

Ya que la matriz de las formas diferenciales de la conexién puede
reducirse a la forma
0 — ( 7 0 )
& BII

la curvatura 2 =d 6 + 0406 es

0 — a9 0 n 6’406 0
sk dGII E3 OIIAGI!

Sea P el espacio fibrado de las referencias sobre V, Representamos
por T(P) el espacio tangente a P, y por II, la proyeccién de T'(P)
en T(V). El elemento z puede considerarse como aplicacién lineal
de R* sobre Tp, (V). La forma canénica sobre P, ¢, es la 1-forma
definida en T'(P) valuada en R* por la expresién

¢ (u*) = 2111, (u*) u* ¢ T, (P)
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Las aplicaciones z~' en un abierto D de Ty (V) las representa-
mos por la forma ¢,. Suponemos que la variedad V admite una es-
tructura casi-producto en la que una distribucién, integrable, co-
rresponde a la foliacién y la otra es transversal a la misma. Sean P

y Q los proyectores. Descomponemos ¢, en ¢," + ¢,”’, tal que siendo
IT* (u*) = u, se verifique,

u=1z2¢,(u) = (P+0Q) ) =z(¢p ) + ¢" ()
es decir
¢'p () = ¢p P ()
¢ () = 65 Q ()
La torsién de la conexién es
Torg =C¢p=dd, + 0p A ¢p
que en general, no es nula para una C-conexién. Sin embargo por ser
una foliacién paralela respecto a una C-conexién sabemos, - (III, 4)
Q Tor, (Pu, Pv) = 0 equivalente a
(@dc" + 0, A¢y") (Pu, Pv) =0 (xv, 2)
De la condicién Q Tor. (Pu, Pv)=0 y la de la hipétesis Q Tor,
(Pu, Qv) = 0 deducinos que Q Tor; se expresa en funcién de formas

de tipo (0, 2). La diferencial d (Q Tor) es de tipo (I, 2) y (0,3) y se
anula sobre (Pu, Pv, w)

Diferenciando (IV, 2) exteriormente
(—ad0y," Aé,” + 6, " Ad¢,"”) (Pu, Pv, w) = 0.
Sustituyendo 4 ¢,"' (Pu, Pv) — (0" 4 ¢5"") (Pu, Pv) deducimos
(—adby” —0,"406,")YA¢",(Pu, Pr,w) =0 <===>
<===> (Q"4¢")(Pu,Pr,w)=0 <===>
2, (Pu, Pv) " (@) +2y" (Pv, w) " (Pu)+2," (@, Pu) ¢ (Po) =0

Pero por estar Pu, Pv en T, ¢," (Pu) = ¢," (Pv) = 0.
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Es decir, la condicién anterior es equivalente a
2," (Pu, Pv) ¢,"" (w) =0 (Iv, 3)

para w arbitrario y D arbitrario, equivalente a Q"'(Pu, Pv) = 0.

11. Descomposicion de las conexiones en las variedades casi-producto.

Representamos por 71, T2 las distribuciones complementarias que
determinan la estructura casi-producto y por T, T, las distribuciones
duales. Los campos tensoriales los representamos por D/; los cons-
truidos a partir de 71 por J y los construidos a partir de 72 por G'.

Vamos a generalizar varios resultados obtenidos por Fava ({I}
para las conexiones simétricas, a las C-conexiones.

Sea v una conexién sobre V. Definimos una aplicacién
vhTE X J7 > 2 (Iv.4)
determinada por
Vi (Pu, A) > P(Vp ) =V'p 4, A e]!

La aplicacién y1 puede considerarse la proyeccién sobre T'1 del
operador V.

Analogamente
vi1? X G -GS
v (Qu, B) - Q(vg, B) = Vp.* B, BeGy  (IV, 5)

Facilmente comprobariamos que vyl y y2 satisfacen los axiomas
de una conexién.

DerINICcION 11-1

A la conexién ¢ (v =1, 2) la demominaremos comexién inducida
sobre T* por la conexion v definida sobre V.
Consideremos el campo tensorial con valores en 72 definido por

21 — Collectanea Mathematica
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V (Pu, Pv) = Q (Vp, Pv) para campos #,v arbitrarios. Podemos
escribirlo

V (Pu, Pv) = Vp, Pv vpv Py (Iv, 6)

Representaremos P{u, v} = {#, v}l y Q{u, v} = {u, v}2
Calcularemos la torsién y la curvatura de la conexién inducida !

Tor! (Pu, Pv) = Vp,! Pv — vp,! Pu — {Pu, Pv}!
Q' (Pu, Pv) Pw = (Vp,' Vp,' — Vp,' Vpu' — V! {Pu, Pv}') Pw
u,v,wel , {Pu, Poy' = P{Pu, Pv}.

En el caso en que 7! es integrable {Pu, Pv}! = {Pu, Pv} y las
expresiones de Tor! (u, v) y £2! (4, v) coinciden con los campos torsién
y curvatura de una conexién ordinaria.

Deduc1mos de vp,! Pv — Vp,! Pu — {Pu, Pv}! = P (Vp, Pv —
— Vp, PU — {Pu, Py})

Tor! (Pu, Pv) = P {Tor (Pu, Pv)} (xv, 7

DEFINICION 1 1- 2

Definimos el tensor vortice y y el tensor de Killing K relatwos ala
distribucion T1 por las expresiones

v (Pu, Pv)= —y(Pu Pu)—V(Pu, Po)—V(Pu, Pu) (IV, §)

K(Pu, Pv) = K(Pv, Pu) = V(Pu, Pv) -|— V(Pv Pu),u,v e T (IV, 9)
" Podremos entonces escribir V(Pu, Pv) en la forma

V(Pu, Pv) = 1/2{y (Pu, Pv) + K (Pu, Pv)} - (ILV, 10)

Veamos el significado geométrico de los campos y y K.

La distribucién 72 esta detertmnada por campos Z y T2 por J7:
duales de los 4,g =7 + 1,

Introducimos la 2 forma yg y el campo tensonal K& mediante las
expresiones

v (Pu, Pv) =y&(Pu, Pv) , K(Pu, Pu)=K,(Pu, Pv) 4, (IV, 11)
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Teniendo en cuenta (IV, 6) y la dualidad de 4, y u# deducimos
y% (Pt, Po) = i (pu Pv — U, Pt); K8 (Put, Pv) = p# (Vp, P+ Vp, Pl
Considerando la definicién de la torsién de v podemos escribir,

v¢ (Pu, Pv) = p¢ (Tor (Pu, Pv)) + ps ({Pu, Pvy)  (IV, 12)

PRdPosiciON 11-1

Para una C-conexion el tensor y no depende de la conexion.

DEMOSTRACION:
Q Tor (Pu, Pv) = 0 == > % (Pu, Pv) = pé(Tor (Pu, Pv)) +

+ pg ({Pu, Pvy) = Q{Pu, Pv}, (Iv, 13)

Cororario 11-1

Para una C-comexion y = 0 es la comdicién necesaria y suficiente
para que la distribucion T1 sea integrable.

DEMOSTRACION:
Siendo #, v dos campos arbitrarios escribimos
y& (Pu, Pv) = Q{Pu, Pv} =Q N (u,v) =0,
condicién de integrabilidad de la distribucién, siendo N el tensor
de Nijenhuis.
Proposicion 11-2
P (Q (Pu, Pv) Pw) = Q' (Pu, Pv) Pw + P (Vp, V (Pv, Pw) —

— Vp, V (Pu, Pw) — Vpy, p,y2 Pw (Iv, 14)
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DEMOSTRACION:
De acuerdo con la definicién de V
Ve Pv = vp,! Pv + V (Pu, Pv)
Sustituyendo esta expresién en la férmula de la curvatura
Q (Pu, Pv)Pw = Vp, (Vp,! Pw + V (Pv, Pw)) — Vp, (Vpu! P +
+ V (Pu, Pw)) — Vipy, poyr P — Vipy, poy P0.

Expresién de la que deducimos (IV,14).

De la definicién de V deducimos que la condicién de ser T'! auto-
paralela es equivalente a V(#,v) = 0. Teniendo ademds en cuenta
el Corolario 11-1 y la Proposicién 11-2 y el hecho de que la integra-
bilidad de T1, {u, v} ¢T1, implica {#, v}2 = 0, podemos enunciar:

TEOREMA 11-1
Para una C-conexion la condicién V(u,v) = 0 implica que la dis-
tribucion es integrable, autoparalela respecto a la C-comexion, y se sa-

tisface:

P(Q (Pu, Pv) Pw) = Q1 (Pu, Pv) Pw
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