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SUMARIO

En este trabajo se introduce el concepto de media para funciones
acotadas definidas sobre un semigrupo S, con valores en un espacio
localmente convexo E, generalizando algunos resultados de G. VERA
[10]. Se dan condiciones necesarias y suficientes para la existencia
de medias sobre ciertos subespacios de funciones acotadas. Especial-
mente se estudia el problema de la existencia de medias invariantes
sobre el espacio B (S, E) de todas las funciones acotadas de S en E.
Para una clase amplia de semigrupos, se prueba que si E es casi-
completo para la topologia de Mackey, una condicién necesaria y
suficiente para la existencia de una media invariante sobre B (S, E)
es que E sea semi-reflexivo. Como consecuencia, se han obtenido
algunos resultados interesantes de la teoria de espacios localmente
convexos (Prop 30 y Cor 33.)

Cuando S es un grupo topolégico, se estudia el problema de la
existencia de medias invariantes sobre los subespacios de las fun-
ciones continuas acotadas y de las funciones débilmente casi-perié-
dicas.

§ 1. MEDIAS CON VALORES EN ESPACIOS LOCALMENTE CONVEXOS

Sea S un semigrupo y E un espacio vectorial topoldgico sobre R,
localmente convexo (1). Designaremos por B (S, E) el espacio vecto-
rial de las aplicaciones f: S — E, tales que f(S) es un conjunto aco-
tado en E. Cuando E = R escribiremos B (S) en vez de B (S, R). X

(1) Todos los espacios topolégicos que aparezcan en este trabajo, se su-
pondrin siempre de Hausdorff.
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designara el subespacio de B (S, E) engendrado por las aplicaciones
de la forma s — a(s)x, siendo e B(S) y xeE. TB(S, E) desig-
nard el subespacio de B (S, E) formado por las aplicaciones cuya
imagen es un conjunto totalmente acotado (precompacto) de E.

Si (p;)ier es una familia filtrante de seminormas que define la
topologia T de E, para cada fe B (S, E) sea

P¥(f) = Sup p;(f(5)) : s € S}.

La familia (pf);.; es una familia filtrante de seminormas en B (S, E),
que le dota de estructura de espacio localmente convexo; designare-
mos por T* la topologia localmente convexa definida por esta fami-
lia de seminormas.

Para cada se€S y cada fe B (S, E), denotaremos por ,f (resp. f,)
la funcién de S en E definida por

(f) @) =f(s?), wteS (resp. (f)) () =f(s), witeS).

Es claro que las funciones ,f y f, también pertenecen a B (S, E).

Un subespacio vectorial X de B (S, E) diremos que es invariante
a la izquierda (resp. derecha), si para cada fe X y se S, la funcién
of (resp. f,) también pertenece a X. Cuando X sea invariante a la
derecha y a la izquierda, diremos simplemente que X es invariante.
Es inmediato que Xy y T B (S, E) son invariantes.

Si M c E, co (M) designard la envoltura convexa de M.

Sea X ¢ B (S, E) un subespacio vectorial que contiene las aplica-
ciones constantes. :

1. DEFINICION. Una media u sobre X es una aplicacién lineal
de X en E tal que:

M1 u(f) e o (7).

Si ademds X es invariante a la izquierda (resp. derecha), una me-

dia p sobre X se llama invariante a la izquierda (resp. derecha) si
verifica :

M 2. u(f)=n(f) (resp. p(f)=pn(f)), paratodo feX y seS.

Si X es invariante y u es una media sobre X, invariante a la iz-
quierda y a la derecha, diremos que u es invariante.
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2. OBSERVACIONES.

a) Si u es una media sobre X, de M 1 se deduce que u(f) es
limite de una red de combinaciones convexas X, f(s;), con o > 0,
2oy =1.

Para cada seminorma p; se tiene:

Di(Zenf(sh) < Zawpi(f(sh)) < Tt (f) = pF (),

luego p; (1 (f)) < ¥ (f), lo que prueba que u es continua para las
topologias T y T* sobre E y B (S, E).

b) Si p es una media sobre X, entonces u también es una media
sobre X cuando E se considera dotado de cualquier otra topologia T,
localmente convexa, compatible con la dualidad (E, E’), ya que los
conjuntos cerrados y convexos son los mismos para todas estas topo-
logias. Por tanto, x4 también es continua para las topologias T; y
la correspondiente topologia TF en B (S, E).

c) En el caso E = R, la definicién 1 es equivalente a que u sea
una aplicacién lineal que cumpla

1) Inf {f(s) :seSy<u(f)<Sup {f(s) : s€S}, para todo feX.
o bien:
i) w(l)=1; u(f)20 si f=0.

Por tanto, la definicién 1 coincide con la usual (Véase, por ejem-
plo, [4], pag. 230).

d) La condicién M 1 se puede sustituir por las dos siguientes:
M 1la. Si f(s) = x para todo s € S, entonces u (f) = .
M 1b. u(f) ef(S)°(3)

En efecto, de M 1 se deduce M la y M 1b. Reciprocamente,
nétese que para cada y € E se tiene

p(f) =y =p(f—9) e(f(S) — )0,

(2) Para cada conjunto M c E designamos por MO su polar (absoluta) :
MO = {x"e¢E :|<x, 2> <1, wvxeM},
y por M0 la polar de MO en E.
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como consecuencia de M la y M 1b. Entonces se verifica M 1 en
virtud del siguiente

LEMA. Para todo comjunto acotado A de um espacio localmente
convexo E, se tiene

co(4) =n{y+ (4 —y)0:yeckE)
DEMOSTRACION. Bastard demostrar que
Nn{y+ (4 —y9%:yecE}cco (4),

ya que la otra inclusién es evidente.
Se sabe que x € co (4) si y solo si

(%, 5"y < Sup {(a, x') :ae A}, para todo x eE’.
(véase, por ejemplo, [7], Teorema 12.1). Supongamos que
ren{y+ (A4 —y)0:yeE y x¢co (d).
Entonces existe x' € E’ tal que
{a, x') < a<{x, %'y, para todo acA.
Como A4 es acotado, existe y € E tal que
(¥, ¥y < Inf {a, 2’y : ac A}.
Entonces (@ — y, &) > (a, 'y — Inf {(a, ¥') : a € 4} > 0, para

cada ae 4.

Por tanto 0 < <2 —y, #) <a — (¥, &) < {(x —y, x'), para
todo a e 4.

Sea y" = x'[f, donde B =a — (y, #') > 0. Entonces se tiene

0<{a—y9)<1, para todo aecd,

luego y" € (4 — y)0. Sin embargo (x —y,y’> > 1, lo que estd en
contradiccién con ¥ — y e (4 — y)00,

Cuando S es el semigrupo N de los ntimeros naturales, las medias
invariantes sobre los subespacios de B (N, E) coinciden, por tanto,
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con los limites generalizados de Banach, definidos mediante M la y
M 1D, y estudiados por VERA en su Tesis [10].

3. EJEMPLOS

a) Si G es un grupo finito de cardinal # y E es arbitrario, existe
una dnica media invariante sobre B (G, E), definida por

p(f) =n"132f(s).

seG

b) Si G es un grupo topolégico compacto y E es casi-completo,
existe una dnica media invariante sobre el subespacio de B (G, E)
formado por las aplicaciones continuas de G en E (Véase [1], Teo-
rema 6.7).

c) SiS es el semigrupo N de los ntimeros naturales, y E es casi-
completo para la topologia de Mackey, una condicién necesaria y
suficiente para que exista una media invariante sobre B (N, E), es
que E sea semi-reflexivo (Véase [10], Cap. IV).

Hay muchas propiedades de las medias sobre B (S) que se gene-
ralizan sin dificultad al caso de medias con valores en E. En la si-
guiente proposicién indicamos algunas de ellas:

4. PROPOSICION

4.1. Si existe una media invariante a la izquierda uy y una media
wnvariante a la devecha u, sobre B (S, E), entonces existe una media in-
variante sobre B (S, E).

4.2. St G es un grupo y existe una media invariante a la izquierda
sobre B (G, E), entonces existe una media invariante sobve B (G, E)

4.3. Si G es un grupo tal que existe una media invariante sobre
B (G, E), entonces para todo subgrupo H de G existe una media inva-
riante sobve B (H, E).

4.4. Sea G un grupo y H un subgrupo normal de G. Entonces
B (G, E) admite una media invariante si y solo si B (H, E) y B (G|H, E)
admiten medias invariante.

DEMOSTRACION. Las demostraciones son anélogas a las del caso
E = R, aunque con algunas modificaciones (Véase, por ej., [4], pagi-
nas 233-235). A modo de ejemplo, probaremos 4.4:

18 — Collectanea Mathematica



272 F. Bombal y G. Vera

Supongamos que p es una media invariante sobre B (G, E). En-
tonces, en virtud de 4.3, B(H, E) admite una media invariante.
Sea ¢: G > G[H la aplicacién canénica. Para fe B (G/H, E) defi-
namos uo(f) = u(fop). Es facil probar que yg es lineal. Como
fop(G) = f(G/H), resulta inmediatamente que g, verifica M 1.
M2 tesilta de que (uf)og = (fop) ¥ (fu) o = (fog)..

Supongamos ahora que u y ' son medias invariantes sobre
B(H, E) y B(G/H, E), respectivamente. Para fe B (G, E)y seG
definamos f(s) = u (.f), en donde .f se considera restringida a H.
Como en el caso de medias reales, se prueba que f es constante
sobre cada clase médulo H, y esto permite definir f'e B (G/H, E)
por f'(sH) = f(s). Finalmente, se define uo(f) = u’ (f'). Es claro
que po es lineal. Por otro lado, f'(G/H) = F(G) € co (f () (F(s) €
eco [f(sH)] cco (f(G)), para todo seG), luego u (f') € co (f(G)),
lo que prueba que pg verifica M 1. De la relacién (,f)’ = sa(f’) resulta
que ug es invariante a la izquierda. Por 4.2 resulta que B (G, E) posee
una media invariante.

§ 2. CONDICIONES SUFICIENTES PARA LA EXISTENCIA DE MEDIAS.

En lo que sigue, consideraremos solamente medias invariantes a
la izquierda. Se obtendrian resultados andlogos para medias inva-
riantes a la derecha.

5. PROPOSICION. Sea S wun semigrupo y E un espacio localmente
convexo.

a) St pg es una media (vesp. media invariante a la izquierda) sobre
B (S), entonces existe una media (vesp. media invariante a la izquierda)
u sobre Xy tal que

5.1 w(f), %) =wlfix'y, vfeXy, v v« ek,

donde (f, %) es la funcion s - (f(s), %>.

b)  Reciprocamente, si X es un subespacio vectorial de B (S, E)
(vesp. invariante a la izquierda) que comtiene a X, y existe sobre X
una media (resp. media invariante a la izquierda) p, emfomces existe
una vinica media (vesp. media invariante a la izquierda) ug sobre B (S)
que verifica 5.1.
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DEMOSTRACION. a) Sea (%,);c, una base algebraica de E. Cada
funcién f e X, se expresa de modo dnico de la forma

n

f(s) = X o (s) %,

k=1

donde ; € B (S). Se define entonces u (f) = ¥ uo ()%, . Es claro que
k=1

se verifica 5.1. Esta férmula permite probar que u es lineal. Por otro
lado, por ser yy una media real, para todo %’ € E’ se tiene

W), %y = polf ¥y < Sup ((f(s), #') s € S).

Esto prueba que u(f) €co (f(S))-
Es claro que si gy es invariante a la izquierda, x4 también lo es (3).

b) Para cada x # 0 de E y cada « € B(S),

p@) D e ()4 = =G

Sf por tanto existe un ndmero real A, Inf {«(s) : seSy< 1<
Sup {«(s) : s €S}, tal que p («(s) ) = Ax. Entonces la férmula

o (@) = 4,

define una media real. Vamos a ver ahora que todas las medias reales
u, asi definidas coinciden. Si x e y son dos vectores linealmente in-
dependientes y « € B(S), sean @ # 0, b # 0 y 2 = ax + by. Entonces

pl(a(s)z) =ap((s)r) +op(e(s)y) =ap, () + dp, (@) y.

Como u es una media, por el razonamiento anterior, debe existir 1 € R
tal que p(x(s)z) = Az = Aax 4 Aby. De la independencia de x e y
resulta

po () = 4= py (@),

lo que prueba que p, = u,. En el caso en que y = ax, a # 0, se tiene

apy @)% =ty @)y = p((6)y) = ap@(s)r) = am (@

lo que prueba también en este caso que u, = u,.

(3) Se puede dar otra demostracién de () sin utilizar la existencia de bases
algebraicas de E.
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Asi pues, existe una tnica media y, sobre B (S) tal que
p@()%) = w@r vaeB(S) y yxek

y esto prueba que py verifica 5.1. Si u es invariante a la izquierda,
de la férmula anterior se deduce que Mo es invariante a la izquierda.

6. PROPOSICION. Sea uy una media (resp. media invariante a la
izquierda) sobre B (S), y X c B (S, E) un subespacio (vesp. subespacio
wmvariante a la izquierda) tal que

6.1 Para todo fe X, la envoltura comvexa, cerrada v equilibrada
de f(S) es débilmente compacta.
Entonces existe una media (resp. media invariante a la 12quierda)
u sobre X que cumple

62 (u(f) ¥y =mlfx), VfeX, v« ek

DEMOSTRACION. Sea fe X y definamos u (f) por la férmula 6.2.
Es claro que u (f) pertenece al dual algebraico de E’. Por la hipétesis
6.1, la polar f(S)0es un entorno de 0 en la topologia de Mackey
T(E’', E) de E’. Dado ¢ > 0, si «’ eef(S)9, se tiene

K (f), 251 = luo (fs %) 1 < Sup {[<f(s), )| :s€S} < &,

lo que prueba que u(f) es continua para T (E’, E), y por tanto
p(f) €E. La férmula 6.2 prueba que u es lineal, e invariante a la
izquierda si lo es yy. Un razonamiento anélogo al efectuado en 5 (a)
prueba que u(f) € co f(S), y por tanto que u es una media sobre X.

7. COROLARIO. Sea E casi completo para la topologia de Mackey,
to una media (vesp. media invariante a la izquierda) sobre B(S)y
X ={feB(S,E):f(S) es débilmente relativamente compacto} .

Entonces existe una media (vesp. media invariante a la 12quierda)
p sobre X que verifica 6.2.

DEMOSTRACION.  Es consecuencia de la proposicién 6, puesto que
todo fe X verifica 6.1 por [6], pag. 325, prop. (4)".

8. CorOLARIO. Sea E semi-reflexivo y o una media (resp. media
wnvariante a la izquierda) sobre B (S). Entonces existe una media ( resp.
media invariante a la izquierda) u sobre B (S, E) que cumple 6.2.



Medias en espacios localmente convexos y semi-reflexividad 275

DrmosTRACION. Todo acotado de E es débilmente relativamente
compacto (Véase [5] pdg. 227) y como E es casi completo para la
topologfa débil, tambien lo es para la topologfa de Mackey. Por tanto
se cumplen las hipétesis de corolario 7 con X — B (S, E).

9. CoroLARIO. Sea E casi completo y uy una media (resp. media
invariante a la izquierda) sobre B (S). Entonces existe una media (vesp.
media invariante a la izquierda) p sobre TB (S, E) que cumple 6.2.

DrMOSTRACION.  Para cada fe TB(S, E), f(S) es precompacto y
F(S) es completo. Por tanto f(S) es relativamente compacto y, en
consecuencia, débilmente relativamente compacto. Al ser E casi-
completo, también lo es para la topologia de Mackey, y el resultado

se sigue del corolario 7.

§ 3. CONDICIONIS NECESARIAS PARA LA EXISTENCIA DE MEDIAS.

Si X o X, la proposicién 5 (b) nos indica que una condicién nece-
saria para la existencia de una media (resp. media invariante a la
izquierda) sobre X es que exista una media (resp. media invariante
a la izquierda) sobre B (S). Por tanto, en lo que sigue supondremos
siempre que existe una media (resp. media invariante a la izquierda)
sobre B (S).

Todas las medias construidas hasta ahora sobre subespacios
X 5 X, vienen inducidas por una media sobre B (S) mediante la
relacién 6.2. Seguidamente veremos que toda media sobre X o Xo
necesariamente verifica 6.2, es decir, se puede considerar que esta
inducida por una media sobre B (S). En una primera etapa, probare-
mos ésto cuando X = TB (S, E).

10. Lema. X, = TB(S, E) (para la topologia T* de B (S, E)
asoctada a la topologia T de E).

DEMOSTRACION. Sea feTB (S, E) v (p,);e; una familia de se-
minormas filtrante que define la topologia T de E. Sie> 0, e
yV={&eE:p;(x) < &, entonces existen V1> - Ym € E tales que
fS)cUy;+V:1<j<m. Sea (Cx), 1 <k <7, una particién
de S tal que f(C,) esté contenido en algtin y;, + V, y elijamos una
funcién ¢ : {1, 2, ..., - {1, 2, ..., m} tal que f(C,) C Yo + V. Sea
a, la funcién caracteristica de C, y definamos

7

g(s) =X oy (s) Yotry-

k=1
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Es claro que g € X,. Se comprueba que g (s) — f(s) € V para todos € S,
y por tanto p} (f — g) < &, luego fe X en la topologia T*.

Reciprocamente, sea fe€ Xy y U un entorno de 0 en E. Entonces
existen ¢ >0, 1€, tales que si V={xeE:p;(x) < e se tiene
V + V c U. Por hipétesis, existe g e X, tal que pf(g — f) < &,
es decir, f(S) cg(S) + V. Como g(S) es precompacto, existen
Y1, -y ¥ € E tales que

gl)cU{y;+V:l<j<m
y por tanto

fOecUy,+V4+TV:i1<j<mcU{y;+U:1<j<m,
lo que prueba que f(S) es precompacto.

11. TEOREMA. St existe una media (vesp. media invariante a la
1zquierda) p sobre TB (S, E), entonces existe una vinica media (resp.
media invariante a la izquierda) ug sobre B (S), que verifica 6.2.

DEMOSTRACION. Sea ug la media sobre B (S) asociada a u pof
la proposicién 5 (b). Por la continuidad de p y o, para cada ' € E’
el conjunto

N(x)={feTB(S E): {u(f), ¥) —po{fi *') =0

es cerrado. Por tanto el conjunto n {N (x') : " € E'} es cerrado, y
contiene a X por 5.1, luego coincide con T B (S, E) por el lema 10.

Abordemos el caso general de que X 5 X, sea un subespacio de
B (S, E). Si designamos por E, el espacio E dotado de la topologia
débil ¢ (E, E'), los conjuntos B (S, E) y T B (S, E,) coinciden, ya que
todo conjunto acotado en E es débilmente precompacto. Entonces
el lema 10 prueba que la adherencia de X, para la topologia o (E, E")*
es B(S, E).

12. TrOREMA. Sea X 2 Xy un subespacio (vesp. subespacio inva-
riante a la izquierda) de B (S, E). Si existe una media (resp. media
inwvariante a la izquierda) u sobre X, emtonces existe una vinica media
(vesp. media invariante a la izquierda) wy sobre B (S), que verifica 6.2.

DEMOSTRACION. Segtin se indica en la observacién 2 (b), u es
continua para las topologias ¢ (E, E')* y ¢ (E, E’) en X y E. De lo
dicho anteriormente, resulta que X, es denso en X para la topologia
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inducida por o (E, E')*. Repitiendo el razonamiento del teorema 11,
cambiando T B (S, E) por X, se obtiene el resultado.

13. Cororario. Ew las hiptesis del teorema 12, sea u una media
sobre X. Si feX y a es un endomorfismo continuo de E tal que
aofeX, entonces u(aof) = alu(f)].

DEMOSTRACION. Segtin el teorema 12, se verifica 6.2. Por tanto

(u(@of), &'y = poasf, #'y = wo (f, ' oay = (u(f), ' 0@y =
@lu (Nl &,

para todo %’ € E’, luego u(aof) = a [u(f)].

14. Cororario. (a) Si E es casi completo, la formula 6.2 esta-
blece una biyeccion entre el conjumto de medias (vesp. medias inva-
riantes a la 1zquicrda) sobre T B (S, E) y el conjunto de medias (resp.
medias invariantes a la izquierda) sobre B (S).

(b) Si E es semi-reflexivo, la férmula 6.2 establece una biyeccion
entre el conjunto de medias (vesp. medias invariantes a la izquierda)
sobre B (S, E) y el conjunto de medias (vesp. medias invariantes a la
izquierda) sobre B (S).

DEMOSTRACION. (a) resulta inmediatamente del corolario 9 y
el teorema 11.

Segin se indicé antes del teorema 12, los conjuntos B (S, E) y
T B(S, E,) coinciden. Como E, es casicompleto, (b) se deduce de (a)
y de la observacién 2 (b).

§ 4. MEDIAS INVARIANTES Y SEMI-REFLEXIVIDAD.

En [10], Cap. IV, Teorema 27, se prueba que si E es casicompleto
para la topologia de Mackey, una condicién necesaria y suficiente
para que E sea semi-reflexivo es que exista una media, LIM, sobre
B (N, E) que cumpla la siguiente condicién: Si (x,), (y,) son dos su-
cesiones pertenecientes a B (N, E) tales que x, =y, siempre que #
sea mayor que un cierto %, entonces se tiene LIM (x,) = LIM (y,) (4).
A tales medias las denominaremos limites generalizados.

() Notese que en virtud del corolario 13, se verifican las hipétesis del
citado teorema de [10].
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A continuacién, extenderemos este resultado cuando en vez del
semigrupo aditivo de los niimeros naturales, se considera un semi-
grupo S con ciertas propiedades.

En toda esta seccién consideraremos siempre semigrupos S para
los que existe alguna media invariante a la izquierda sobre B (S).
SigeB(S)y u(p) =c, para toda media invariante a la izquierda, y,
sobre B (S), diremos que ¢ es casi-convergenie a c.

15. DEerFINICION. Diremos que el semigrupo S verifica la propie-
dad A, si existe una aplicacién

«:SXN->R

que cumple:
A 1. «ft, k) >0, para todo teS y kel.
A2 Ya(, k) =1, para todo ¢t€eS.
E=1

A 3. Para todo keN, la funcién ¢ — o (f) = « (¢, k), es casi-
convergente a 0.

16. TrEOREMA. Sea S un semigrupo con la propiedad A y E un
espacio localmente comvexo casicompleto para la topologia de Mackey.
Una condicién necesaria y suficiente para que E sea semi-reflexivo es
que exista una media invariante a la izquierda p sobre X = B (S, E).

DEMOSTRACION. La necesidad de la condicién resulta del corola-
rio 8. Reciprocamente, designemos por E, el espacio E dotado de la
topologia de Mackey. Por la hipétesis resulta que E, es sucesional-
mente completo. Si (x,) es una sucesién acotada en E, definamos

f(s) =l§]1a (s, &) x;.

La serie anterior converge, pues si (p;);c; es una familia filtrante
de seminormas que define la topologia de E,, para cada j € J se tiene

kglpy' [a (S, k) xk:] = k};]l (S, k) P] (xk) < 1W7I§I!X (S, k) == ]‘/17,
donde M; = Sup {p;(x;) : k € N}. Ademads, este razonamiento prueba

que fe B(S, E) = B (S, E,). Si definimos LIM (x,) = u (f), entonces
LIM es un limite generalizado. En efecto, LIM es una aplicacién
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lineal de B(N, E) en E y se cumple LIM (x,) € co {x; : k € N} pues
para todo x' € E/ = E’, se tiene

<) %51 < B B) [<o )] < Sup (G #3] 1 ke Ny

y por tanto f(s)eco {x,:keN}.

Por otra parte, si (%), () son dos sucesiones de B (N, E) tales
que x, = y, para todo £ > # y f, g son las funciones asociadas a ellas
por el proceso anterior, se tiene:

f6) =S als B+ Nals b

k=1 k>n
g (s) :k:u(s k) v —{—kuoc( , k) %,
FEntonces
v (f) = L plog %] + p [L” o (s, k) %] = EIHO (ote) % +
ulX« Skxk]—u[E R m) = u(g),

k>n

donde yg es la media invariante a la izquierda sobre B (S) inducida
por u, segun la proposicién 5 (b). En virtud de [10], Cap. IV, Teo-
rema 27, resulta que E es semi-reflexivo.

A continuacién daremos algunas condiciones suficientes para que
un semigrupo verifique la propiedad A.

17. PROPOSICION. St existe uma funcion @ € B (S) estrictamente
positiva y casi-convergente a 0, entonces S posee la propiedad A.

DEMOSTRACION. Sea M > Sup {@(s) :seSyy p(s)=1—M-1D(s).
FEntonces 0 < ¢ (s) <1 para todo s€S y ¢ es casi convergente
a 1. Si se define

a(s, k) =@ () —@ () =@ ()1 — ()]
es claro que « verifica 4 1 y 4 2. Por otro lado
to () < po(l —¢) =0

para toda media invariante a la izquierda, y, sobre B (S). Por tanto
o verifica la propiedad A4 3.
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18.  CorOLARIO. Si existe un homomorfismo @ de S en el semi-
grupo multiplicativo (0,1), entonces S verifica la propiedad A.
DEMOSTRACION. Sea se€S y @ (s) = o. Para todo £e S se tiene

D) =D (st) =D (s) D(t) = 0D (1).
Entonces

0 < po(P) = o (D) = oo (),

para toda media invariante a la izquierda, to, sobre B (S). Como
0 <p <1, de lo anterior se deduce que p,(®) = 0. El corolario re-
sulta de la proposicién 17.

19. CoroLARIO. Sea S un semigrupo tal que

N :'—'ﬁsk

k=1

en donde las funciones caracteristicas y, de cada S, son casi-convergen-
tes a 0. Entonces S verifica la propiedad A.

DEMOSTRACION. Definamos

8

P (s) = 2 27F i (s).

k=1
La serie converge uniformemente en S. Ademés 0 < @ (s) < 1, para
todo s€S. Si yy es una media invariante a la izquierda sobre B (S),
de la convergencia uniforme de esta serie resulta que

to (D) = lim po g:l 27* ) = 0.

El corolario resulta de la proposicién 17.
Diremos que un semigrupo S es transitivo a la tzquierda si para
cada par de elementos s, ¢ de S, existe » € S tal que us =1¢ o ut=s.

20. COROLARIO. Sea S un semigrupo infinito numerable, transitivo
a la 1zquierda vy verificando la ley de cancelacion a la devecha. Entonces
S wverifica la propiedad A. En particular, todo grupo numerable veri-
fica la propiedad A.

DEMOSTRACION. Sea S = {sy, 53, ...} ¥ 6, la funcién caracteristica
de s;. Dados s; v 5;, existe # € S tal que us; = s;. Por verificar S la
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ley de cancelacién a la derecha, ut #s; si ¢ # s;. Por tanto
«0;= 0;. Si po es una media invariante a la izquierda sobre B (S),
se tiene

Mo (67) = Mo (u Oz) = Mo (61)

Si fuese pg(0;) = « > 0, entonces seria uy(l) = 1 > na para todo
#n € N, lo que es absurdo. Por tanto yg (§;) = 0 para todo ¢ € N. Como

S = Cl {si}, se verifican las hipétesis del corolario 19.
r=1 .

21. Cororario. Si G es un grupo topoldgico localmente compacto,
no compacto, y o-compacto, entonces G verifica la propiedad A.

DEMOSTRACION. Se puede poner

G-=(0 K,

k=1

donde los K, son compactos. Bastard ver que la funcién caracteris-
tica de todo conjunto compacto es casi-convergente a 0, y aplicar
el corolario 19. Sea V un entorno compacto de la unidad eeG.
Entonces existe una sucesién de puntos (a,) en G tal que para n £ m
se tiene 4,V na,, V =@ (véase [4], pag. 195). Si yy es una media
invariante a la izquierda sobre B (G), se tiene pg (Xa,v) = to (2v), ¥
repitiendo el razonamiento del corolario 20 resulta que uq(xy) = 0.
Si Kc G es un compacto arbitrario, existe un ntimero finito de
puntos by, ..., b, € G tales que

KeUbV.
i=1

n

Entonces yx < X x5v, luego
i=1
"

po () < ‘_glllo (bv) == 1 po (3v) == 0.

~ 22. PROPOSICION. Sea G un grupo y H un subgrupo normal de G.
St G[H verifica la propiedad A, entonces G verifica la propiedad A.

DEMOSTRACION. Sea

« G/H X N >R
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verificando 41, A2 y A3, y sea 9 :G - G|/H el hommorfismo
canénico. Definamos

B:GXN-=>R

asi: B(s, k) = a(p(s), k). Es claro que B verifica A1 y A 2. Sea
keN 'y py una media invariante a la izquierda sobre B (G). La apli-
cacién f - ug(fop) de B(G/H) en R es una media invariante a la
izquierda (véase 4.4) y por tanto

#o (o @) = po (Br) = 0,
lo que prueba 4 3.

23. Cororario. Todo grupo abeliano infinito verifica la pro-
piedad A.

DEMOSTRACION. G contiene un subgrupo H tal que G/H es in-
finito numerable (véase [4], pag. 227). Por el corolario 20, G [H posee
la propiedad 4. El resultado se deduce de la proposiciéon 22.

24. PROPOSICION. Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Si H
verifica la propiedad A, entonces G verifica la propiedad A.

DEMOSTRACION. Sea o : H X N - R una aplicacién con las
propiedades A1, A2 y 4 3. Sea (g)ics €G tal que Y Hg, =G y
Aea

gv ¢ Hg; para 1’ # A Puesto que para cada geG existe Aed
y ke H (dnicos) tales que g = hg,, definimos

7(g k) = a(h k).

Es claro que & : G X N > R verifica A 1y A4 2. Si u es una media
invariante a la izquierda sobre B (G), sea uy la media invariante a la
izquierda sobre B (H) inducida por u mediante la férmula

ey (f) =ﬂ(]?),

donde 76 B (G) es la funcién asociada a fe B (H) mediante la re-

lacién f(g) = f(h), cuando g = hg, (véase [4], pag. 234). Entonces
pu (o) = p (%) = 0, para cada % e N, y esto prueba que ¥ verifica 4 3.

25. TrOREMA. Sea E un espacio vectorial localmente convexo, U la
familia de los entornos simétricos de O de E para la topologia débil y S
un semigrupo tal que existe una aplicacion ¥ : S — U que cumple.
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25.1 Paratodo V € U existe s € S tal que W (st)c V, paratodote S.
Entonces una condicin necesaria y suficiente para que exista una me-
dia imvariante a la izquierda, u, sobve B (S, E) es que E sea semi-
reflexivo.

DEmOsTRACION. La suficiencia resulta del corolario 8. Para pro-
bar la necesidad, demostraremos que E es débilmente casi-completo.
Para ello, bastard demostrar que toda red de Cauchy (para la topolo-
gla débil) acotada, (y) con indices en el conjunto dirigido U, es con-
vergente (Véase [6], pag. 33). En efecto, sea f () = Yo, ¥ = u(f).
Probaremos que lim y;, = y en la topologia débil. Sea U un entorno
de 0 en E para dicha topologia, y V un entorno de 0 equilibrado,
convexo y cerrado, contenido en U. Por ser (y,) de Cauchy, existe
VoeU tal que si Vi, V, c V,, entonces Yv, — Y, €V. Por 25.1,
existe s € S tal que ¥ (s#) € Vy, para todo ¢ e S. Entonces si W Vo
se tiene

yW'—y:’yW'—;u(f)=yW—:u’(sf)=‘u(yW—sf)EVCUr
por ser V cerrado y convexo y verificarse

Yw —J@O) =yw —YpmeV, viteS.

26. EJEMPLOS.

1. — Sea S el semigrupo multiplicativo de un anillo A. Cualquiera
que sea el espacio localmente convexo E, la aplicacién

: B(S,E) > E

definida por d (f) = f(0) para todo fe B(S, E), es una media in-
variante sobre B (S, E). En virtud del teorema 16, S no verifica la
propiedad 4. Se puede comprobar también directamente, puesto que
toda funcién ¢ € B (S) casi-convergente a 0 debe verificar ®(0) =0,
y por tanto no existe ninguna aplicacién « : S X N - R verificando
A2y A3.

2 — El ejemplo anterior muestra que existen semigrupos conmu-
tativos infinitos que no poseen la propiedad 4, y por tanto que no
se puede extender el resultado del corolario 23 a semigrupos.

3. — Para medias reales se sabe que si S es un semigrupo, unién
directa de una familia de subsemigrupos (T,), la existencia de una
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media invariante a la izquierda sobre cada B (7,) implica la existen-
cia de una media invariante a la izquierda sobre B (S). Este resul-
tado no es cierto en general para medias con valores en un espacio
localmente convexo. En efecto, sea S un grupo abeliano infinito de
torsién. Entonces S en unién directa de subgrupos finitos (nétese
que todo conjunto finito de S engendra un subgrupo finito). Si E
no es semi-reflexivo y es casicompleto para la topologia de Mackey,
no existe ninguna media invariante a la izquierda sobre B (S, E), en
virtud del corolario 23 y del teorema 16. Sin embargo, el ejemplo
3 (a) prueba que existen medias invariantes a la izquierda sobre
B (H, E) para todo subgrupo finito, H, de S.

4. — Si S es un semigrupo conmutativo se puede dirigir por la
relacién

s; € s, siysolosiexiste teS tal que s3¢=s;.

Entonces la existencia de una red acotada de niimeros reales estric-
tamente positivos, («) con indices en S, convergente a 0, implica
que S verifica la propiedad A. En efecto, es facil ver que la funcién
@ (s) = a, es casi-convergente a 0, y basta tener en cuenta la propo-
sicién 17. '

Obsérvese que si S es un grupo conmutativo, el orden introducido
anteriormente es el trivial: s < ¢ para todo par s, ¢ de elementos
de S; evidentemente, no existe entonces ninguna red que cumpla las
condiciones anteriores.

5. — Sea S el semigrupo multiplicativo de los ntimeros racionales
diadicos de (0,1). Si E es un espacio localmente convexo cuya topo-
logia débil es metrizable, existe una base (V),s de entornos simé-
tricos de 0 en la topologia débil tal que s < ¢ implica ¥V, c V, (véa-
se [4], pag. 68). Entonces, si se define ¥ (s) = V,, es claro que se
cumplen las hipétesis del teorema 25. Por tanto el teorema 25 da
una caracterizacién de la semi-reflexividad para este tipo de espacios
sin utilizar ninguna hipétesis de completitud.

Observemos que hasta ahora todos los subespacios X de B (S, E)
que hemos considerado, estaban constituidos por todas las funciones
cuya imagen pertenecia a una cierta familia de acotados del espa-
cio E. Sea entonces B una familia de conjuntos acotados de E que
verifica

i) Si By, B,€B, existe B3eB tal que B; + B c Bs.
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ii) Todo BeB es cerrado, convexo y equilibrado.

Comio consecuencia de i) y ii) se deduce que para todo BeB y
para todo 1€R existe un B’ € B tal que 1B c B’. Entonces el con.
junto Xy formado por las funciones f€B(S, E) tales que f(S) est4
contenido en algin B e B, es un subespacio vectorial invariante de
B (S, E).

Seguidamente nos ocupamos del problema de la caracterizacién
de las familias de acotados B para las que existe una media invariante
a la izquierda sobre Xj.

Si B es un conjunto acotado, convexo v equilibrado de E, sea
Ep el subespacio vectorial de E engendrado por B, dotado de la to-
pologia definida por el funcional de Minkowski, que es una norma
sobre Ep. Se dice que B es completante, si Ey es un espacio de
Banach. Se sabe que la topologia del espacio normado Eg es mis
fina que la inducida por E. Para resolver el problema que nos he-
mos planteado, vamos a estudiar la relacién entre las medias sobre
X3 y sobre cada B (S, Ep) (B € B). Para ello necesitaremos el siguien-
te resultado previo:

27. PROPOSICION. Sea F un subespacio vectorial de E, dotado
de una topologia localmente convexa mds Jina que la inducida por E, y
tal que F posee un sistema fundamental de acotados convexos, cerrados
en E. Sea X um subespacio vectorial de B (S, F) que contiene a
Xon B (S, F), y X el mismo congunto X comsiderado como subespacio

de B (S, E). Entonces u es una media sobre X si y solo si es una media
sobre Xi. (5)

DEMOSTRACION. Puesto que para-cada fe X, la adherencia de
co[f(S)] en F estd contenida en la adherencia de co [f(S)] en E, es
evidente que toda media u sobre X también es una media sobre X;.

Reciprocamente, sea u una media sobre X 1- Existe una media g,
sobre B (S) tal que u (a(s)x) = #o («) x para todo e e B(S) y todo
% € F (véase la demostracién de la proposicién 5 (b)). Para cada fe X
definimos » (f) € I'"* por

&), 2> =mlf, %), vxeF.

Bastard probar que »(f) = u(f) € F, puesto que entonces, como
consecuencia de la definicién de v, se deducira que u(f) pertenece

(5) Como la inclusién de F en E es continua, todo acotado de F es un
acotado en E, y por tanto X se puede considerar como subconjunto de B (S, E).
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a la envoltura convexa cerrada (en IF) de f(S), es decir, que u es una
media sobre X.
Procediendo de modo anélogo a como se hizo en la demostracién

del lema 10, se prueba que Xon X; 2 TB(S, E)n X;, y como
consecuencia de ésto, razonando como en el teorema 12, se prueba
que se verifica

u(f), 2"y =mwdf, %), vfeX1 v va' eE.

Para cada y’ € E’, su restriccién a F (que denotaremos también por
y') pertenece a I’, luego se tiene;

(), Yy =wlf,y) =Lunf),y), vy eE,

y por tanto v (f) = u(f) € E. Como f(S) es acotado en F, por hipé-
tesis existe un acotado convexo B ¢ F, cerrado en E, tal que
f(S) € B. Entonces '

u(f) eco [f(S)]c B (adherencia en E),
luego u(f) e F.

28. Cororario. Si F es un subespacio vectorial cervado de E y
es una media sobve B (S, E), su restriccion a B (S, F) es una media
sobre este espacio.

DEMOSTRACION. Resulta inmediatamente de la proposicién 27.

29. CoroLariO. Sea B un subconjumto de E, acotado, convexo,
cerrado y equilibrado, y X = {fe B (S, E) : f(S) es acotado en Epg}.
Entonces p es una media sobre el subespacio X de B (S, E) si y solo
st es una media sobre B (S, Ep).

DEMOSTRACION. Notese que se tiene la igualdad conjuntista
X = B(S, Ep),
y se cumplen las hipétesis de la proposicién 27 con F = Ep.

30. PROPOSICION. Sea B c E un conjunto acotado, conmvexo Yy
equilibrado. Entonces Eg es un espacio de Bamach reflexivo si y solo
st B es o (E, E’)-compacto.
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DEmOSTRACION. Si B es ¢ (E, E')-compacto, es o (E, E’)-completo.
Esto implica que E es un espacio de Banach (Véase [5], pag. 207).
Sea S un semigrupo que verifique la propiedad 4 y

X = {feB(S,E):f(S) es acotado en Ey}.

Como X verifica las hipétesis de la proposicién 6, se deduce que existe
una media invariante a la izquierda sobre X. Como consecuencia
del corolario 29, se deduce que existe una media invariante a la iz-
quierda sobre B (S, Eg), y del teorema 16 resulta entonces que Ej
es reflexivo.

Reciprocamente, si E; es un espacio de Banach reflexivo la bola
unidad cerrada, B, de E; es compacta para la topologia débil
0 (Ep, (Ep)’). Como la inclusién de Eg en E es continua, también es

continua para las topologias débiles, y por tanto B es o (E, E')-
compacto.

31. TEOREMA. Sea B una familia de acotados de E que verifica
i) y ii), tal que cada B e B es completante (5). St S es un semigrupo
que verifica la propiedad A, una condicion necesaria y suficiente para
que exista una media invariante a la izquierda sobre Xy es que cada
espacio Eg (B € B) sea un espacio de Banach reflexivo.

DEMOSTRACION. Supongamos que para cada BeB, Ez es re-
flexivo. De la proposicién 30 se deduce que cada B e B es ¢ (E, E')-
compacto. De la definicién de X3 y de la propiedad ii) de la familia B
resulta que para todo fe X3, la envoltura convexa, cerrada y equi-
librada de f(S) es débilmente compacta. La existencia de una media
invariante a la izquierda sobre X3, resulta de la proposicién 6.

Reciprocamente, supongamos que existe una media invariante a
la izquierda u sobre X3. La restriccién de u al subespacio

X = {feXgp:f(S) es acotado en Ep}
es una media invariante a la izquierda sobre X. Como consecuencia
del corolario 29, dicha restriccién también es una media invariante
a la izquierda sobre B (S, Ez). Como E es completo, del teorema

16 resulta que E es semi-reflexivo, y por tanto reflexivo.

(6) FEsta condicién se cumple si, por ejemplo, E es casicompleto para la
topologia de Mackey (Véase [9], Cap. I, 1.6).

19 — Collectanea Mathematica
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32. OBSERVACION. De la proposicién 30 y el teorema 31 se
deduce que si B es una familia de acotados de E con las propieda-
des i) y ii) tal que cada B € B es completante, una condicién necesa-
ria y suficiente para que exista una media invariante a la izquierda
sobre X3 es que cada B € B sea o (E, E’)-compacto.

33. CoroLARIO. Una condicion mecesaria y suficiente para que E
sea semi-reflextvo es que para todo conjunto acotado, cerrado, comvexo
y equilibrado B de E, el espacio normado Eg sea reflexivo.

DeMOSTRACION. La familia B formada por todos los conjuntos
acotados, convexos, cerrados y equilibrados de E, es un sistema fun-
damental de conjuntos acotados de E. Entonces E es semi-refle-
Xivo si y solo si todo elemento B eB es o(E, E’)-compacto. Pero
en virtud de la proposicién 30, esto es equivalente a que E, sea un
espacio reflexivo para todo B eB.

§ 5. MEDIAS INVARIANTES SOBRE GRUPOS TOPOLOGICOS.

Sea G un grupo topolégico y E un espacio localmente convexo.
Designaremos por C, (G, E) (resp. C, (G)) el subespacio invariante de
B (G, E) (resp. B (G)) formado por las aplicaciones continuas acotadas
de G en I (resp. de G en R). Sea H el subespacio de C, (G, E) formado
por las aplicaciones cuya imagen estd contenida en un subespacio de
dimensién finita de E, es decir, Hy = Xy n C, (G, E). Entonces se
tiene una proposicién andloga a la 6, cambiando X, por Hyy B (G, E)
por C, (G, E). Si TC, (G, E) = TB (G, E)nC, (G, E), y G es normal,
se tiene que Hy = T C, (G, E), (7) y repitiendo el razonamiento del
teorema 12 se prueba que toda media sobre un subespacio X de
C. (G, E) que contenga a H,, cumple la propiedad 6.2.

Si G es un grupo compacto, y si E es casicompleto, siempre existe
una media invariante sobre C, (G, E) (véase ejemplo 3 (b)). Esto no
es cierto si se prescinde de la hipétesis de compacidad sobre G, ya
que se tiene:

34. PROPOSICION. Sea G un grupo localmente compacto, no com-
pacto y o-compacto, tal que existe una media invariante a la izquierda
sobre C,(G), y E un espacio localmente convexo casicompleto para la

(7) Basta proceder como en el lema 10, tomando como funciones oy una
particion continua de la unidad subordinada al recubrimiento abierto

{fLye+ V) : 1<k <m)
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topologia de Mackey. Una condicidn necesaria y suficiente para que

E sea semi-reflexivo es que exista una media invarviante a la 12quierda
sobre C, (G, E).

DEMOSTRACION. La necesidad resulta del corolario 8. Para de-
mostrar la suficiencia se procede de modo anilogo a como se hizo
en el corolario 21. Si (K,) es una sucesién expansiva de compactos

® -]
en G tal que | K, = G, sea f, una funcién continua con valores en
n=1

[0, 1], de soporte compacto, tal que £, (x) = 1, v x € K,,. Es facil ver
que para toda media invariante a la izquierda, ug, sobre C,(G) es
4o (f,) = 0 (la demostracién es analoga a la efectuada en el corolario
21 para probar que la funcién caracteristica de un compacto de G
es casi-convergente a 0). Si se define

D) =1 - X s 00,

es claro que @ es continua y que 0 < @(s) < 1, para todo seG.
Para toda media invariante a la izquierda, py, sobre C, (G) se verifica
que uo (P) = 1. Si ahora se define

o (s, k) = D (s)*~1 (1 — & (s))

y se razona como en la proposicién 16, lo tinico que hay que compro-
bar es que para toda sucesién acotada (x,) en E, la funcién

1) =S als b

es continua. En efecto, si sy G y V es un entorno compacto de s,
sea 7 = Sup {D(s) : se V} < 1. Si p pertenece a la familia de semi-
normas que define la topologia de Mackey de E, se tiene:

Dla(s, B)x) S M|D(s)k=1 (1 —D(s))| < Mr—1, yseV

donde M = Sup {p (x;) : & € N}. Entonces
Sp6ls Hu) < MEAL, yseV.
k=1 k=1

Esto prueba que la serie que define f converge, para la topologia
de Mackey, uniformemente en V. Como las funciones s — « (s, &) %,
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son continuas para esta topologia, resulta que f|, es continua en
V para la topologia de Mackey. Entonces f es continua en s, para
la topologia dada inicialmente en E.

35. DrrINICION. Una funcién fe C, (G, E) se dice que es débil-
mente casi-periddica si el conjunto {f, : s € G} es relativamente com-
pacto para la topologia débil de C, (G, E). i

Designaremos por W (G, E) (resp. W (G)) el conjunto de las
funciones de C, (G, E) (resp. C, (G)) que son débilmente casi-periédi-
cas. Es obvio que W (G, E) es un subespacio invariante de C, (G, E)
que contiene las funciones constantes. Se sabe ([3], pag. 38) que cuan-
do G es localmente compacto existe una tinica media invariante a la
izquierda sobre W (G) (aunque no existan medias invariantes sobre

C. (G)). Este resultado se generaliza parcialmente (sin asegurar la
unidad) para W (G, E):

36. ProprosSICION. Si G es localmente compacto y E es casicom-
pleto para la topologia de Mackey, existe una media invariante a la
1zquierda sobre W (G, E).

DEMOSTRACION. Sea e la unidad de G y 6,:C,(G, E) - E la
aplicacién lineal continua definida por 6, (f) = f(e). Como 8, es débil-
mente continua y 6,({f;:seG}) = f(G), resulta que para cada

funcién fe W (G, E), el conjunto f(G) es débilmente relativamente
compacto en E. Si x' € E’, la aplicacién

¢ G (G, E) >~ C(G)

definida por ¢, (f) = {f, '), es continua para las topologias dé-
biles de los dos espacios, y entonces ¢, [W (G, E)]c W (G), para
todo %' e E'.

Sea yo la tdnica media invariante a la izquierda sobre W (G). Para
cada fe W (G, E), sea u(f) € E’* definido por

p(f), %) =polf, &'y, v €E.

Por ser f(G) relativamente compacto para la topologia débil de E,
se prueba como en el corolario 7 que u(f) €e E y que u es una media
invariante a la izquierda.

37. OBSERVACION. Para cada x € E, la aplicacién lineal

¥,:G(G) > GG E)
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definida por ¥, () (s) = « (s) x es continua para las topologias débiles
de los dos espacios, por lo cual ¥, («) € W (G, E) para cada « € W (G).
Entonces si » es otra media invariante a la izquierda sobre W (G, E),
se tiene:

v (¥, («)) € co [a(S) x] = co («(S)) ,
luego si x # 0, existe un dnico ¥, («) € co (« (S)) tal que
v (Tx (OC)) = Yoz (o) %.

Como en la proposicién 6 se prueba que y,, es una media invarian-
te a la izquierda sobre W (G), y por tanto, en virtud de la unidad
de o, que w,, = ug para todo x € E — {0}. En consecuencia g y »
coinciden sobre el subespacio vectorial de C, (G, E) engendrado por
las funciones a(s)x con a € W(G) y x € E. Si este subespacio fuese
denso en W (G, E), se podria probar la férmula 6.2 para funciones
feW (G, E), y entonces se deduciria que y = » sobre W (G, E).

§ 6. EIL ESPACIO DE LAS MEDIAS.

Igual que en los parrafos anteriores, S designari un semigrupo
y E un espacio localmente convexo. En todo este parrafo, X desig-
nard un subespacio de B (S, E) que contenga a Xj. Si 7 es una topo-
logia localmente convexa sobre E compatible con la dualidad (E, E’),
designaremos por X5 al espacio X dotado de la topologia inducida
por la topologia T* sobre B (S, E) asociada a T, y por E, el espacio
E dotado de la topologia T. Entonces L (X,, E,) designara el espacio
vectorial de las aplicaciones lineales continuas de Xy en Eg, dotado
de la topologia de la convergencia simple, y M (X,) el subconjunto
de L (X,, E,) formado por todas las medias sobre X, dotado de la
topologia relativa. En particular, cuando E = R, escribiremos sim-
plemente M en lugar de M (B (S)). Nétese que en este caso la topolo-
gia de M es precisamente la inducida por la topologia débil de B (S)’.
Cuando T sea la topologia dada inicialmente en E, omitiremos el
subindice T en todos los espacios que se acaban de definir, escribien-
do més brevemente L (X, E), M (X), etc.

Una media p sobre X diremos que es una media finita si exis-
ten nimeros reales positivos oy, «y, ..., «, v elementos sy, ..., s, de S

tales que Y o; = 1y u(f) = Y, f(s;), para todo f e X. Designaremos
iz1 is1
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por X (X,) (resp. Z2) el conjunto de las medias finitas sobre X (resp.
B (S)) con la topologia inducida por M (X,) (resp. M). Se sabe que
M es un conjunto convexo y débilmente compacto de B (S)’, y que

2 = M. Para medias con valores vectoriales, se tiene:

38. PROPOSICION. M (X) es um subconjumto cerrado, comvexo y
equicontinuo de L (X, E). Si E es casicompleto, entonces M (X) es
completo.

DEMOSTRACION. Sea (4;) una red de medias sobre X que con-
verge a u € L (X, E). Entonces lim pu,(f) = u(f) para todo fe X,

y por tanto u(f) € co (f(S)). Esto prueba que x es una media so-
bre X y por tanto M (X) es cerrado.

Sea ahora U un entorno de 0 en E, que contendrd un conjunto
de la forma (xeE :p(x) < &, donde ¢ > 0 y p pertenece a la
familia filtrante de seminormas que define la topologia de E. Sea
V= 1{feX:p*(f) < &. Para cada u e M(X) se tiene:

pe() <p*(f)<e vfeV

(véase observacién 2 (a)), es decir, se cumple que u (V) ¢ U para
toda media u sobre X, y esto prueba que M (X) es equicontinuo.

Que M (X) es convexo es inmediato, y el dltimo resultado se
deduce de lo que se acaba de probar y de [9], Cap. III, 4.4.

39. OBSERVACION. Si se considera en E otra topologia local-
mente convexa v compatible con la dualidad (E, E’), sabemos que
el conjunto M (X,) coincide con 7 (X) (ver observacién 2 (b)) y
entonces la proposicién anterior también se verifica para M (X,).

Como corisecuencia de la proposicién 5 (b) y del teorema 12, se
puede establecer una aplicacién @ : M (X) — M, poniendo @ (u) = uy,
donde g es la tinica media sobre B (S) que cumple

w(f), %) = mlfi %), vfeX y x'eE.
De la definicién, resulta inmediatamente que @ es inyectiva.

40. PROPOSICION. Sea v uma topologia localmente conmvexa so-
bre E, compatible con la dualidad (E, E'). Entonces la aplicacion
D:M(X,) >~M es continua.
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DEMOSTRACION. Sea (y;) una red de medias sobre X, conver-
gente a u € M (X,) en la topologia de este espacio. Entonces para cada
JfeX setiene lim y, (f) = u(f) (en la topologia 7). Sea ¢ una funcién

de B(S) y x€E, " eE’ tales que (x, 1"y = 1; designemos por g
la funcién s - ¢ (s) %, que cumple (g, ') = ¢.
Entonces se tiene

D (u;) (9) = D () (8, ') = {w; (g), %),

luego

li;n D () (p) = {p (8), "> = D (v) (¥)

y esto prueba que @ (u) = lim @ (4;) en la topologia de M, y por

tanto la continuidad de @ para esta topologia.

41. PROPOSICION. Si D es sobre, la aplicacion inversa @1 de M
en M (X,) es continua, donde o es la topologia débil de E.

DEMOSTRACION. Sea (u,,) una red de medias reales que converge
a pup en M. Entonces lim uy; (p) = uo (p) para cada @ e B(S). Si
i

w, =D 1(u,;) v u= D 1(ug), para todo fe X se verifica
fim (), #y = lim g Cfs ¥y = g CF, 2y = Cu (), 2,

cualquiera que sea %’ € E’, lo cual prueba que para todo feX la
red (u; (f)) converge a u(f) en la topologia débil de E.

42. CororArIO. Las siguientes propiedades son equivalentes :
42.1 @ es sobre.
42.2 M (X,) es compacto.

Ademds, cada una de ellas implica

42.3 (X, = M(X,).

DEMOSTRACION. Si @ es sobre, de las proposiciones 40 y 41 se
deduce que @ es un homeomorfismo entre M (X,) y M. Como M es
compacto, resulta que M (X,) también lo es. Reciprocamente, supon-
gamos que M (X,) es compacto, y sea ug € M. Entonces existe una
red (uy;) de medias reales finitas que converge a wo en M. Si
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Hoi (#) = X o ¢ (s;) para todo ¢ € B (S), entonces definimos u; € X (X,)
k=1

”

por u; (f) = X o, f(si). Por la hipétesis, existe una subred () de (u;)
k=1

convergente a una media ue M (X,). Sea entonces u,, = D (u,).
Como (u,,) es una subred de (x,;), se tiene también que Hm u,, = uo,
o

pero lim @ (u,) = @ (u) por ser continua @, luego D (u) = po, es

decir, @ es sobre.
Por dltimo, si suponemos que se verifica 42.1, por ser @ un ho-
meomorfismo, como consecuencia de que @ (X (X,)) = X se deduce:

(X)) =P(E(X,)) =2 =M=d(M(X,),

luego X' (X,) = M (X,).

43. Ejempro. Si E es casicompleto y X = TB (S, E), o si E
es semi-reflxivo y X = B (S, E), del corolario anterior y del coro-
lario 14 se deduce que M (X,) es compacto.

44. TEOREMA. Sea S unm semigrupo que es unién divecta de una
familia (S,) de subsemigrupos y E un espacio localmente comvexo. Sea
X un subespacio invariante a la izquierda de B (S, E), tal que M (X,)
es compacto, y X el subespacio de B (S,, E), formado por las restric-
ciones de las funciones de X a S,. Entonces, si existe una media in-
variante a la izquierda sobre cada X, existe también una media
imvariante a la izquierda sobre X.

DEMOSIRACION. Sea u, una media sobre X,, y Uy, la media
inducida por u, sobre B (S,). Se sabe ([4], pag. 232, teor. 17.6) que
entonces existe una media invariante a la izquierda, Mo, sobre B (S).
Por el corolario 42, existe una media y sobre X tal que D (u) = pp.
Es claro que p es invariante a la izquierda.

45. OBSERVACION. El ejemplo 26.3 prueba que el teorema 44
1o es cierto en general, si se prescinde de la hipétesis de compacidad.
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