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0. — Introduccion

En [1] Eckmann y Maumary dan una descripcién puramente
geométrica del grupo E(X) de los tipos simples de homotopia asocia-
do a un CW-complejo X. Esta descripcién utiliza en el fondo tnica-
mente consideraciones categoriales; ésto motivé que, independien-
temente, Siebenmann y Eckmann [2] hicieran un estudio estricta-
mente categorial del grupo E(X), partiendo de una categoria €y
una clase de morfismos cerrada X, sujetas a ciertas condiciones adi-
cionales: (a) las clases de isomorfia de objetos de & forman un con-
junto; b) si f, g X - Y son morfismos en &y existe un s: X’ - X,
se X, tal que fs = gs, entonces existen #,ve X con uf = vg; c) la
categoria & posee «pushoutsy).

Un isomorfismo %: Y — Z de la categoria de fracciones &(Z-1)
se llama simple si se puede poner como composicién de elementos
de X y de sus inversos. Entonces si X es un objeto de &, Eckmann
define A(X) como el conjunto de clases de morfismos f:X — Y de
&(Z-1) por la siguiente relacién: f: X >Y y g: X — Z son equiva-
lentes si existe un isomorfismo simple 2:Y — Z tal que g =4 /.
E(X) es entonces el subconjunto de 4(X) formado por los elementos
que admiten como representante un isomorfismo de Z(Z-1).

El resultado esencial de [2] es: «4 (resp. E) es un funtor de la
categoria & en la de los monoides (resp. grupos) abelianos, que fac-
toriza a través de G (Z-1)». :

En particular todo lo anterior se aplica a la categoria & de los
CW-complejos finitos e inclusiones celulares, tomando como X la
familia de todas las expansiones (es decir, la menor familia de in-
clusiones que contiene todas las expansiones elementales y sus inver-
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sos y es cerrada por composicién); (ver [1]). Entonces % (Z-1) es
equivalente a la categoria de los CW-complejos finitos y clases de
homotopia de aplicaciones celulares.

En el presente trabajo parto de este punto de vista categorial y
demuestro ‘que bajo hip6tesis adicionales para la: categorfa & (por
ejemplo, entre otras, que. & sea: una subcategoria de una categoria
< con productos), se puede asociar a & un anillo conmutativo con
unidad R(%") y una aplicacién @:0b € - R R(¥) que en cierto modo
es natural. En particular, en la situacién topolégica mencionada,
% es la categoria de los'C W—comple]os finitos e inclusiones celulares
(el hecho de que en & no existan productos es lo que motiva esen-
cialmente la introduccién de la categoria 7); resulta entonces que
R(%) es el anillo de los enteros (médulo un factor de caracter
trivial) y @ a51gna a cada C W comple]o finito su caracter1st1ca de
Euler.

" Las definiciones y resultados referentes a una categoria de frac-
c1ones pueden encontrarse en [3]

1. — La aplicacién @:0b € —~ R(Z)
Sea %ﬁna categorfa y X una familia de morfismos de & en las

condiciones de [2].

~ En todo este parrafo supondremos que & es una subcategoria
de una categon’a Ty que se Veriﬁcanj las siguientes condiciones:
a) Las clases de isomorffa de ob]etos de < forman un con]unto

b) 9 posee un ob]eto final 0
c) X posee productos ﬁm.tos,
d) si seZ.yXeb_Ob_ 2, entonces s X IVXEI'Z',_ _
'ej v-é.i_féMor'.(g_,_entpnées f >< 1x € Mor ‘€ para todo X e Ob%

f) para todo YeOb & el funtor producto carte51ano por Y conmuta
"~ con la formac1on de «pushouts» o ' Tt

g) ,@ (2-1) éxiste y es una categona equlvalente a %(Z“ ) et par-
“ticular Ob &= 0b . L L e
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Construimos en' primer lugar un anillo R(%’) de la siguiente
manera:
Sea F(S) el grupo abeliano libre sobre el conjunto de clases

de isomorfia de objetos de &, y S(%) el subgrupo de F(ZJ) en-
gendrado por los elementos de la forma "

T+ V —U—0, donde
h
Ir— s U
.gl g | *)
0O ——V

es un «pushouty en & . (T, ... indica la clase de isomortfa de T,..).
F(Z) puede dotarse de una estructura de anillo conmutativo
con unidad mediante el producto X - Y =X X Y.

1.1. Lema. S(Z°) es un ideal del anillo F().

"En efecto, sea We F(D)y T+ V —U—0eS(%). En virtud
de las hipétesis e) y {)

Box 1 hx 1
Y VX W Txw—"y U
o —

son sendos «pushouts» en %, de donde resulta

OxX W w

X

1

Y Y
0O ——» D

TXWA+TXW—UXW—0x WeS(&),
es decir (T +V — U — 0). We S(C).

1.2. Definicion. R(%) = F(Z2)|S(¥), que es un anillo conmuta-
tivo y con elemento unidad. . S S

1.3. Definicién. @: Ob & — R(g) es la aphcacmn que asigna a
cada objeto X de & la clase de X en R(%).
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1.4."Proposicién. Se verifican las siguientes propiedades:
(i) Si X es isomorfo-a ¥ en &7, entonces &(X) = D(Y).
(ii) En todo «pushout» como (*) se"giene ' |

P(T) + O(V) = &(U) + 9(0)
(iii) (X X Y) = O(X). D(Y).

1.5. Nota. La definicién de S(€”), y por tanto la de R(Z), estd suge-
rida por la definicién del grupo de Grothendieck de haces sobre un
espacio (véase [4]), haciendo abstraccién a una categoria arbitraria
y reemplazando las sucesiones exactas de haces por «pushoutsy.

2. — Interpretacion topoldgica

Sea & la categoria de los'C W-complejos-finitos e inclusiones ce-
lulares y 7 la de los CW-complejos finitos y aplicaciones celulares.

‘Designemos por B* la bola unidad en R*, por $*~1 su borde divi-
dido en dos hemisferios B’ y B*™' que se cortan en S*—2. Conside-
ramos B" dotado de la siguiente estructura de C W-complejo: el
k-ésimo esqueleto de B” es: 0 para b < n — 2, S*—1 para R =mn — 1,
B* para k > n.

Dado un CW-complejo finito X consideremos el C W-complejo Y
obteniendo uniendo a X dos celdas ¢!, ¢ de manera que exista
una aplicacién ¢: B* — Y tal que: a) p(B* 1) c X*1, b) p(S*?) c
C X" ¢) ¢lint B* es un. homeomorﬁsmo sobre e” d) @lintBr—1
es un homeomorﬁsmo sobre ¢ 1. : -

Entonces la inclusién ¢: X - Y, que es una equivalencia homo-
tépica, se llama una expansién elemental (véase [1]).

Designemos por X' la clase de morfismos de & formada por to-
das las expansiones (es decir, composiciones de expansiones elemen-
tales y sus 1nversos) Entonces las categorias de fracciones & (Z-1 )
y 2 (Z-1) son equivalentes a la categorfa’ homotoplca D de
los CW-complejos finitos (véase [2]). : S

2.1. Lema. Las categorias € y <y la familia de morﬁsmos PR Ve-
rifican las condiciones exigidas en '1. -
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Todas las condiciones resultan facilmente de resultados conoci-
dos sobre CW-complejos finitos. Obsérvese que la categoria & mno
posee siempre «pushoutsy; de hecho el «pushout» de dos inclusiones
debe tomarse en &7, pero estd en & . Esta pequefia complicacién
no afecta para nada al argumento general.

Podemos por tanto considerar el anillo R(%’) y la aplicacién @:
Ob & — R(%’) definidos en 1. Vamos a demostrar que, médulo
un cierto ideal I, R(%’) es el anillo z de los enteros y la aplicacién
®: Ob ¥ >R (%) = R(#)/I inducida por & asocia a cada CW-
complejo finito su caracteristica de Euler.

En primer lugar definimos I, y por tanto R(%), y demostramos
que es natural pasar al cociente R(%)/I.

2.2. Definicion. I es el ideal de R (%) engendrado por los elementos
D(B!) — D(0), D(S°) — 2 PD(0).

La siguiente proposicién justifica en cierto modo la definicién del
anillo R(&).

2.3. Proposicion. Se verifican las siguientes relaciones

~

(i) : D(B*) = ®(0) para todo ,
(if) B(s") — , 2 @(0) para » .par

(0] para # impar.
Demostracién:

Procedemos por induccién sobre #.
Para » = 1 la proposicién es trivial por la construccién de R(%).
Supongamos que las relaciones (i), (ii) valen para todo & < n.

(i) Consideremos el «pushout»

B*x BluOx Bl——» B* x B!
v Y
0 —» Bnt!

Entonces, por 1.4, se tiene

~

&(B*+1) + &(B* X B'u0 x BY) =®&(B"x B!) + &(0),
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y también
B(B x BY) — &(B") - B(BY);
pero por vconstruccién 5(3” x By 0 >< BY) = 5(0).
Aéi- ﬁues |
&(B*+!) = B(B) - 5( )+ B(0) — B(0) - 30).
(ii)  Consideremos el «pushout»

S” — > Bnrt!

Lo

0 — 5 Snt+1
Entonces, por 1.4 y la hipétesis de induccién, se tiene

B(S"+1) = B(B+1) + B(0) — B(S) = 28(0) — B(S") =

25(0) -2 5‘(0) =0 sin-+1esimpar
20(0) —0=2H(0) sin-+1es par.

2.4. Proposicién. El anillo R(Z) es isomorfo al anillo z de los ntime-
ros enteros.

Demostracién:

Puesto que todo CW-complejo finito X se puede obtener por

ad]uncmn de celdas, resulta, en virtud de la proposicién 2.3, _que

@(X) ha de ser un multiplo de &(0). Pongamos (3( X) = p(X 45(0)
Entonces la aplicacién,

R(E) —Z
Z?O(,; N(X,-) ———:ZI“iH(Xi)

i=1

es un isomorfismo. de anillos, como se prueba ficilmente,
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2.5. Teorema. Para todo CW-complejo finito X, u(X) es su caracte-
ristica de Euler.

Demostracién:
La aplicacién
u: Ob ©-—— 1
X —— p(X)
verifica las siguientes condiciones:

a) Si X es isomorfo a Y, entonces u(X) = u(Y),

¢) En un «pushout» como (*) de 1, se tiene

u(T) + pu(V) = uw(U).

Estas condiciones son suficientes, segiin C. Watts ([5] teorema 1),
para que la aplicacién p coincida con la caracteristica de Euler.
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