UNA CLASE DE GRUPOIDES: TRIBUS. INMERSION EN UNA
TRIBU
. pot
Barrasar R.-SALINAS

Sea {Gi|AeA} una familia no vacia de grupos disjuntos tales
que para cada A ¢4 existe un isomorfismo g; de G; sobre un grupo
G, independiente de 1. Entonces se puede definir en .

H=Ug¢,
i

una ley de composicién interna poniendo
ab=c ‘
para todo par (a, b) de elementos de H, aeGiy beG, ({4, uyc4a),
si y sélo si ceG, y : . :
01 (a)a, (b) = a, (c).

Es evidente que con la multiplicacién asi definida, H es un gru-
poide asociativo: .
(A) (ab)c = a(bc) (V{a, b, ¢} € H),
y cada G; es un subgrupo de H.

DEFINICION. Un grupoide asociativo H en donde se pueda defi-

nir la multiplicacion a partir de una familia (G| Aed} # D de sub-
grupos disjuntos e isomorfos de H en la forma precedente se dice una

tribu (1).
TeorEMA 1. Toda tribu H posee las siguientes propiedades :
P,. Existe al menos un ec H tal que

(0) ea=a
para todo aeH.

1) De acuerdo con esta definicién se debe llamar tribu opuesta al gru-
poide opuesto de una tribu.
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El conjunto de estos elementos ¢ & serd designado por E. En-
tonces se puede expresar abreviadamentc Py csevibiendo : E #=
Py. Para cada acH existe qf menos un par (@', ¢) e H s E tai que

(1) a'a=e,

P>. Para cada ge H existe al menos un par (@', ¢)e H X E tal que

(2) ad’ = e.

Ps3. Para todo par (a, b)

de elementos de H existe gl menos un xe H
que satisface

(3) ax = p,
/2

TEOREMA 2. En un grupoide asociqy
relaciones entre las propiedades P

1. Py implica Py y Ei.
2. P, implica P,

3. Py y Py implican P,
4. Py y Py implican Py,
5

wo H existen las siguientes

St H es finito, P, implica P,

DEMOSTRACION. —Como las relaciones | ¥ 3 son evidentes 1nos
limitaremos a probar las restantes,

Py =» Py. Como existe un aeH (s
trar dos elementos «’ y ¢ de H de ma
Para ¢ = 4’4, de donde se deduce

): Por P, se pueden encon-
Nera que gq’¢ g Yy cc'eE

F=daa)a = g'gq — ¢

b= (2)Vb=¢ (cc')b = ¢b

Para todo be g ¥, por consiguiente, a’q — cekE,

(PsAP ) =s P, Ty efecto, como por P, & ¢ py (# D) existe
tha solucién x¢ [ de cx = ¢, resulta

¢(xa) = ca
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para todo aeH y, por tanto,
xa=a (VYaecH)

en virtud de Py, ¥y xekE.
Si H es finito, Py implica P3. Basta tener presente que para cada
a€H,x —ax es una aplicacién univalente del conjunto finito H en si.
CorOLARIO 1. a) Pj y Py implican Py.
b) P4y Py implican Py.
¢) Si H es finito, Py tmplica Py.

La primera de estas relaciones se puede mejorar introduciendo

la propiedad :
Pt Para cada acH existe al menos un yeH que satisface

(0)* ya = a,
en la forma siguiente :
a) P;y P§ implican Py

En efecto, cualquiera que sea aeH, si xey son las soluciones de
cx = a e yc = ¢ (ceH) resulta

ya = (yo)x =cx =a (VaeH)

y, por consiguiente, yeE y E # . Entonces, segtin las relaciones
3 y 2, se sigue 1.

PrROPOSICION 1. Si H es un grupoide asociativo y
G={a|laeHAae = a}
donde ec E, se tiene e€G y para cada par (a, D) ¢ H X G resulta abeG.
DEMOSTRACION. En efecto, ee = e y (ab)e = a(be) = ab si (a, b)
eH ¥ G

PrOPOSICION 2. Si H es un grupoide asociativo que posee la pro-
piedad Py, para cada aeH existe un ee E tal que ae = a.

DemosTrRACION. Efectivamente, como en virtud de P; existe
un par (@', a”) de elementos de H tales que

¢ —aueE y a'a €k,
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resulta
a —_ (ana;) ad — a”(a’d} = ';--’.
y
ae = (a”e)e = a”¢? = q.

PROPOSICION 3. Si H 5 un grupoide asociativo y si

G'={alacHAae — a} (e'eE)

G” = {alacHAqe" — a} (e"eE),
la aplicacién o - 4 4o G en G”, definida por

an —t aaeu

bl
es un isomorfismo de G’ sobre G,

Ademds, si H posee Ia propiedad P, (o Py) y e #e¢”, vesulta
G: n Gu . @.

DEMOSTRACION. Desde luego la aplicacién @’ — g de G’ en G,
anteriormente definida, es biunfvoca puesto que :

a) Siae” =a” se tiene @’ =a' (') = a’e’ = a'.

b) Six =g s tiene x' e G’ y xe» — g (ee”) = a’e” = g,
Entonces 1a aplicacién @’ — g’ (@’ eG)

€S un isomorfismo de
G’ sobre G* porque si a” = g

Y b = pe (fa’, b CG’) resulta
a’h” = g (e7d’) e = (@'b’) e,
es decir, a’b’ — g7p".

Ademiés si H Posee P, v G'n G # (0 se deduce ¢’ — g

puesto
que, siendo
ge'= e’ (= g)
bara todo ¢ eG'n G (# Q), resulta
el . gll

en virtud de Py

TrorEma 3. Uy ripoide asociativo H es una yibu si posee lg
propiedad P, s
——

(*) En ung reciente Ccomunicacién presentada al XXVy Congreso Tuso-
Espan_ol Para el Progreso de Jag Ciencias, pr CALLE]A ha de g
grupoide asoeciati

: ; mostrado que un
Yo con la propiedad Py no es necesariame

nte un grupo. Los
teoremas | ¥ 3 completan “este resultado, Véase [3]. e



Una clase de grupoides: Tribus. Inmersién en una tribu 157

DEMOSTRACION. Sea
E={gl|ied}
con ¢; e, para AF p (A, wed) y
G, = {a|laeHAae; = a} (ZEA)..
Entonces, como por las proposiciones 2 y 3

7 =Ug,
i

y todo par de grupoides, G y G, (A5 p), son isomorfos y disjun-
tos (%), bastara probar que cada G; es un grupo. Efectivamente :

1. Siavy b son clementos de Gy, abe G, Se sigue de la propo-
sicidén 1.
II. Para todo aeG; se tiene eaa = a con e, € G;. Evidente.

III. Para todo a &G, existe al menos un a* e G, tal que a*a = .
En efecto, como por Py existe un par (a’, e)e H X E que satisface

a'a =ée,
para a* = a’'e;¢€ G, resulta

a*a = a’(e; a) = a’ (aey).

COROLARIO 2. En un grupoide asociativo H la propiedad Py 19
plica las restantes propiedades P (0<i<4).

CoRrOLARIO 3. Un grupoide asociativo H es una tribu si posee
una cualquiera de las propiedades :
1. Pa
2. P3 y PQ.
B4 P4 Yy P3.
4. P,y H es finito (*).
(]) Obsérvese que si ops €s el isomorfismo a —> Géu de Ga en Gp se tiene
Gyp (ab) = Opa (@) G (B)
para todo par (a, b) € Ga X Gu ¥ {Ap,vyCc A,
(¥ En 1959, D. Emilio Lopez Cali demostrd directamfaute, siguiendo
nuestras indicaciones, las dos tltimas partes de este corolario.
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Un grupoide asociativo con 1a propiedad P, no es nec‘eszla.rla'mente
una tribu, es mds, segtin vamos a probar en seguida, ni siquiera se
puede sumergir en una tribu si no cumnie ctertas condiciones.

PROPOSICION. 4 Todg triby H posee la propiedad :

Z Sia b d, X ¥, u, v, son elementos de H que verifican
ax = by
cx = dy

an = by,
se tiene

cit = dyp.

DEMOSTRACION. Como por P existe una solucién z Hde xz=u,
tendremos

bv = au = (ax); = b(yz),
de donde por P, resulta p — YZ ¥, por consiguiente,

v = (dy)z = c(xz) = cu.

dad Z(5).

DEMOSTRACION. Véase Marcev [1] pag. 687.

TEOREMA 4. Existen Semigrupos no inmersibles en ninguna triby.
DEMOSTRACION, Se deduc

€ como consecuencia de las proposi-
ciones 4 y 5,

Completamos este teorema asi :

TrorEMA 5. Tody semigrupo S Sumergido en una tyipy, H se
puede sumergiy en yn grupo isomorfo q un subgrupo He con ¢ ¢ E de H.

St ademds S tiene uy elemento neutyo (0 unidad) w, resujtq uekE
Y S estd contenido en subgrupo Hu de H ()
—

o)l semigry

PO es un grupoide asociativo tal que cada una de 1ag
€cuaciones

Gr =@y y xa = yq
implican 5 — 9.

& U tilizando g teorema 5 ge puede dar otrg demostracién del teorema 4.
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DEMOSTRACION. Como es obvio que paracadaceE, a —ac (¢€S)
es un homomorfismo de S en el subgrupo He de H, serd suficiente
probar que dicho homomorfismo es un isomorfismo. En efecto, si

ae = be
y {a, b} €5, tendremos
ax = (ae) x = (be) x = bx
para todo xe H y, por tanto,
4=
si tomamos x¢€S.

Si ademas S tiene un elemento neutro #, como existe al menos
un ee E que satisface ue = u, resulta

a = au = (au)e = aec He
para todo aeS y, por consiguiente, # = ¢y Sc Hu.

TrorEMA 6. Un grupoide asociativo H se puede sumergir en una
tribu H si posee las propiedades P,, Psy P, siendo:
Ps. Si a, b, x son elementos de H que satisfacen

ax = 0%,
se tiene
(5) ay = by
para todo yeH (7).
Ps. Para cada terna de elementos a, b, ¢ de H existe un par
(x, v)e H X H que satisface

(6) xac = ybe (8).

DEMOSTRACION, Pongamos a~ben H siy solo si existe un par
(¥, v)e H X H que verifica xa = yb. Entonces esta relacion « ~» es
de equivalencia puesto que:

1. a~a. Evidente.

2. Si a~b se sigue b~a. Evidente.

3. Sia~by b~c¢ se tiene a~c. En efecto, si

() Se ve facilmente que Z implica Pg.

() La semejanza de Pgconla condicién de inmersién de ORE es evidente.
Véase [2].
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xa=yb ({x, y} c H)
ub =vc ({u, v} c H.
como segiin Py existe un par (z, w)eH x H que satisface
zyb = wub,
tendremos
(zx)a = z(yb) = w(ub) = (wv)c,
es decir, a~c, .
De esto se deduce que H es una reunién |J K; de clases de equi-
€A
valencia del tipo :
K={x|a~x (aeH).
Entonces xae K si ge K ¥ para todo par (g, b) de elementos de
K existe otro (x, ¥)eK X K que verifica xq — ¥b, porque u (xa) =
= (ux)a para ueH vy s (%', ') e KX K existe un par (%", y"")eH x H
tal que

©(x'a) = y"(yp)
Y

xa = yh
Ul Z=xu'cK e y— Y'yeK.
Para cada una de lag clases K = K, (AeA) escribiremos

(a, a’) ~ (5, b

en K X K si y sélo s existe un par (*, eK x K que satisface

¥a=yby xqg = yb’.
De manera analoga que antes ge ve :
L. (e, @)~ (g, a’).

2. Si(a, @)~ (b, b) se sigue (b, b’) ~ (a, a’).

3. 8i (g @)~(b, b) y (6, )~ (e, ¢’) se tiene (@, a’)~ (e, '),

Por tanto, para todo par (@ a)eK % K.

s i, 7)) athesis, 2
€s una clase de equivalencia,

Sea G ¢l conjunto de todas las clases ¢ —

[, @’] con (@ @) e Kx K
dotado de la le

Y de composicién interna siguiente -
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Definimos la multiplicacién de los elementos a=I[a, aly b=
= [b, '] de G poniendo
ab = Txa, vb’]
si xa’ =9yb y {#, y}CcK.
Tista operacién estd bien definida, es decir, “ab es indeEendiente

del par (x, ) y de los representantes (e, @’) v (b, b’) de a y b, puesto
que :

a) Silos pares (x, ¥) v (%, v) de elementos de K satisfacen

xa' = yb y ua’ = vb
se tiene
[xva, yb'] = [ua, vb’].

En efecto, como se puede encontrar un par (, s) e K x K de forma que

Ix = su,
tendremos
(ty)b = (tx)a’ = (su)a’ = (sv)b

y, por consiguiente,
l(xa) = s(ua)

¥
tyb') = s(vb’)

en virtud de Ps. Luego
[xa, yb'] = [ua, vb'].
b) Si b==c resulta ab=ac. En efecto, siva’=yb y (%, ) eKxK es
ab = [xa, yb].

Por otra parte, como b=cy (*,y) e K XK, existen dos pares
(u, v) y (2, w) de elementos de K que satisfacen

ub = vec y ub' = v’

zy = .
De donde se deduce
(zx)a’ = (29)b = (wu)b = (wv)c
y, por tanto,

ac = [zxa, wuc’].
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Finalmente, ab — 75 puesto que
Z(xa) = zxa,

2(yb’) = wud’ — wuc’,
)Y
[xa, xa'] = [a, a’]
para todo par (g, ') de elementos de KyuzxeH.

¢) Sibd=7 resulta ba=ca
que en b),

Ley asociativa : (?zg}z = E(gc_)
te se pueden elegir los represent
=by b = ¢, resulta

Efectivamente, como evidentemen-
antes de @, b v ¢ de modo que @’ =

—— e

(ab)e = [a, ¢ = E(ba

Existencia qde elemento neutro :

a=qa; =g para todo a £ ;. Bas-
ta tomar ¢ — la, a] (= [a’, a]).

Existencia de elemento inverso : Para cada ge existe un be tal
que ab = ba ="¢. Basta tomar b = [, aj.

La aplicacion o : 4 - (%, xa] (ve K)

de K en G es yp 150morfis-
mo. En efecto,

(%, xa) = [y, ya]
Para todo ye K,

o(ab) = [, xab] = [x, xa] [xa, xab)

= 0 (a) o (b)
Yy sioa=g¢g (b) se tiene g — b puesto que de
[%, x%a] = [y, yi]

se deduce que existe un par (v, v)e K x K que verifica

UX =0y v yag — uyh

¥, por tanto, 4 — b en virtud de J2H
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Sea G, el grupo construido a partir de la clase de equivalencia
K, (AeA). Entonces, vamos a demostrar que para cada par (y,9") €
eK, x K, (ued) la correspondencia [a, '] —[b, '] de G, en G,
definida por

(6, b1 = [v, vyl [ay, a'y’] [vy’, ¥] (veK,)
= y(ay)~' (a’y’) (y")7!

es un isomorfismo o, de G; sobre G,, independiente de (v, ¥7), tal
que

Gaa (E) :E Y O (G.M (E)) = Oy (—ﬂ)
para todo a e G, Haremos esto en cuatro pasos :

1. Si [ay, @’1]=1[az, a’2] (€G2) se tiene [ay v, @’y v']=[a2y, @2 y].
En efecto, como

¥y =X 0y Y X @'y = %22
para un cierto par (¥, %2) e K; x K;, tesulta
%y (@ ) = %2 (a29) ¥ % (@) = %3 (@2 ')
y, por tanto,
[ayy, a'1y’] = [azy, a2y'].

2. (ay;) y1~'= (ay2) ¥2~! para todo par (y1, ¥2) de elementos de K,,.
Efectivamente, si [v, v'] = (ay)y;~!, tendremos

vayy = Z"':)"’l:
de donde por Ps resulta

VY, = VY2
=i

y, por consiguiente, [v, v'] = (ayz) v2

3. o (;i, Ez) = 01 (a_l) Oui (52). En efecto, si tomamos a’y = &
resulta
2 (@) =y (@y) @2y (veKy)
— y(ay ) @1y Yy (@) (@2 9) 7!

Ou

== Gy {—‘;l) Oui (&—2)
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4. oy (E) =ay Ty (041 (@) = 0, (c—z) para todo a2 ¢G,. To prirner(?
es inmediato y para probar lo segundo basta tener presente que si

b="Tb, b] = 0 (a) (aeGy)
y -— —_ —
c=le, cl=o0, @) @ €G,)
resulta

(@y)~" (@'y) = (by)~1 (by)
para todo ye K, y, por tanto,

si tomamos z = yw con wel,.
Finalmente, si en

definimos la multiplicacién de ge Gyy be Gu (4, weA) poniendo

——

ab =7¢
si y sélo si EEG# y

0y (a) Oou (bj = Oy (C_)

para todo veA (%), se deduce que H es una tribu que, como demos-

=[x, 24]€G; v b= [v, bl eG,, como existe un par (u, v) eR,x K,
que satisface

uxb = vb (v €K,
resulta

%t (2) 0 (0) = b(uxb)~1 (uxab)
= b(vb)—! (uxab)

=0~V (ywab) — [v, vab]
=Gy (;—)
buesto que por P; se tiene

uxab = yab,
Sdetn
(*

Por 4 es suficiente bara esto que ge verifique para alglin v 4,
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OBSERVACION. En general, un grupoide asociativo con las pro-
piedades P;, Psy Pg no sc pucde swmergiv en un grupo, pues, cual-
quier tribi posee dichas propiedades.

TeoremA 7. Sea H un grupoide asociativo con las propiedades
P4, Psy Pgy H la tribu anteriormente constriida: H o H. Entonces,
todo isomorfismo o de H en una tribu H* se puede prolongar de una
sola forma en un isomorfismo o de H en H*,

DEMOSTRACION. Comenzaremos probando que o (a) y o (D)
({a, b} € H) pertenecen a un mismo grupo G;* (AeA¥) de la fa-
milia que define H* si y s6lo si a~b. En efecto, si a ~ b existe un par
(¥, v) e H X H tal que xa = yb de donde se deduce

o(x)o(a) = a(y)o(b)

y, por tanto, que ¢ (a) y o(b) pertenecen a un mismo grupo G¥;,
constituyente de H*. Reciprocamente, si {o (@), o (b)} € G3*, como
por Pg existe un par (v, y) e X H que satisface

xac = ybe (ceH),

tendremos
o(xa)o(c) = olyb)olc)

Y
o(xa) = a(yb) y xa = yb: a ~b,

puesto que o (¥a) = o (¥) o (@) ¥ o (yb) = o (¥) o (b) pertenecen a Gi*.
A continuacién vamos a ver que

a=[a,a]>oc(@ lo@) (a~a),

% -

donde ¢ (a)~! es el elemento inverso de o (a): o (a) o (a)
=g (@)~} o (a) € E*, es un isomorfismo ¢ de H en H* que prolonga

a 0. Demostraremos esto en cuatro partes:
1. Si[a, a'] = [b, b'] se tiene
o(a)~1a(@)=c(d)" o)
Fn efecto, si
xa = yb y xa’ = yb'
para un par (x, y)e H X H, resulta
c(¥)ola) =a(y) o) y o a@) =0 o)
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¥, por consiguiente,
o (a)~! o(a) = o0} s ().

2. Sig (@) =% (6) se tiene a = p, Efectivamente, si
g(a)~!o(a) = a(0)~lo () (@~a'Ab~p),

9(@’) y o(b’) pertenecen 4 un mismo grupo G,* constituyente de H*,
de donde se deduce A~ ~b' ~h y

xa = yb

para un par (x, y) de elementos pertenecientes g 1a misma clase de
equivalencia K que a y b. Por tanto,

o (8™ & (x0') = o (y8)~1 g (yp),
0 (x') = o (yb),

xa' = yb’

[a, u'] = [b, b']

a = [a, @1eGyy b= [p, bleG, (4, weca).

Entonces, si 7 — &, se sigue inmediatamente la afirmacisn tomando
@’ =b 8} 7 i, teniendo en Cuenta esto y 3, resulta:

o (ab)

Il
al

Y (@y)=! (@y) y=1 =1 ) (y~b)
=0 (y) o (ay)-15 @y) & (y)~1 g (B)-1 o (b))
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Finalmente, si o es un isomorfismo de H en H* que prolonga a
o, se deduce

y, por consiguiente,
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