CRECIMIENTO DE UNA FUNCION ANALITICA EN UNA
BANDA DE ANCHURA NO CONSTANTE

por

BALTASAR R.-SALINAS

Fn este trabajo vamos a completar los resultados que hemos
obtenido en [6] estudiando el crecimiento de una funcién analitica
en una banda de anchura no constante. Asi los teoremas del 3 al 8
que damos aqui son, respectivamente, una generalizacion de los
teoremas 1, 2, 3, 4, 6 y 7 de [6].

NOTACIONES E HIPOTESIS GENERALES. — 1. Designamos por
az () 0 a (o) una funcion real continua y de variacion acotada en el
intervalo (og, + o). Entonces existe, evidentemente,

(A) lim a; (o) = ap # 4+ oo (lim a (o) = a # == oo).

c—> 4 0 o—> + 00

II. Si a(o) es una juncidn positiva denotamos por b (o) a la fun-
cidn real definida poniendo

(B) b((f)=fcﬂ—

0 @ (9)
para cada ¢ > a9 y b(e) =0 para o< oap.
II1. Silas funciones a1 (o) y ap (o) satisfacen ay (o) < az (o) para
¢ > og, designamos por Be, (a1 (o), az(0)] a la banda
B={s=0-11it]|aa (o) <t<may(s), 0 > oo}

cuando og # — oo y por Biaj (o), az(s)] cuando gg = — oo. En
todo este trabajo supondremos que By lay (0), az(0)] es una banda de
amplitud

(©) (ag — aj) @ >0

en el punto oo.
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IV. Sea B = B,,[a1(0), az(0)], entonces designamos por z(s) =
= x (s) + iy (s) la funcion continua en B que realiza la representacion
conforme de B sobre By = Bo[— 1/2, 1/2] de forma que z(o¢ +
+izay (00)) = (—1)*ni[2 para k=1, 2 v z(o0) = oo. De acuerdo
con esto denotamos por s(z) = o (2) +17(2) (2 € Bo) la funcién in-
versa de z(s) y ponemos

(D) ¥ (0) =min {x (¢ + i7) | ®way (o) < 7 < 7ay (o)},
(D) ¥ (0) = max {x (6 + i7) | may (o) < v < waz (o)},
(B) ¢ (¥) = min {o (¥ +iy) | ly| <=2},
(E) 5 (x) = max {o (x + 1) | [y| < 7/2}.

V. Designamos por H (c) vy S (o) dos funciones reales, no negativas
Yy no decrecientes de la variable real o.

Conviene que expongamos ahora algunas propiedades de las fun-
ciones z(s) v s(z), cuva demostracién omitimos por ser conocidas o
bien por poderse seguir la misma marcha que MANDELBROJT en [3'
para el caso de bandas simétricas respecto del eje real 7 = 0.

PROPIEDADES DE z (s) Y s (2). — I'.  Siendo ay y ay finitos, se tiene
(A" w:=sup {6 (x¥) —o(x) |x =0} # + o (1).

II'. Siendo ay (o) y ay (o) de variacion acotada en {gg, + o) ¥
az; — ay > 0, resulta
(B') x(s) = b (o) + 0(1)
para s = o it e B, B == B, [a (0), a2 ()] (2).

III'. Cualquiera que sea el nibmero to:0 < 79 < 1/2, s’ (2) tiende
hacia ay — ay cuando z —~ o en Bo[— 7o, To]. En particular,

(o9} lim ¢’ (%) = az — a1 (> 0) (3).
x—>+400
IV'. Si la derivada a; (o) existe para ¢ >og(k=1 0 k=2)
y satisface las condiciones

lay’ (@)l <4 vy (—=D*[ay (c+ h) —ay' (0)] > — A4h (h>0),

(1) Véase MANDELBROJT [3], (2.2.6) pag. 34.

(2) Véase DUFRESNOY [1] v Mme. LELONG-FERRAXD [2!. Para el caso
de bandas simétricas : [3], (2.2.I) pag. 32 v (2.2.1I) pdg. 34.

(3) [3, (2.2.III) pag. 37.
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donde A es una constante positiva, existe un nimero 6 > 0 tal que
para % (o) = x (¢ + inmay (o) resulta

(D) % (02) — % (01) > 6 (02 — 1)
para 0 < oy —o1 <1 y o1 =00 (4.

V'. Sea f(s) una funcién no idénticamente nula, acotada y anali-
tica en B = Bg,[ay (0), a2 (0)] vy continua en B. Entonces, si la deri-
vada ay' (o) existe para o > ag (kR = 1 0 k = 2) y existe una constante
positiva A tal que

lay’ ()] <A v (—1)*la) (c-+h)—ay (0)] > —Ah (h>0),

se tiene
4 0o

() J10g1f (0 + imay (o) @) do > — oo
oo

para

b= [ 25y al) =l - m @ .

Nos serd también 1util:

VI'. Si{Vyy V son las variaciones totales de a; (o) y de T (v 4 in)
(In] < @/2) en los intervalos [og, + o) y [0, + oo), 7espectivamente,
resulta

(F") V < max {V;, Vj}.
DEMOSTRACION. — Siendo o (#y) = 0 para |y| < =/2, podemos

prolongar la funcién arménica 7 (2) = Im s (z) en B[— 1/2, 1/2] po-
niendo 7 (2) = 7(—%) para Re z << 0. Entonces, como

1 (2) = Z [v(z + %) — ©(z + ®-))]
k=1

es una funcién sub-arménica y acotada en B[— 1/2, 1/2] por el
principio del méximo resulta

1 (2) < maxu (x + 7wi[2)

<2max {Vy, Va}  (zeBo[— 1/2, 1/2])

) (3% (2.3.0) pag. 42.
() 3% (2.3.]1) pag. 45.
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si tomamos %y < %1 < ... <%, Yy, por tanto,

2V <2 max {Vy, Vi),
o sea (F').

TEOREMA 1. — Sea f(s) una funcion analitica en la banda B =
By, [a1 (0), a2 (0)], continua en su clausura By tal que

(1.1) log [f(s)| < H (o) (6 = Res)
en B, y
(1.2) loglf ()] < —S(6) (0=Res)

sobre la curva s = ¢ + imay (0).
Si a (o) = ay (6) — ay (o) (@ > 0) satisface

+ oo

(1.3) H(o)e?®do < + oo
oo

y
+ oo

(1.4) | S(@) et @do = + o,
oo

resulta f(s) == 0.

DEMOSTRACION. — El teorema es cierto, segtin la observacion (1.1)
de [6], si a; (6) = conste. = a; (B = 1, 2). Sean a; (¢) ¥ a2 (o) no cons-
tantes, entonces tendremos que f* (z) = f (s (2)), H* (x) = H (¢ (¥) + o)
vy S* (x) = S (6 (¥) — w) gozan de las siguientes propiedades :

1. f*(2) es analitica en By = Bo[— 1/2, 1/2] y continua en By.

2. H*(v) y S*(x) son no negativas y no decrecientes para x
suficientemente grande puesto que ¢’ (x) - a > 0.

3. log |f* (2)] < H* (x) para z = x 4 1y € By.
4. log |f* (2)] < — S* (v) sobre z = x — w2 (x > 0).

.+ co + o0
5. fH* (x) e=*dx = IH(O' + o) et 0 dg < 4 oo, pues
o (x) -a>0.

+00 +oo
6. S*(x)e~*dx = | S(0c — w)e ?@"9*t0Wds = 4 oo, pues

o' (x) >a < 4 oo.

Por consiguiente, f*(z) :z0 y f(s) ::0.
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TEOREMA 2. — Sea f(s) una ffz.t_ncién analitica en la banda B =
= B, [a1 (0), a3 (0)], continua en By tal que

(2.1) log |f (s)| < H (o) (0 = Res)
en B.

Si
(2.2) lay @) <A vy & (o +h) —a (o) < 4 Al

para una constante A y k=10 k=2, y la funcion a (0) = a3 (o) —
— ay (o) (a > 0) satisface

+ oo
(2.3) [Ho)eb0ds < + o
3}
+ oo
(2.4) log |f (6 + tmay (0))] e ?@do = — oo,

resulta f(s) == 0.

DEMOSTRACION. — El teorema desde luego es cierto, segun el
lema 1 de [6], si a; (0) = conste. = a; (k= 1, 2). Sean a; (o) ¥ a2 (o)
no constantes, %g (6) = % (¢ - i7ma, (0)) v oo (¥) su funcién inversa.
Entonces, poniendo f* (2) = f(s (2)) v H* (v) = H (g0 (¥) + w), ten-

dremos
. . TT
f* (x — 1 5)

f(o -+ imay (o))

[ i ) — 10g

}g—b(ﬂo(’:)) dog (x) >

“0
+ o0
>[ #0108

}e‘”"’dc = 4+ co.

Ahora bien b (gp (x)) =2 + 0(1) ¥ |dag ()| < 6—1!|dx|, luego

+ oo -
f [H*(A)_log f*<'\’—‘l§) }6"'”dx=—}—oo
v
+o00 1 - i
& . " —x —
log|f (x 12>le dx ’
puesto que
+ oo

H* (x) e~ *dx << + oo.

Por tanto, /*¥(z2) =0 v f(s) = 0.
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LEMA 1. — Sea f(s) una funcion analitica en la banda By =
By [— 1/2, 1/2|, continua en By y tal que
(Aq) log | (s)| < H (o) (0 =Rey)
en By, y
(B1) log |/ (s)] = — S (o)

sobre s=a+ig(a>0).

Sean b (o) v b (0) = o + O (1) dos junciones crecientes y deriva-
bles en [0, + oo) que verifiquen

b’ (o)
St
+ oo
(Dy) H(o)e?9do < + o
Yo
y
-+ oo
(Eq) | S(e)eteids = + oo,
0
resulta
+ oo
(I1) log |f (6 + it (0))| e 9 do = — oo
Yo

sobre cada curva t = 7 (0) con |t (o) < 19 < 7/2.
DEMOSTRACION. — La funcién
(G1) w(z) = log | (log (z +4/22 + 1))| — H (0)
(log ( + 4/22 + 1) € By)

es sub-arménica en Re z > 0 y satisface las condiciones siguientes :

1. u(z) <H*(r)=H(log(2r + 1)) para Re 2>0 y 7» = |2].

2. u(z) < -— S’< (r) = — S(logt (2r — 1)) para z =dr y » > 1,
(@) < —S*() =0 para z=1ir y < 1.

3. H*(r) y S*(r) son funciones no negativas y no decrecientes

H* (7)
2

+ oo
ebleN gy < 4+ ooy f dr < + oo.
1

———Le7bloBn gy = | oo,
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Por tanto de igual forma que en el lema 2 de [6] resulta

1,2) u(7)<_lf+°°—x—s* ) dt
’ = mdy X2 4 (y —t)? ( -
1 [t x )
20, ey v R
Tuego, si
4+ 0o s,
S* (¢)
7Sy
se deduce % (2) :: — oo y f(s) = 0. Sea
+oo Qi
3) [ .Stz(‘) A £ + oo,

1
entonces para 0 () = 7 (log 7) se verifica

+o0 4
\ f ﬂ:_le_") e—bllogn) gy <
1

1t O cos 6 (r) e—bllogn)
= —Efos ® dtjl 72 — 27t sen 0 (r) + #2 ar +

"+ cos 6 (v) e=blos?)
- ¥y = — o0

+ 1 [Hega dr —
/o Jy 24 2rtsen 0 (r) + 12

porque
-+ 00 ,—b(log 7) ++oo —b(log7)
5) j cos 6(r)e y < e dr (B =170)
1 7227t sen O (v) + 12 J 1 72— 27t sen Op+£2
1 J'+°° g—blog (s1) e—bllog?) ['+°° max [1, (K/s)?] d
¢ 1y $2— 2ssen fp + 1 S ¢ Jyp s2—2s sen Oy 1 S
1 +9° o5 6 (r) e~ log ) . e —bllog r)f+°°min [1, (Ks)=?] p
) coslpv 1 ¥2--2rtsenf(r) 22 — ¢ e S2-+2ssenfy+1

por ser

7 0< b (log (st) — b(logt) b’l (&

o (log (+1) —bo(logd (&) ~ 7 =

y
e=b00g ) min [1, (Ks)~#] < e=b0os(h) < ¢=bUogd max [1, (K/s)?],

si tomamos

log K = sup |bg (log (st)) — Lo (log?) —logs| (< + oo).
st>1
t>1
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TEOREMA 3. — Sea f(s) una funcion analitica en B = By [a (o),
ay (o)] v tal que

(3.1) log If ()| < H () (6 = Res)
en B,y
(3.2) log |f (s)] < — S (o)

sobre la curva s = ¢ -+ imag (6) de B con a; < ag < ap.
Si la funcion a (o) satisface

(3.3) 0<a<ay—ay,
-+ 00

(3.4) | H@erwds < +
)

y

(3.5) [ S(e)ed9do = = o,

resulta f(s) = 0.

DEMOSTRACION. — Como se pueden determinar af, a3 v oo de
manera que se verifiquen

n<at<ay<az<a, a5 —ai>a

-

ai < ag (o) < a3, as — aj > a (o)

para ¢ > 0§, no hay inconveniente en suponer que a; (o) y a2 (o)
son constantes. Igualmente, podemos suponer que dg #% (a1 + a2)/2.
Caso 1: max |a; — ag| > a. Sea por ejemplo a; — ag > a, enton-
k=1,2
ces se verifica a, — ag (0) > a (¢) para ¢ > o}. Por tanto, aplicando
el teorema 1 en la banda Bgs [ag (0), ag (o) + a (0)], resulta f(s) := 0.
Caso 2: min |a; — ag| < a. Sea por ejemplo ag — a; < a, entonces
E=12
se verifica ag (6) — a1 < a (o) para o > o§. Por consiguiente, si excep-
cionalmente designamos aqui por z(s) la funcién que realiza la re-
presentacién conforme de By [aq, ag (6)] en By = Bo[— 1/2, 1/2)] v
es continua en la clausura de la primera de estas bandas, s (2) = 0 (2) +

— 17 (2) es la funcién inversa de z (s) y ponemos ag (¥) = c(x =+ %),

se deduce que las funciones j* (2) = f (s (2)), H* (¥) = H (0o (¥) + o)
v S* (x) = S (0q (x) — ) poseen las siguientes propiedades :
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1. f*(2) es analitica en By y continua en B.

2. H*(x) y S*(x) son funciones no negativas y no decrecien-
tes de x > 0.

3. log |f* ()| < H* (x) en By.
4. log |f* ()] < — S*(x) sobre z=x -+ 1—; (x = 0).

+ o0
5. | H* (w) e be@ dy < + oo.
0

+ oo

6. | S*(x)e?0®dy = + oo.
0

7. Si by (o) = / U.azad)—a_z, se verifica
b (o(x) ag(o(x) —a ag— a
Ko@)~ et T @ <L

Por tanto, segiin el lema 1, se tiene

++ 00
[ 1og I* (2 (0 + imay’)) =¥ dx = — oo
v 0

si x=Rez(oc+ima), v
fmv-wmerM=~w (0" () — ap — ax)

para cada a," = a; + ¢ < inf a (6) (¢ > 0) puesto que y (¢ + i7ma;’) —
7 em

- E + ap — a1

v of suficientemente grande de modo que sea a3 + & < a; — a (o)

para ¢ > ¢§ y aplicamos el teorema 2 en la banda B [ai, a1 + a (0)],

resulta f(s) = 0.

. Por consiguiente, si tomamos & << ay; —a; —a

TEOREMA 4. — Sea [(s) una funcion analitica en B = By [a (0),
az (6)] v tal que

(4.1) log If ()| < H (o) (6 = Res)
en B,y
(4.2) log |/ (sil < — S{o)

sobre la curva s = o + imag(6) de B con a1 < ag < as.
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St a(s) = az (6) — aa (6) satisface

(4.3) /-;Ioo(c) e~ de < + o
, o0
(4.4) o_@ws (6) 7t = + oo,
resulta f(s) :z 0.
DEMOSTRACION. — Kvidentemente las funciones f* (z) = f (s (2)),

H¥(x)=H(c(x) + ©) ¥ S*(xr) = S(6(¥) — ®) cumplen las con-
diciones :

1. 7*(2) es analitica en By = Byl[— 1/2, 1/2].

2. H*(x) y S*(x) son funciones no negativas y no decrecientes
para x suficientemente grande.

3. log lf* (2)| < H*(x) en By.

4. log |f* (2)] < — S*(x) sobre z=z(c + imag (o)) (¥ = 0).

1+ 00 .+ co
5. ) H* (x)e *dx = / H (o + w)e totar0lldg < 4 oo
70

7 o

(o' (x) >a>0).

6. lim S*(x)e * = lim S (0 — w) e~?0- @0 = & o,
i—> 400 g—> 4+ oo

Por consiguiente, como

lim |y (6 - izag (o))] — | 20— (@1 T %2)/2

T
7w < =,
o—>+—> a — a1 2

de igual forma que en el teorema 2 de [6] se deduce que f*(2) =0
v f(s)=0.

TEOREMA 5. — S7 a (o) = ay (o) — a; (o) y

(5.1) lim S (0) e7?@ < + oo,

o—> + oo

existe una funcién f(s) £ 0, analitica y acotada en la banda B =

= By, [a1 (0), a2 (0)], tal que sobre la curva s = ¢ + imag (6) de B
se verifica

(5.2) log [/ ()| < — S (o). -
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DEMOSTRACION. — Siendo
. . o |ag — 2
tim |y (0 + imag (o)) = |2 AT @2 7
o—> + oo a) — ay 2

% (o + imag (o)) = b (0) + O (1),
se pueden elegir los ntimeros positivos 4 y B de modo que sea
S (o) < A + Berlotina) cos y (o + imag (o))
para todo ¢ > 0y. Entonces la funcién
(5.3) 7(s) =exp {— A — Be*¥)}
cumple las condiciones requeridas.

LEMA 2. — Sea o« >a(=lima(t)) y () una funcion no nega-
t—-o00
tiva tal que
(82) p) <% vy Gme@ <L
2 t— 4+ oo 2

Si g (¢) es una funcion no negativa y no decreciente de t que satisface
+ oo -+
dat
—b(®) = | —=
(52 [erga<to(b0=] 2)

existe una funcion G (z), analitica en la banda B = B[— «, «], y otra
funcién h(t), no negativa y no decreciente de t, tales que

() g (x) <ReG (2) (z =% + iy)
para |y < ¢ (%),
para |y| <amf2, y

400
(E2) e PR () dt < + oo.

Y0
DEMOSTRACION. — Determinemos p y %y de forma que

T T am

li ¢ = 2=
y

a()=w

¢(t)<%< 5
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para ¢ > xp (= 0). Sean

pil=supa(t) (< +w) y prl=infa(t) (>

t=x, 1 >3 7
entonces, siendo

b(&) <b() +p2(5 —1)

para & >t > x, resulta
r+ oo
gl =g ) | ettt pade
4

++ o0

++ o0
<pag) [ eredE <py [ ePOgEIAE -0 (=0
12
para ¢t — 4 o ¥

r+ oo ~+ oo
Jertagy) = — e g (o) + | UV (g ()
x0 X0

<pr] UM< + .

X0

Por consiguiente, como

r+oo eb? r+oo eb*

w80 <<| T aE®l
N A -

/

. o
.+ oo + oo

<< m] e~ttdg (t) = ew—xo>+'><*°>fe—”“’ ag () < + oo,
20

%0
para ly| < %t, tendremos que

. ~+oo 21>a+; e
(1) CR=2+| +—rmdE0)
T % (e& + ea)

es una funcién analitica en B y

+oo _pat; "
(G2) h(x):/l—i—[ 2 g

es una funcién no negativa y no decreciente de x que satisfacen :
(Cy) para A suficientemente grande. En efecto, como
1
. +oo 2?‘1"'5 ep'
lim ) =0 (z€ B),
2—> — 00 P (e& + ea)
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se puede elegir A de forma que se verifique

Re G (2) = g (x0) (2 =g (%))
en B para x < xy, luego

Re G (2) = g (%) (ze B)
para x < Xp.

Igualmente, para |y| < ¢ (x) (<®/2p) ¥ x = xp, resulta:

‘ 22 2pa+%
Re G (z) = 4+ (Re - dag (¢)

 x [1 + exp (t — Z)]m

o

1
% 2pa+icos %3.’
a4 =gy

! to
g (2 cos %x)

z 1
> g (xo) + ( 22 cos g dg (t) = g (x).

0

(D;) Evidente.
(Ep) Siendo

ara t> %, v &+ ¢t > %9, tendremos

(-+oo epr—b(x) +oo gpE—bE-t)
% 2 VT J e 4
1o (e“ + e;)—f xo—t<3—“_ + 1)'2—
+ oo gpk Fe—?18 p—12§
< gt [ ¢ ma};Le ;ue ] dE = 0 (e
Y —o0 (6; + 1)_2-

para ¢ > %y y, por tanto,

(o]

++ o0 +
[hmesmay =2 [ e ax +
z0 x0

1 + oo + o _
pa+t s eh==0b (@)
7 %0 0 (e“ + e“)z
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TEOREMA 6. — Sean
a*t) < ay (t) < ay () < ax*(f)

Ay — ay < a.
S
+oco

(6.1) [ evo s () do< + =,

0
existe una funcién f(s), analitica y no nula en B* = B [a,*(0), ax*(0)],
y otra funcién H(c), no negativa y mo decreciente, tales que

(6.2) log If(s)] < — S(6) (o = Res)
en B = Blay (0), a, (0)],
(6.3) log |f(s)| < H(0) (0= Rey)
en B* vy

+oo
(6.9) / o7 (o) do < + o

DEMOSTRACION. —Segiin el lema 2 bastard poner
(6.5) f(s) = e~ G0 (ag = (a, + a3) [2)
tomando g(t) = S(t), H() = h(t), ¢(t) = max |a,(t) — apln y « sufi-
cientemente grande, por ejemplo, e

« = 2sup {|a*y (t) — a0l + [a"2 () — aol}.

LEMA 3.—Sean a(t) > ay o« > a. Si g(t) es una funcion no negati-
va y no decreciente de t con la integral

++00

(A [ g at < + o,

‘o
existe una funcién G(2), analitica en B = B[— «, o, y otra funcién
h(t), no negativa y no decreciente de t, tales que

(Bs) glx) <Re G(2) (z=x+ 1)
para |y| < an/2,
(Cs) G@R)] < hlx) (z=x-+1y)

para |y| < oamf2, y

+oo

. : j. e~ J(f) dt < + oo.

0
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DEMOSTRACION. —Igualmente como en el lema 2 se ve que

‘ r+oo 2% + ; é
(E) Gl =24 | e dg )
o (g ek

es una funcién analitica en B y que

1 =z
. (T a2 e
(E) B =24 | e dg ()
0 (6;-1— 33)%

es una funcién no negativa y no decreciente de x que satisfacen
(B3) vy (Cs) para A suficientemente grande.
Entonces bastard probar (D;). En primer lugar, observemos que

1 (*2
e b fg(t) < —j e~ &g (§) dé —~ 0
a<

para t - 4 cc y
oo +oo

o+
J e~ tdg (f) SJ e~ (tb'(t) — 1) g (¢) dt
0 0

‘400
SJ e-—b:ft)(i__ 1) g(t)di < 4 oo
0 a

Por otra parte, como

ety — o) <7 _ (P = 12)

<
<2 :
se tiene
4o  E—bw +00
ee _ max [e(ﬁ—ﬁl)ﬁ, 11
T, 2_'\1dxgebmj I
Y0 (6“ + ea/'Ia —t (ea + 1>2a
< (At + B)e™b® (A=1, B=1/p)

para ¢t > 0 y, por tanto,

o0 -+00
j e=b) o (¥) dx = A f =) dy 4
0 0
1

gl_'_i fv+oo _
+2:72 [ om0 (4t 4 Bg () < + =

v
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De este lema se deduce inmediatamente :

TEOREMA 7. — Sean

y
a(o) >a=a;— ag
St
r+oo
(7.1) jo oS (0) 6@ do < + oo,

existe una funcion f(s), analitica y no nula en la banda B[af, az],
y otra funcién H (o), no megativa 'y no decreciente, tales que

(7.2) log |f (s)] < — S (o) (0 = Re )
en Blay, az],
(7.3) log |f ()| < H (o) (0 =Reys)

en Blaf, ai] y
+oo
{7.4) oH (o) e @ dg < + oo.

TEOREMA 8. — Sea f(s) una funcién analitica en la banda B* =
= By, [af (0), a3 (0)] vy tal que

(8.1) log |f (s)| < H (o) (0 = Res)
en B* y
(8.2) log If ()] < — S (o) (6= Res)

sobre la frontera de la banda B = Bg,[ay (0), a2 (0)] C B* de ampli-
tud (ay — ay)w < (a3 — al)m en s = oo.
Si para a (o) = az (0) — ay (o) se verifica

++00

(8.3) | Hig)eterdo < + o
Co

y
- +oo

(8.4) | eS(e)et@do = + =,

resulta f(s) =z 0.
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DEMOSTRACION. — Como f* (2) = f (s (2)) es una funcién analitica
en By = By [— 1/2, 1/2] que satisface, evidentemente,

log |[f*(2)| < H*(x) =H (0 (x) + ») (2=2x11y)
en By vy
Clog ¥ (@) < —S*(x) = —S(0(x) —w) (z=2x+ 1)

sobre las semirrectas {z =x + iy |y =+ =x/2} ¥

-+o0 ++oo

H* (x)c*dx = ’ H (o + w)eteto+0l g < 4 oo
0 J

oo

y

400 ++o0
/ xS* (x)e~% dx > a] (b (6 — o) + 0(1)]S (6 —w) ePo-®+0W dg
0 (1]

= +} o
de igual modo que en el teorema 7 de [6] resulta
400
log |f* (x 4 in)l e *dx = — oo
Y0

para cada 7 : |p| < =/2 y, por tanto,

oo

| tog lf (6 + ima, (o) e *@do = — o

si o4 ina,(0) =s(x+1in) v |nl <=/2 6).
De aqui se deduce f(s) = 0 si elegimos los ntimeros 7 : || < =/2
y o de manera que sea

a3 —a,>a y a3(c) — a,(0) > a(o)
para ¢ > o cuando ap#aj y
ay—af >a y a,(o) — ai(o) > a(o)

para ¢ > of cuando a; = a3 (0 @y # a}), y aplicamos el teorema 2

en By [a,(6), a,(0) + @(a)] o Bog[a,(c) — a (o), a,(s)] puesto que,

segtin VI’, a (o) es de variacién acotada y satisface (2.2) por ser
lim a,(6) =0 y lim ay(c) =0 (Il < =/2).

c—> 400 c—> + o0

(6) Esta funcién an(s) estd perfectamente definida para ¢ 20§ si se
toma ¢} sufizientemente grande puesto que ¢’ (¥ +in) —a >0 para #— co.
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