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SUMMARY

We study the most general unitary transformation that trans-
forms the Hamiltonians of particles of spins 0, 1/2 or 1, into Hamil-
tonians containing even or odd matrices only. We present also the
expressions for the position operators for each transformation that
are valid for the three kinds of particles mentioned above.

INTRODUCCION.

Una particula de spin 1/2 viene representada por una funcién
de onda p con cuatro componentes que satisface la ecuacién de Dirac!

HPyp= (fm+ o - p) =i (0y/o) (1)

Frecuentemente resulta interesante transformar esta ecuacién
en dos ecuaciones con dos componentes del tipo de Pauli o de Weyl.
Foldy y Wouthuysen? encontraron, por medio de una transformacién
canénica, una representacién en la que el Hamiltoniano contiene
solamente una matriz de Dirac par

HC¢ = ¢S HP %S = BE (2)

donde el operador E es E = [p? + m?]'2. Cini y Touschek® obtuvie-
ron por métodos similares, una representacién en la que el Hamil-
toniano transformado contiene tinicamente matrices impares

HE = (E[p) (2 - P) (3)

(1) A. MEssiaH, Mécanique Quantique. (Dunod, Paris, 1960), tomo II.
(2) L. L. FoLoy y S. W. WOUTHUYSEN, Phys. Rev. 78, 29 (1950).
(3) M. CiNr y B. TOUSCHEK, Nuovo Cimento 7, 422, (1958).
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TLa primera de estas representaciones es interesante para estu-
diar la particula de Dirac en el limite cldsico. La segunda nos per-
mite estudiar el limite extremo relativista en el que puede despre-
ciarse la masa de la particula frente a su momento lineal. En ambos
casos, la ecuacién de Dirac se desdobla en dos ecuaciones cada una de
las cuales tiene dos componentes tinicamente. Si consideramos el
Hamiltoniano de Dirac

HP =a - p -+ fm (4)
desde el punto de vista de estas dos clases de transformaciones, apa-
rece como una situacién intermedia entre estos dos limites extremos.

En este trabajo presentamos una generalizacién de las trans-
formaciones mencionadas arriba, en dos aspectos. Primero buscare-
mos una transformacién por medio de la cual podamos obtener un
Hamiltoniano transformado de la forma.

Hi, = E (A(e - p/p) + pB) (5)

que es una combinacién prefijada de matrices pares e impares. De
este modo, particularizando los valores de 4 y u, obtendremos inme-
diatamente las dos transformaciones particulares mencionadas antes.
Y asi, la transformacién de Foldy-Wouthuysen aparece para A =0y
u = 1 mientras que la de Cini-Touschek se obtiene paral = 1 y u = 0.

La segunda generalizacién introducida en este trabajo se refiere
a la clase de particulas a que puede aplicarse este tipo de transfor-
maciones, ya que realizamos la diagonalizacién del Hamiltoniano para
particulas de spin 0, 1/2, 1 por medio de una transformacién que da el
Hamiltoniano H,, de un modo completamente general, i.e. vélido
para particulas con uno cualquiera de los tres spines mencionados.

Terminamos este trabajo estudiando la expresién de los opera-
dores de posicién para particulas de los tres spines y para distintas
representaciones. Encontramos una notable semejanza entre los ope-
radores de posicién para particulas de distinto spin.

TRANSFORMACION UNITARIA.

Comenzaremos dando una generalizacién de una transformacién
unitaria presentada en un trabajo precedentet. I,a ecuacién de onda
relativista para particulas de spin arbitrario es

By 0y +m)yp =0 (6)
donde hemos hecho 7 = ¢ = 1.

(4) L. M. GARRIDO y P. Pascuar. Nuovo Cimento 12, 181 (1959).
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Esta ecuacién puede escribirse en forma hamiltoniana como
sigue

poy = (- p+ mPly (7)
donde

170_—“—34 ¢k=—1ak (k=1,2,3)
dk=—§5k4 B =P (8)

y S, son los generadores de las transformaciones infinitésimas de
Lorentz que estidn definidos asi

Spw = g2 (ﬂu Igv - lgv ﬂlz) (9)

siendo g una constante caracteristica de cada spin.>6
Intentemos ahora encontrar un operador unitario 4 que verifique

A A= 2t g mpa =B 1 50 ] oo

donde E es el operador
E = [p? + m?]} (11)

y [A%2 + u?]* es la constante de normalizacién que es igual a 1 si
exigimos que los pardmetros 4 y p estén relacionados por

P4 pr=1 (12)

Para obtener A utilizaremos una imagen geométrica que ayu-
dard a la solucién de este problema. Damos un caricter vectorial a
las matrices que entran aqui, y asi, representamos f por la matriz
unidad a lo largo de un eje y (& - p/p) por la matriz unidad a lo largo
de otro eje perpendicular al anterior. Cualquier matriz v que sea una
combinacién lineal de estas dos

v =2 - p/p) + ub (13)

vendrd representada en este plano por un vector cuyas componentes
son precisamente 1 y u.

La transformacién que buscamos es simplemente una rotacién
en este plano (véase la Fig. 1) que llevard HP sobre v, i.e., una rota-
cién de angulo

=@, — @y (14)

(5) H. FEsuBACH y F. VILLARS. Revs. Modern Phys, 30, 24 (1958).

(6) H. UmEzZAWA, Quantum Field Theory. (North-Holland. Publishing Com-
pany, Amsterdam, 1956).
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\':3. 1

que, evidentemente, estd dado por

w = g~ up — Am)[(Ap + um) (15)

Siguiendo el mismo procedimiento de rotaciones infinitésimas
desarrollado en la referencia 4, el operador unitario que genera tal
rotacién es precisamente

_ B, up—Am
A =exp [ ig 5 tg pr ,u-m] (16)
que podemos desarrollar en la forma
. p)2 . 2 .
A=1T— (® 2])) + ®-p) cos gw — 'iB P sen gw (17)

P p? p
como puede comprobarse facilmente si tenemos en cuenta las rela-
ciones

@-p2=0"@-p* @ p»'=p"E-p (13
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Las expresiones (16) y (17) para A son completamente gene-
rales. Son validas para todos los valores de 4 y u y para particulas
de spin 0, 1/2 y 1, con tal que introduzcamos en ellas los valores
correspondientes de la constante g; que para particulas de spin 1/2
es g = 1/2, mientras que para particulas de spin 0 y 1 es g = 1.
Obtendremos las transformaciones correspondientes a los limites ex-
tremos relativista y clésico.

Comencemos con el caso de particulas de spin 1/2, para el cual
g = 1/2. Entonces, si A = 0, g = 1, obtenemos para el limite clésico

w, =tg" p[m ; cosgw, = [(E + m)[2E]} ; sen gw, = [(E —m)[2E]} (19)
A%y = [(E + m)[2E} — (3 - p/p)[(E — m)[2E]} (20)

que es la conocida transformacién de Foldy-Wouthuysen. La trans-
formacién de Cini-Touschek aparece para A = 1, y = 0 cuando

wpg=—1g 'm[p cosgup=[(E + p)[2E]} sengw; = —[(E —p)[2E]}
(21)

3 . — 3
AEéZ[Ez-Eﬁ] +1.Bpp[E2E¢] (22)

Pueden obtenerse las mismas transformaciones para spin 0 y 1,
para los cuales g = 1. El limite clasico corresponde a

ACo=1T1 —[EE +m)]'B - p>*— G/E)(B - D) (23)

que fue obtenido antes.
El limite extremo relativista da para spines 0 y 1 una transfor-
macién

Ao =1~ Sl @ p2 i@ ). (24

que es una nueva transformacién presentada por primera vez aqui.
Corresponde a la de Cini-Touschek.

OPERADOR POSICION.

Deduciremos ahora la expresién para el operador posicién de
particulas de spines 0, 1/2 y 1, siguiendo un método similar al utili-
zado por P. M. Mathews y A. Sankaranarayanan’, para obtener el

(7) P. M. MATHEWS y A. SANKARANARAYANAN, Progr. Theoret. Phys.
(Kyoto) 26, 499 (1961).
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operador posiciéon de una particula de Dirac. Exigimos por tanto
que el operador posicién de cualquiera de las tres clases de parti-
culas satisfaga las mismas propiedades enumeradas en la referencia
para que tenga un significado fisico. Extendemos aqui los resultados
del trabajo mencionado, dada la completa generalidad de la trans-
formacién presentada antes.

Los operadores posicién que buscamos pueden obtenerse de cual-
quier representacién del Hamiltoniano. La representacién massencilla es

HC = BE (25)

En este caso llegaremos a la conclusién de que el operador posi-
cién de cualquiera de las tres clases de particulastiene que ser de la forma

XC =x 1 &C (26)

donde X es la variable que representa puntos en un espacio tridimen-
sional, y & es un vector que conmutaria con p. Esto significa que
no depende de X, pudiendo ser funcién de a, 8 y p. Nuevas condicio-
nes imponen que

[£°, B =0 (27)

Tenemos que encontrar ahora la expresién mdés general para &°
que sea una combinacién lineal de vectores polares construidos con
o8y P

Sin meternos en discusiones, es ficil ver que la combinacién
lineal presentada en la referencia 7 es también valida para particu-
las de spines 0 y 1.

Por tanto escribimos

§¢ = A(s X p) + B(s x p)B (28)

Pero no hemos estudiado si es ésta la expresion mds general para
& en el caso de bosones. Con esta eleccion, el operador x° es

XC=x+A4( X p) + Bl X p)B (29)

y el operador correspondiente en la representaciéon de Dirac (en la
que el Hamiltoniano es H? = & - p + fm) para particulas de spin
1/2 es

D _ B L B-pp—(sxpE
Xoy=X—ogt " 2mE +m

—B2*+ @B PP + Bl x DB, (30)

A4
—|—f{m(d X p) —
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mientras que para particulas de spin 0 y 1 es

.p)p — E
Xp —x— £ 4 B DR XDE
+ 4 on (o X )+ 2B-plp — BB P (31)

+ B(s X p)B + %(B-P)[NB-P) — m{(B-p)BB + i(s X P)B}

Estos operadores reciben el nombre de operadores posicién me-
dia. Si imponemos las condiciones de que sus componentes para una
misma particula conmuten entre si, obtenemos cuatro posibles va-
lores, para los pardmetros 4 y B. Estos valores son

A=0 B=0
A4 = — 2g[p? B=0

A= —glp? B = — g/p?

A4 = —g[p? B = g/p? (32)

donde g es una constante peculiar para cada spin. Para particulas
de Dirac (g = 1/2) obtenemos la funciones deducidas por Mathews
y Sankaranarayanan. Las expresiones correspondientes para parti-
culas de spin 0 y 1 salen cuando hacemos g = 1.

Para terminar queremos resaltar el hecho de que el operador
posicién media para el caso 4 = B = 0 puede escribirse para las
tres clases de particulas (spines 0, 1/2, 1) formalmente del modo si-
guiente

3 . — (e X pE
xg‘/z,1=x-g%+g (B %E(E—E—m) p) (33)

que contiene en una sola expresién los tres operadores posicién media.

DiscusiOn.

P. M. Mathews y A. Sankaranarayanan®, demuestran que para
particulas de spin 1/2, los cuatro operadores posicién media ¢X°, ;X°,
2X¢, ;X¢ que corresponden respectivamente a 4 =B =0; 4 =1,
B=0;A=B=1/2; A= — B= —1/2; estan relacionados del
siguiente modo

1X¢ = uy X u] 2 X6 = 1y X U3 3X° = w3 X ©} (34)

(8) P. M. MATHEWS y A. SANKARANARAVANAN (comunicacién privada).
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siendo uy =6 - plp

U = {1 —8)+ (c-p/p) (1 4 B} (35)

uy =3 {(1+B) + (s-p/p) (1 — B)

Y, por lo tanto, para estados con una energia definida, sélo dos
de estos operadores son independientes. Ias funciones de onda de los
otros dos operadores son una combinacién lineal de las funciones de
onda correspondientes a energia positiva de los operadores selec-
cionados.

La condicién de regularidad impuesta por Newton y Wigner? para
operadores que se refieren a estados localizados, invalida el opera-
dor ;X°¢ para particulas con masa en reposo no nula ya que en este
caso el limite de o-p/p cuando $ ->0 no estd definido.

Tenemos propésito de extender estas consideraciones en una pu-
blicacién futura a los operadores de posicién de spin 0 y 1.

(9) T.D. NEWTON y E. P. WIGNER, Revs. Modern Phys. 21, 400 (1949).



