ALGUNOS PROBLEMAS DE INVENTARIO CON DEMANDA
ALEATORIA RELATIVOS A BIENES SUSTITUTIVOS

por

S. Rios

Al Prof. Orts, con todo efecto

0. INTRODUCCION.

Suponemos dos items 4, B en inventario y para un periodo de
regulacién ¢ prefijado se supone conocida la ley de probabilidad
de demanda correspondiente a un periodo de tiempo #: f,(x, y), que
designaremos brevemente por f(x, y).

Suponemos : 1.°) que los costes de superdvit y déficit de A, B
son respectivamente (C4, Ca4), (C15, Cap); 2.° estos costes se suponen
lineales en cantidad y en tiempo ; 3.9) no consideramos el coste de
hacer pedidos ; 4.9) el tiempo de servir un pedido es practicamente
nulo ; 5.9) las decisiones de hacer pedido se toman simultineamente
para A y B a intervalos de ¢ unidades de tiempo prefijado; 6.9) se
supone materiales continuos; 7.° (las salidas son a) instantdneas,
b) continuas (a tasa constante).

En el § 5 se considera el caso de items sustitutivos y se ve la
influencia que tiene en la solucién la dependencia de las variables
aleatorias que representan la demanda.

1. CASO DE SALIDA INSTANTANEA.

Fijado el periodo de regulacién ¢, las incégnitas son los niveles
de inventario que debemos alcanzar S,, Sz al comienzo del pe-
riodo de regulacién.

Para el célculo del coste esperado para un periodo de tiempo ¢,
consideramos los siguientes cuatro casos posibles que se pueden
presentar respecto de la demanda de #, y en relacién con los niveles
de inventario S, Sp, a determinar :

10 x<S,;2°0x>85,;30x<S,;4°x>S,
y < Sp y < Sg y > Sp y > Sgp
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El coste esperado serd, pues (*):

S4 SB
C(S4, Se) = J J [C1a(Sa — %) + Ci5(Ss — )1 (%, 9) dx dy +
0 0

03 Sp
+J J [Coa(x — Sa) + C18(Sp — )] f (%, ¥) dx dy +
0

S4

S4 o
+[ J [C14(Sa — %) + Cap (y — Sa)] [ (x, y) dx dy +

o 3p

+J J [Cou(x — Sa) + Caply — Sp)] f (x,y) dx dy
S4 SB
El problema es determinar los valores de S,4, Sp que hacen mini-

mo el coste esperado.
Derivando respecto a S, tenemos :

oC

SA SB SB
K=J f C,Af(x,y)dxdy-i-{ Ci(Sp—9)f(Sa,y) dy —
A R o
0 0 0

— [ J Caa f(x, y) dx dy —J Cie (Sp — ) [(Sa, y) dy +
0

S4 0

S4 roo x
+J J Cia f (%, y) dx dy ‘{‘J Cop (y — Si) [(S4, y) dy —
SB

| [ eurmnisa | cot—srsuna
S4 Sp Sp
Simplificando e igualando a cero resulta la ecuacién :
Cia Fu (Sa) — Cos (1 —F4(Sq) =0

la cual puede obtenerse més directamente (**) si se observa que al
depender los primeros sumandos de la expresién s6lo de los costes

(*) No se incluye el factor ¢ en las expresiones porque es fijo y aparece
como un factor comun.

(**) Hemos incluido la forma desarrollada arriba porque en casos mas
complicados que estudiamos posteriormente es necesario apcoyarse en esta
descomposicién.
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de 4 y los segundos sélo de los de B, la relacién que se obtiene al
derivar respecto a S, es la misma que si la funcién de densidad
f(x, y) es de variables independientes.

Se tiene, en efecto, para el primer sumando :

S, Sp
[ { [(Cia (Sa—2%)+Cis(Se—y)]fx y) dxdy =

[V
Sy Sp Sp S4
= ( Ci4(Sa—2) f1(x) dxj h(y) dy +[ Ciz (Se — )W) dy| filx)dx
0 0 0 0

La ecuacién andloga para B serd:
Ciz Fp(Sg) —Cag [1 — Fp(Sp)] =0
Obtenemos asi la solucién :
Caa Ca
Fa(Sa) = =2 —; Fy(Sp)= — 22—
Ciat+Cay’ 5(55) Cizg+ Cap
Si se quisieran considerar ademéis costes de hacer pedidos, po-
dria considerarse diversos periodos de tiempo y resolver el corres-
pondiente problema y luego elegir el minimo entre estos.
2. CASO DE SALIDA CONTINUA.

Considerando los mismos cuatro casos del § 1, la expresiéon del
coste es:

S4 S
C(Su, Sa) = j [C1a(Sa = 3) + Cun (Sz —3)] fx,5) dx dy +
0 0

0o ~Sp
+[ { {(Si Ciu+ (x — S,,)ZCZA);;-F Cw(SB—%) } (%, y) dx dy

540

SA o0
—l—J ( Ci4(S4 —g) + [Cs 523+(y—53)2C23]51§} f(x, y) dx dy +

+J {[Si Cia+ (2 — S4)? Cod] Z_Ix + [S5 Cis + (¥ — S5)2 Caz] ZLy}f(x’ y) dx dy

S4 SB

El problema es obtener los valores de S,, Sp que hacen minimo
el coste esperado.
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Derivando respecto a S,, Sz e igualando a cero se tienen las
ecuaciones que, resueltas, nos dan los valores 6ptimos para S, y
Sps. Miés sencillo es, de acuerdo con la observacién del parrafo ante-
rior, separar las expresiones de los costes de A y B en la forma :

O

S4 o
C(S4, Sp) =[ Cia (Sa —226) fa(x) a’x—l—[ [S% Cia + (¥ — Sa)? CZA]—;;C fa(x) dx +
0 S,

(9]

Sp ,
+{ Cis(Ss —%))fB(Y)dy‘{—f [S% Cis + (y — Su)? CZBJZ_nyB(y)dy

0 Sp

Derivando respecto a S, e igualando a cero, se obtiene:

oo 1

CraFa(Sa) — Coa[l — Fa(Sa)] + (Cra+ Caa) f Sa falx) dx =0

SA
e introduciendo la funcién Gy (S.) =f Seth() dx v Ia
Sz‘l
LA = FA(SA) + GA(SA)
se obtiene la ecuacién (Cy4 + Ch4) L4(S4) = Co4 y andlogamente
derivando respecto a Sp, resulta :
(Cis + Ca) Lp(Se) = Cap
De aqui resulta la solucién :

3. CASO DE SALIDA INSTANTANEA CON RESTRICCIONES SOBRE EI,
INVENTARIO TOTAL.

Si en el caso del §1 agregamos una condicién relativa a que el
inventario medio se mantenga constante, es decir,

Sa
> { (Sa — %) wa falx) dx =1
4B

en que I es la cantidad que admitimos como total en inventario y
u4 un factor de transformacién de unidades de A de unidades |gene-
rales. La funcién de Lagrange s = C(Sy, Sp) + A (L — 2)

4,8
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y derivando respecto a S, tenemos :
0L
a_SA— =7 ClA tA(SA) — CZA(]- — FA(SA)) — }»MA FA(SA) =0
O sea . (CIA —+ C2A — A,MA) FA (SA) — CZA =0
y analogamente
(Ciz 4+ Cop — Jip) Fp(Sp) — Cop =10

C C
de donde: F, (S,) = 24 . Fo(Se) — 28
Cia+ Cos — duy’ 8 (S5) Cip+ Cop — Aug

4. CASO DE SALIDA CONTINUA CON RESTRICCION RELATIVA AI, INVEN-
TARIO TOTAL.

Si en las mismas condiciones del §2 agregamos la ecuacién de
restriccién :

¥ [ "a (SA—g)fA(x)dx+[ uaS: L4, (x)dx—I=I

A4,B

2%

S4
obtenemos la funcién de Lagrange: S=C + A(I —2X) y deri-
vando resulta : 4.8
(Cia + Cog — 2u4) [Fa(Sa) + G(S4)] —Coa =0
luego
CZA CZB

Li(S4) = : Ly(Sp) =
A Cia— Mg+ Cyy’ 5(5s) Cig— Aug+ Cip

Todos los resultados anteriores se generalizan inmediatamente al
caso de # items y también al caso de items discretos, sustituyendo
las integrales por sumas.

5. CASO DE ITEMS SUSTITUTIVOS.

En el caso del §2, cuando los items son sustitutivos, podemos
suponer que si la demanda de A excede S,, una proporcién
o (0 <a < 1) de la demanda no satisfecha se transfiere al item B.
Es decir fijados Sy, Sp, si la demanda fuera (¥, y) tal que x > S,,
y < Sp, supondremos que las cantidades vendidas son

S, =94+ a(x — Sy).
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Puede ocurrir que y° << Sz 0 que ¥ > Sp en cuyo caso supon-
dremos que el déficit de 4 es: y + a (x — S4) — Sp. Y andloga-
mente en el caso x < Sy, ¥ > Sp.

La expresiéon del coste esperado sera:

A
y

SA X

S4 (SB
C(S4, Sp) =( J [Cia (Sa — %) + Cip (Sz — )] f(x) ¥) dx dy +

0 0

SB
o ~Sp SA+'¢_ Sgp—alx—S,)
+H Caalw— 1) (1 =) fix, ) dsdy + | ch[sg—y—«(x—s,;)wxdynt

540 S4

+J Coaly+a(x — S4) — Sl f(x,y) dx dy +J J\r[CZB (v — Sp) (1 —B))f dx dy +

0 Sp-vy
B+sA

S4—Bly—Sg)
+J j Ci1a[S4 —x — B(y — Sp) f dxdy +J CZB[x‘I',B (y—Sp) —Salfdxdy+
0

SB+ (SA — %)

+{ J [Cou (x — S4) + Cou (v — SB]f (%, y) dx dy
545
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Derivando respecto a S, y Sp y simplificando las ecuaciones
obtenidas resultan las ecuaciones :

Cou = [J(Cm + Co4) fdx dy + aJJ(CIB + Cz4) fdx dy
“ Mug N

Cp = JJ(CIB + Cap) f dx dy + ﬂIJ( (Cia + Cap) f dx dy
"o

MUN

El aspecto de estas ecuaciones es mis complicado que en los casos
anteriores, pero su resoluciéon numeérica efectiva no es méds complicada.

En el caso particular « = 0, § == 0, se obtienen nuevamente las
ecuaciones del § 1 ysia = 1, f = 1 resulta sumando las anteriores la
ecuacién :

Cort-Can = | s Can + Cua - Cun) f axay + €1 — Cop| [ [~ [ |1 away
Q

MUQUN N

Debo agradecer a mi colaborador Sr. Vafiez algunos desarrollos
y simplificaciones de este trabajo.






