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1. INTRODUCCION

Hemos establecido en una nota [2] las bases geométricas que nos
han llevado a la definicién general de haz de subvariedades méxi-
mas de una variedad algebraica. El estudio que ahora desarrollamos
aqui recoge los resultados en ella anunciados, fundamentando la
teoria alli solamente esbozada.

Esta teorfa corresponde a la generalizacién de la elaborada por
ZARISKI en una sugestiva memoria [4] en la que define los por él
llamados haces (pencils) y que nosotros llamaremos en adelante ha-
ces de Zariski, en un intento de sistematizar nuestra terminologia,
reservando la palabra haz para el concepto més general que aqui
definimos.

El concepto de haz de Zariski, ya muy conocido, podria resumir-
se asi: Dada una variedad V, cuyo cuerpo de funciones es X, y siendo
A un subcuerpo de X de grado de trascendencia 1, cada divisor v
de A se extiende en £ a un nimero finito de divisores wy, ..., W,
elegidos de primera especie sobre V; los centros de estos divisores,
cada uno con su multiplicidad respecto de v, forman una subva-
riedad de dimensién maxima de V; el conjunto de todas ellas, al
variar v, constituye el haz. ZARISKI justifica esta definicién cuando,
al particularizarla al caso en que A es ampliacién trascendente pura
del cuerpo base %, obtiene el haz lineal de la geometria clésica:

fl (xly---:xm>+)\f2(xb"')x?n)=0‘

Pues bien, si consideramos ahora un subcuerpo X de X, sobre el
cual sea éste algebraico, y un modelo V de 3, cada uno de los divi-
sores Wy, ..., W, de X, que habiamos obtenido como extensiones de
v, se restringe en un divisor de X con la multiplicidad correspon-
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diente, Wy, ..., W,; si los modelos estan elegidos de modo que V sea
entero sobre V, podemos asegurar que los divisores w; son de prime-
ra especie en V. Asi, a cada divisor v de A corresponde una subva-
riedad de dimensién méxima de 7 y el conjunto de todas ellas dire-
mos que forma un kaz en el sentido en que aqui lo estudiamos.

Si, como en el caso de ZARISKI, A es ampliacién puramente tras-
cendente de %, el haz obtenido en ¥V es un haz algebraico de los de-
finidos en la geometria clésica, esto es, el conjunto de subvariedades
representadas por una ecuacién

F(xlx LI 1xm’ 2’) = 0;

para cada valor del pardmetro A.
Este resultado, que hemos expuesto en una comunicacién atin
inédita (!), conduce de modo natural al concepto de sistema algebraico

F(xl,...,xm, )»1,..., Z.,)=0

de subvariedades. Mediante él se puede llegar a un concepto relati-
vo de equivalencia algebraica de divisores, llamando algebraicamente
equivalentes a aquéllos que pertenecen a un mismo sistema alge-
braico de divisores.

El trabajo presente no alcanza a cubrir toda esta teorfa que ac-
tualmente tenemos en preparacién. En él construimos el concepto
de haz y caracterizamos los puntos ordinarios, puntos base, puntos
singulares y envolvente de un haz. Particularizando al caso de los
haces algebraicos se obtienen los resultados bien conocidos de la geo-
metria clésica.

El profesor ABELLANAS nos ha sugerido algunas de las ideas fun-
damentales que nos han llevado a elaborar la teoria completa.

2. DEFINICIONES Y CONSTRUCCIONES DE LOS HACES.

El cuerpo £ de constantes se supone algebraicamente cerrado y
de caracteristica cero.

Sea V una variedad normal de dimensién 7, definida por un anillo
de polinomios

D—: k[xh ceey xm]

finitamente engendrado sobre % e integramente cerrado en su cuerpo

de cocientes X.

(1) Definicion de sistema algebraico de subvaviedades mdximas de una va-
riedad, enviada al Congreso Luso-Iispafiol para el Progreso de las Ciencias,
a celebrar en Oporto el mies de junio de 1962.
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Sea ¥ una extensién algebraica finita y normal de £ y 4 un ele-
mento primitivo de esta extensién, que elegiremos entero sobre o:
% = 3 (4). Construimos los anillos o’ =0 [4] y o, cierre integro de o
en X. Ias variedades correspondientes, V' y V, seran birracional-
mente equivalentes y de dimensién #, y V, ademads, es variedad nor-
mal. Es inmediato el siguiente

LeMA 1. El cierve integro de o’ es también o.

DreMOSTRACION. En efecto, por ser o cierre integro de pen I,
v es integramente cerrado en X y por ser o’ D o, el cierre integro
o'* de o’ contendrd a o; pero, entonces, o'* es entero sobre o’ que,
a su vez, es entero sobre o, luego [5] o'* es entero sobre o y estard
contenido en su cierre integro o.

La definicién de haz que ZARISKI establece en [4] es la siguiente:

Sea A c¢ X un cuerpo de grado de trascendencia 1 sobre % y

v un divisor primo de A. Sean Wy, . .., w, los divisores primos de X,
en numero finito, que son de primera especie en o y cuya restriccién
aAesVv:Rw;NA=R,1=1,...,s; deA un pardmetro de uni-

formizacién para v y o; = W; (d). Entonces, el divisor

0y

a, = Wi ... W

de X, de primera especie en o, diremos que es el divisor de ¥ corres-
pondiente a v, respecto de V. Si ahora hacemos recorrer a v todos
los divisores de A, se obtendrd el conjunto de divisores {a,} de X.

Sea W, el centro del divisor primo W; en V, al cual correspondera
el ideal primo minimo $P; de o. El centro de a, en V serd una sub-
variedad de dimensién mixima, » — 1:

Ay = Wo .. W

de V (3), correspondiente al ideal

a, = P ... B
de o. Tl conjunto A = {A,} de subvariedades correspondiente al
conjunto {a, } de divisores antes definido, constituye un haz de Zariski
de subvariedades de V.

Sea ahora w la restriccién a = de un divisor w de = de primera
especie en o :

(2) Adoptamos la notacién multiplicativa en vez de la aditiva «,W,+...
+ asWs de [4] por continuar la analogia con los ideales y los divisores. Nuestra
notacién equivale, pues, a decir que Ay se compone de las subvariedades W,
cada una con multiplicidad «,, respectivamente.
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ProOPOSICION 1. El divisor W es de primera especie en o' y el W
de primera especie en o. Reciprocaimente, si W es un divisor de X, de
primera especie en o, W es de primera especie en o y en o'.

DEMOSTRACION. La reduciremos a la relacién entre los diviso-
res correspondientes de ¥ y ¥ que sean de primera especie en o y o,
respectivamente. La propiedad anédloga para o se sigue de modo
trivialmente andlogo, por el hecho de ser también o’ entero sobre o.

En primer lugar, siendo o entero sobre o y éste, como o, integra-
mente cerrado, todo ideal primo minimo % de o yace sobre un ideal
primo minimo P # (0) de v; y reciprocamente, por no _poseer ambos
anillos divisores de cero, a cada ideal primo minimo ¥ de o corres-
ponde en o un ideal primo minimo P al menos, y a lo mas un ntimero
finito, que yace sobre . En efecto, si # es minimo en o, por depender
o integramente de o, existird [5] un ideal primo £ c o tal que
$No = P. Si P no fuese minimo, habria un ideal Poc v, B2 By 7 (0);
entonces, [1]

Po N 0 = By #~ (0)

luego Py C P. Pero como dos ideales B D%, no pueden yacer sobre
el mismo ideal de o [5], resultard que %o es un ideal propio de o,
propiamente contenido en $, contra la hipétesis de ser éste minimo.
De un modo andlogo se demostraria la inversa.

Sea ahora B un ideal primo minimo de o y w el divisor primo cuyo
centro en o es P; entonces, por ser w de primera especie en o,
R_=vo5, v =%BR; pnNo=%

w w

w

Llamemos § —= Ry, m = py, al anillo e ideal, respectivamente,

de la valoracién w. Sea § el cierre integro de Sy my, ..., mt, los idea-
les primos méaximos de & ; sabemos [1] que los m; yacen sobre m y
el anillo semilocal (§; m;,..., my) diremos que es el cierre integro

de § en ¥. Llamando
& = Jm, wm=m &,

los anillos locales (R, ny), ..., (%, 1) se dice que son los anillos lo-
cales de § que yacen sobre el anillo local (§, m), los cuales, por ser
2|2 extensién normal, son Z—conjugados.

Estos anillos locales son exactamente los de las valoraciones
Wy, ..., W, ampliadas de W a X es decir, & = Ry, m; = pw,. Los

ideales B; = n; N o, distintos por ser | normal, serdn los centros de
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esas valoraciones en o y, seglin vamos a ver, ideales de o que yacen
sobre el ideal P de o. En efecto:

”S,-ngz(ninn) nE:(m, ﬁin[)) n—E
= (; Sm, N o) No = [(m; Sm, N ) No]ND = (mNo)No=mnNo=7P.

Entonces, por ser P un ideal primo minimo de o, los ideales B; de
o que yacen sobre él serdn ideales primos minimos de este anillo,
luego las valoraciones w; de X, ampliadas de la W, serdn de primera
especie en o ya que tienen en él como centros los PB;.

Lo mismo se demostraria la reciproca. Segin ella, la restriccién
a % de un divisor w de %, de primera especie en o, tendra como cen-
tro P en o el ideal B N o, donde P es el centro de W en 0. Pero P exis-
te siempre, segiin hemos visto, y es minimo en v, luego toda valo-
racién de X de primera especie en o tiene restriccién no trivial sobre
T que es de primera especie en o.

Esta Proposicién nos permite construir un haz sobre V de la
siguiente forma :

Sea a, = Wi'... Wi el divisor de X, de primera especie en o,
que hemos definido a partir de cada divisor primo v de A. Sea W;
la restriccién a X de cada divisor primo w; contenido en ay; esta
restriccién hemos visto que existe siempre y es de primera especie
en 0. Ilamemos 53,- = pyw, N 0, que serd un ideal primo minimo, a
su centro en este anillo, y W; a la subvariedad (» — 1) — dimensional
de V correspondiente a este ideal. Si algunos divisores primos
Wi, ..., W, de a, se restringen en un mismo divisor primo w de 3,
por ser X|X normal se cumplird [5] que todos ellos tienen el mismo
indice de ramificacién e respecto de W ; entonces, considerando el

menor de los ntimeros ? ,i=1,..., h, diremos que a W{*... W
.« . b = , o

le corresponde el divisor wf de X, f = min. {f} Operando asi con

todas las componentes primas de ay, se obtendrd en ¥ un divisor

a, = wi'. .. W,

de primera especie en o y del cual diremos que es el divisor de
correspondiente al divisor v de A. A este divisor corresponde en o
como centro un ideal
av=§~B‘lel--- ft,
ideal de o sobre el que yace a,, y, por tanto, una subvariedad de
dimensién » — 1:
Ay = Wi, .. Wbk,
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Pues bien, haciendo como antes recorrer a v todos los divisores
primos de A, se obtendrad un conjunto de divisores {ay} de X, cuyos
centros en V definen un conjunto % = {Ay} de subvariedades ma-
ximas de 7 de las que diremos que forman un kaz en V.

De la Proposicién 1 se deduce también que el haz % podriamos
haberlo formado a partir del anillo o’, siguiendo un camino idéntico
al que hemos utilizado a partir de o. Por ser ademds X cuerpo de
cocientes también de o', resulta que su subcuerpo A define en V’
un haz de Zariski :

U = {4’} Ay =W'TP.. . W,

donde cada W’; se corresponde con el ideal $’; de o', centro en este
anillo del divisor w; de Z. En efecto, B’; es (Prop. 1) un ideal primo
minimo de o', luego W’; es una subvariedad de dimensién méxima
de V'. Asi, igual que antes, al conjunto {a,} de divisores de X, que
serdn, segun acabamos de ver, de primera especie en o/, correspon-
de en este anillo un conjunto de ideales

o'y}, oy = BT LB
cuyas subvariedades correspondientes definen el haz de Zariski
W = {A'}.
El subcuerpo A define, pues, en V y en V'’ haces de Zariski y

en V un haz %, restriccién a esta variedad de cualquiera de los ha-
ces de Zariski % y «'.

LEMA 2. Si Ac 3, e haz definido por A en V a través de
coincide con el haz de Zariski definido en V por A, como subcuerpo
de .

_ DEMOSTRACION. Sea U el haz de Zariski que A define en V' y
% el haz definido en V por el mismo subcuerpo ; llamemos finalmente
% al haz de Zariski que A, como subcuerpo de 3, define en V. Hay
que demostrar que % — 9. Sea v un divisor de A, w una ampliacién

a I en el sentido antes estudiado y w la restriccién de w a 3. En
primer lugar, por ser

Ry, = RynA = (R,nX)nA = RynA

serdA W una ampliacién de v a X, con las condiciones requeridas.
Si d es un pardmetro de uniformizacién de v y w(d) = «, W(d) = B,
w formaré parte de a, con exponente « y wforma parte de a, con ex-



Clasificaciéon de puntos de una variedad respecto de un haz 187

ponente f. Sea ¢ el indice de ramificacién de w sobre W ; entonces
B¢ serd el ideal de o que yace sobre B, con las notaciones empleadas

hasta ahora Luego, si %y, ..., % € = son coordenadas de uniformi-
zacién de w e Vise oo Yy €25 10 son de w, serdn, por ejemplo,
% = Y2, 2e Ry.

Por otra parte, de las condiciones impuestas se sigue :

d=xlz, z€ Ryc Ry,
luego

d =7 2z, 2.2€ Ry;

asi que « = W(d) = ef. Pero entonces resulta que w formara parte
del elemento a,, correspondiente al haz ¥, con exponente % = B, es
decir, el mismo que en el haz de Zariski 9. Como esto es vilido para
todos los divisores, se ve inmediatamente que a, = av, luego oA = 9.

TeoreMA 1. El haz ¥ definido en V por A no depende del su-
percuerpo X de X elegido para hacer la construccion.

DEMOSTRACION. Si X* es otra ampliacién normal de 3, podemos
suponer, sin restringir la demostracién, que Z* 2 X, pues en caso
contrario elegirifamos un supercuerpo X** que contuviese a X y a
Z* y realizarfamos con €l la demostracién, tanto para X como para X*,

Sea, pues, * D X una ampliacién normal de > el subcuerpo
A c X define un haz de Zariski % en V y otro haz de Zariski %* en
V*, modelo de X* correspondiente al anillo o*, cierre integro de
o en I*, Por andloga demostracién a la del Lema 1, o* es también
cierre integro de o en T*. Ilamamos % y %* a los haces obtenidos
en V mediante los haces de Zariski % y %*, respectivamente. A cada
divisor v de A corresponden extensiones a X*, de primera especie
en 0¥, y llamemos wW* a una de ellas y w y W a sus restricciones en
y 3 ; evidentemente, W serd también la restriccién a = de w. Resulta,
pues, que w forma parte tanto del elemento a, de % como del a,*
de u*; hemos de ver que con el mismo exponente. Por el Lema ante-
rior, si W* tiene exponente « en a,* y si W tiene exponente § en a,,
% serd el indice de ramificacién de w* sobre w. Pero, por la construc-
cién de nuestros haces, W tendrd en av como exponente £ ., siendo
e el indice de ramificacién de w en W, y en av*, exponente ., sien-
do e* el indice de ramificacién de w* sobre w. Entonces, flamando

WEE¥) =T* w(E) =T, wE) =T,
TcTI'c I'x,
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a los grupos de valores de las respectivas valoraciones, se tendri
S=(0*:T), e=([': 1), ¢* = (I'*:T);

y como se verifica siempre

(D% :T) = ([*: T . (I': ),

resultard %— . e = e*, luego & = ﬂ;, es decir, los exponentes de W en

a, y en a,* coinciden; y, verificindose lo mismo para los restantes
divisores, serd a, = a,* y, por tanto, A = A*,

CorOLARIO. EI cuerpo A define univocamente el haz % construido
sobre V.

Estos resultados justifican, por tanto, las siguientes

DErINICIONES. Todo cuerpo A, de grado de trascendencia 1
sobre % y finitamente engendrado sobre él, cuyos elementos sean al-
gebraicos sobre el cuerpo X = k(V), define, segtin el proceso aqui
estudiado, un haz A de subvariedades de dimensién méxima de V-
Si A ¢ %, diremos que el haz definido en V es un haz de Zariski.
Si A = k(6), 0 algebraico sobre %, el haz % definido por A se llamara

haz algebraico, y si fuese 6 € X, serd un haz lineal (3).

3. RELACION DE LOS PUNTOS DE V CON EL HAZ %.

Sea # = [Z: ] el grado algebraico de la extensién Elg. El po-
linomio minimo f(X) del elemento primitivo 4 de X sobre X serd un
polinomio de dependencia integra,

X)=X"+a, X'+ ... +a,

y, por ser o integramente cerrado, sus coeficientes a; € o [5]. Ademas,
trivialmente, {1, 4,..., 2*7!} es una base de o’ sobre o ya que, en
efecto,

04+0A4 ... FoAlco[A] =0 ;

(3) ZaArISKI muestra en [4] que el haz lineal asi definido coincide, en las
hipotesis establecidas aqui, con el haz lineal cldsico de subvariedades; en-
tonces, los haces de Zariski son una generalizacién de estos haces lineales en el
sentido que exponiamos en [2]. Precisamente siguiendo esta idea geométrica
es como definiamos nuestros haces, que alli llamdbamos familias unidimen-
stonales, generalizando la idea clasica de haz algebraico. Iin la coinunicacién
a que hacemos referencia en la nota al pie de pagina (1), mostramos cémo
el que aqui llamamos haz algebraico reproduce también en 7 este comncepto
clésico.
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y, reciprocamente, si u €0, serd

u=mo+ m A+ ...+ myl, m; €0,

y donde se supone g > #, puesto que, si g < #, serfa evidentemente
ueo + ... 4 oA*1; entonces, de f(1) = 0, resulta

M= —(a =14 ... 4+ a,), a; € o;

Al = — (g A"+ ...+ a,d)
=—[—a@» +...+a)+a'+.. . +a,l]
—aya,+ (@@, +a)h+ ...+ @ +a)leo4... 4ot

y asi sucesivamente ; es decir, para cualquier g > # se tiene

Meo+ oA+ ... Foat;
por consiguiente. L _
peo+od4 ... foirl =0

Sea P un punto simple de V definido por el ideal primo maximo
p de 0. Por ser o y o integramente dependientes de 0, existe un
namero finito de ideales primos, en ambos anillos, que yacen sobre
p. Sean 'y, ..., PR Y P, ..., p,, respectivamente, estos ideales
primos de o’ y o tales que

YiNo=p,i=1,...,h; pNo=pj=1,...,q.

Tanto los p’; como los p; son ideales primos maximos de o’ y o, res-
pectivamente [5], y representarin puntos P’; de V' y P; de V. Fi-
nalmente [1], los py, ..., p, forman un conjunto completo de ideales
conjugados respecto de X al ser o el cierre integro de o en el cuer-
po T de la extensién de Galois %{Z. Evidentemente, los ideales p;
son las extensiones a o de los ideales p’; de o' : p; N o’ = p’;, para
algunos ¢, j. Se verifica, pues, de todas estas consideraciones,
h<g<n=[Z:Z].

Por ser {1, 4, ..., 21} una base de o’ sobre o y por una demos-
tracién anéloga a la del teorema de Kummer [5], construiremos el
ideal p’;, que yace sobre el ideal » de o, mediante el siguiente proce-
so : El homomorfismo natural

E——>_Dﬁj = 00

induce un homomorfismo entre los anillos de polinomios 0 [X] 00 [X]
que equivale a tomar mddulos respecto de p en los coeficientes de
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cada polinomio de o[X]. Entonces, el polinomio f(X) de definicién
integra de A se representa mediante este segundo homomorfismo en
el polinomio fo (X):

fX) > PX)=X*+al Xr~1 4 ... Fage®[X], a =a’(p).
Pero, por ser p méximo, se tiene el isomorfismo

0 =ojp~ &k,

y habiendo supuesto a % algebraicamente cerrado, f°(X) tendrd una
descomposicién en factores irreducibles sobre o® de la forma :

h

pe) = I1&x -8 2e=n

i=1

Sea X —1, 1, =1° (5), un elemento de o [X] que se representa
sobre el X — 19 de 0° [X] en el homomorfismo establecido antes. For-
mando entonces los ideales

pi=0"p+0 (A —1), q; =0 g'l- o' (A — L)%,
se prueba como en [5] que estos ideales son los de la descomposicién
primaria o' p =q'; N ...Nq";, donde los p’;, 1=1,..., A, son los

ideales primos correspondientes a los q’; que yacen sobre p.
Geométricamente, pues, a cada punto P de V le corresponden

los A puntos Py, ..., P, de V' definidos por los ideales o'y, ..., q';
de o’. Si, como hemos supuesto, 0o =k [x,..., %,] ¥
P=0F —Cpyuunr¥pm—Cp)y Cek,

cada ideal p’; de o’ que yace sobre b serd:

pi=0 (% —cCi,.. X —Cm A —0), T1=1,...,h,
es decir, el punto P de coordenadas (cy, ..., c,) se extiende a los &
puntos P’; de coordenadas (¢{, ..., Cm b), 2 =1, ..., h, cada uno de

ellos con una multiplicidad g;, respectivamente, de modo que

=

@
0 = 7.

]
—

i

La interpretacion geométrica de los ideales p’; y a'; es ya, pues,
muy expresiva. Si, por simplificar el razonamiento, suponemos que
o = k[x;, %,] es el plano, entonces o' = k [x;, %, A] con (%, %,, A)
= 0, es la superficie V' dada por esta tltima ecuacién en el espacio
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de tres dimensiones. Cada punto P (c;, ¢,) del plano se extiende a V'
segtin los puntos P’;, .. ., P’, que se proyectan sobre P paralelamen-
te al eje ; el conjunto de todos ellos es o’ p. Cada uno de esos puntos
P'; tendra, pues, por coordenadas (ci, ¢,, /;), donde /; es la coorde-
nada correspondiente a A. Si cortamos a V' por el plano A —7; = 0,
paralelo al (x; x,), dard en V' una curva interseccién o’(A —/;); evi-
dentemente, el punto P’; es la interseccién de esta curva con o' p,
es decir, vendri dado por el ideal o' p 4 0’ (A — ;). Si P’; fuera de
multiplicidad g;, el plano 4 — /; = 0 habrd que contarlo g; veces,
(A —1)% =0, y dard q'; en la misma forma.

Segiin esto, si el exponente ; correspondiente a la raiz Iy de la
descomposicion factorial de f°(X) es 1, el pumnto P’; (c1, ..., Cm, ;) €s
un punto simple de V'.

Pero, por ser o cierre integro de o’ a cada ideal maximo p’ de o
corresponde un numero finito de ideales p de o. Si el punto P’ co-
rrespondiente a p’ era simple en V', le corresponde un tdnico ideal
primo p en o y, por tanto, un sélo punto P de V. Asi, pues, la ex-
tensién de un punto P de V, correspondiente al ideal primo p de o,

se puede hacer mediante la extensién a los puntos Py, ..., P, de
V’, correspondientes a los ideales

p’l)"': ‘plh; p’izo’_ﬁ_i_o’ (Z—‘l,),
més una nueva extensién de estos dltimos puntos P’; a los puntos
Py,..., P, de V. En todo caso, ¢ <% = [X:ZXZ] ya que, por ser

la extensién X|¥ normal, todos los ideales p; de o que yacen sobre
el ideal p de o son conjugados y el grupo ® de Galois formado por
todos los ¥ —automorfismos de X tiene exactamente # elementos.
Asi que todo ideal p; se obtiene aplicando un automorfismo y € @ a
otro de esos ideales, p; por ejemplo:

p,No=pNo=p; v b)=w, i=1,..., n
A lo més, pues, a un punto P de V le corresponden # puntos
Py,..., P,de V.

Esta situacién equivale como se sabe (véase, p. ej. [1]), a consi-
derar a ¥ como un recubrimiento de orden # de V. Si a un punto
P de V le corresponden menos de % puntos, Py, ..., P, ¢ <mn, de
V, se dice que P es un punto rama de este recubrimiento.

DEFINICION.  Los puntos rama del recubrimiento V|V se llaman
puntos caracteristicos del haz ¥. Al lugar de los puntos caracteristicos
de U se le lama envolvente de este haz.
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PROPOSICION 2. La envolvente del haz U es la subvariedad de V
definida por el ideal D (oo) € o, 0 ideal discriminante de o sobre o.

La demostracién es consecuencia de la definicién de ideal dis-
criminante, como se puede ver en [1].

En ese recubrimiento, llamemos, como siempre, w; a las exten-
siones en X del divisor w de X'; %; a los ideales primos minimos de
o extendidos de un ideal minimo P de o; eventualmente pueden ser
$; v B centros en los correspondientes anillos de las respectivas valo-
raciones W; y W; y sean, finalmente, p; los ideales primos maximos,
extensiones a o del ideal primo maximo p de v. Sean también y; ele-
mentos del grupo ® de ¥ —automorfismos de .

PrRoOPOSICION 3. Empleando las anteriores notaciones, se verifican
las relaciones :

1) B=v(Bi) — W; = W,op~ 1, siendo B; el centro en o de W,
para todo .

2) Sipo ‘:1; a cada ampliacién v; de v se le puede asignar una
ampliacion B; de B de modo que p; 2B;, vy veciprocamente. Y si p; =y (v;),
también B; = y (B;)

3) op,NZ = op.

DEMOSTRACION. 1) El divisor w de X se extiende a X segin los
divisores conjugados W;, es decir, si w; es uno de ellos, R, N S = Ry,
los restantes seran de la forma w; = w;oy,7 !, ;€ ®. Sean B, y P; los
centros de w; y W; en o; se verificard : $; = y; (B,). En efecto,

S‘Bl-__pwlno: agi:pwino;
si a € By, Wy (a) > 0; pero
Wy (@) = (W;o;) (@) = Wi (y; (a)) > 0,

luego y; (@) € B;, o sea, y; (B;)c B;. De aqui, y siguiendo el camino
inverso, resulta P; = p; (B;) y de modo andlogo se veria el reciproco.

2) SipoByp;No=yp, existe [5] un ideal PB; que yace sobre
P v tal que p; D B;. Y reciprocamente. Entonces, como los ideales p;
son X —conjugados, si p; = y (;) ¥ son B;c p;, B;cp; las extensiones
de P cuyas subvariedades correspondientes, W; y W;, pasan por los
respectivos puntos P; y P; correspondientes a p; y p;, se tendrd
y (B;)cp;; y como y (B;) es una extensién de ¥ que ha de pasar,
seglin esto, por P;, serd y (B;) = %;.
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3) Si —eop, seran a,beoc o, b¢p Si fuese bcp,, como be o
se tendria b ¢ p, N0 D p vy, siendo p max1mo bep, contra la h1po
tesis; luego 4 €vp,. De aqui resulta que op C op, N E; sea ahora
P ey, N 3 por ser p e ¥ y ¥ cuerpo de cocientes de o, _podremos
elegir a, beo tales que p = 5 ; si fuese b € p, como p =p; No
serfa b ep;, luego p = 7 venﬁcana a, beovco, bey;, contra la
hipétesis de ser p eop. Por consiguiente, b¢p y de aqui, peop,
Queda asi demostrado que pp, N = op.

Segtin esta proposicién, si Vv es un divisor de A y w; las exten-
siones a X, de centros ®; en o, que definen el elemento A, del haz
de Zariski %, si alguno de los 1dea1es B; esti contenido en p;, s
restricciones ‘.]3, y p verifican iB (= p, pero ‘B, sera, entonces, com-

ponente de un elemento A, del haz % sobre ¥ ; por tanto :

CorOLARIO. Por cada punto P de V pasan los elementos A, de %
que son restricciones de los elementos de U que pasan por cada uno de
los puntos P; que son extensiones de P a V.

DEFINICION.  Diremos que un punto de V es punto base del haz
9 cuando todos los elementos de ¥ pasen por &l

PROPOSICION 4. La condicién mecesaria y suficiente para que
un punto P sea punto base de U es que al menos una de sus exten-
siones P; sea punto base del haz de Zariski U de V.

DEMOSTRACION. Si P; es punto base de %, todos los elementos
de % pasan por €l ; las restricciones de estos elementos a V, que son
los elementos de ¥, pasardn todas, segiin acabamos de ver, por la
restriccién de P; que es P, luego éste serd punto base de %. Recipro-
camente, si P es punto base de ¥, por él pasaran todos los elementos
de % ; cada elemento de % que yace sobre el correspondiente de %
pasard por alguno de los puntos P;, en nimero < #, que yacen so-
bre P ; luego por uno al menos de estos puntos P; pasard més de un
elemento de % ; esto es suficiente [4] para que sea ya punto base
de .

CorOLARIO. Una condicion necesaria para que P sea punto base
de U es que opNA = &, donde v es el ideal correspondiente a P en o.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 3, 3), opc op,. Siendo P pun-
to base de ¥, lo serd P; de ¥, luego [4] op, N A = k&, por ser % alge-
braicamente cerrado, de donde se sigue el corolario.
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La condicién no es suficiente. En efecto, si elegimos como con-
traejemplo el haz algebraico, A =%(0), 6¢3; £ n A =k, luego
todos los puntos de V serfan puntos base del haz.

Volvamos a la descomposicién factorial

h h
P& =11 @ -8 2 a=mn
i=1 i=1
correspondiente al ideal p ¢ o, que hemos desarrollado al principio
de este parrafo :

DEFINICION.  Si para un punto P de ¥V se verifica que en la des-
composicién factorial del polinomio f°(X) correspondiente al ideal
p de este punto son iguales a 1 todos los exponentes g;, diremos que
P es un punto ordinario del haz %. En caso contrario se dice que es
un punio de aproximacion.

Entonces, si un punto P es ordinario, se extiende exactamente a
n puntos P’y,..., P, de V', cada uno de ellos de multiplicidad
o; = 1, es decir, son puntos simples de V’. Ahora bien, segin hemos
también visto, a cada P’; le corresponde un tinico ideal primo ;
de o, o sea, un tnico punto simple P; de V. Todo punto ordinario
P de V se extiende, por lo tanto, a #» puntos P;,..., P, de V.
Tuego :

PROPOSICION 5. Los puntos caracteristicos del haz A son puntos
de aproximacion de este haz.

Los puntos de aproximacién que no sean caracteristicos verifi-
caran las dos condiciones siguientes : Su extensién a V' esta formada

por ¢ < puntos P’y,..., P’';, y la extensién a V por # puntos
P, ..., P, Es decir, aquellos ideales p;’ tales que

Oi=0p+0o (A -k o>1,
se extienden a o seglin p; ideales primos p;;, ..., P, , Zo; = #n. De

aqui se sigue [3] que los ideales p’; contienen al conductor c(o, o)
de o’ respecto de o: ¢ (o', 0) := 0 (b';), y, por tanto, los puntos P’;
pertenecen a la subvariedad de V' definida por ese conductor. Esto
justifica la siguiente

DEFINICION. A los puntos P de I_/ﬁtales que p Dc(o’,0) N o
les llamaremos puntos singulares del haz U.

CoroLARIO. Los puntos singulares del haz 9 som puntos de apro-
ximacion de ese haz.
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Por cada punto P; de V correspondiente a un punto ordinario P
de %, que no sea punto base, pasa uno y solo un elemento [4] del haz
de Zariski %. La restriccién de este elemento a V serd un elemento

del haz % que pasard por P. Siendo # los puntos P; ampliados del P,
se tendrd :

PROPOSICION 6. Por cada punto ordinario del haz A, que no sea
punto base, pasa uno al menos, y a lo mds n, elementos de U.

TEOREMA 2. Si P es un punto de aproximacion de U se verifica
o' (f(4),f () noc,

siendo f(X) el polinomio minimo de definicion de Ay v el ideal de v
correspondiente a P.

DEMOSTRACION. Por la hipétesis hecha sobre P, se tendra
PX)=1(X—19%, ¢>1,
para, al menos, una g,. Luego
o (X) €00 [X](X — 13),
y también (f0(X))’ pertenecerd a ese ideal. Entonces,
f(X), f(X) eo [X] (X — 1),
(f2), F(A) eo” A —L)ep’.
De aqui, por yacer p’; sobre p, resulta

(f(3), f (@) nocy.

COROLARIO. Si A = k(A), el haz U es un haz algebraico definido
por la ecuacién

o sea,

f@, .oy X ) =0,

y todos sus pumtos de aproximacién verifican las ecuaciones
f(xl,..., Xoms 2,):0
f’l(xl: e v ey xm, ]H) = O.

13 — Collectanea Mathematica
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