SOBRE EL PROBLEMA DE WATSON CON COTAS
DEPENDIENTES DE &e 2

POR

DiEco RAMIREZ DURO

Al Profesor D. José Maria Orts

El Problema de Waison plantea la cuestiéon de determinar con-
diciones necesarias y suficientes que debe satisfacer la sucesién de
cotas {m,} para que una funcién, f(z), analitica en un cierto recinto
y que satisfaga en el mismo las desigualdades

f&)] <7="m,, (r=|2)),

para n =0, 1, 2,..., sea idénticamente nula.
En este trabajo consideramos una funcién, f(z), analitica en un
semiplano y que satisface en el mismo desigualdades de la forma

If(2)] < my(r, %), (* = 2|, x = Re 2),

para n(real) > 0. Imponiendo ciertas condiciones a las funciones
my(¥, %), damos una condicién necesaria que debe satisfacer la fa-
milia {m,(r, x)|#» > 0} para que se implique la anulacién de f(2).
Asimismo determinamos la solucién del Problema de Watson cuando

M7, %) = ¥ ~"u,(x),
siendo u,(x) un tipo muy general de funciones de x.
TrOREMA 1. Sea m,(u, v) una funcion real y positiva de u>v >0,

para cada n > 0, y tal que:

(@) my,(u, v) es funcién no creciente de uw > v para cada v>0 y
n >0,

(b) m,(u, v) es funcién no creciente de v <u para cada w >0y
n >0,
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(c) my,(u, ve—cg) < AP m,(u,v) v m,(u, 0) < Aef? m,(u, v), para
cada n >0, un crerto « >0y un A > 0.
Si

+co
(1) ( 195.-?& dr < 4o
J1 4
stendo

T() = Sup _
0<n<aer M, (7, C1)

y ¢ = 1[ae, existe una funcién, {(2), analitica en &Re z > 0, que satis-
face las desigualdades

(2) /@) < malr, x), (r = 2] ¥ = Re 2),
para n > 0.

DrMOSTRACION. En efecto, si se verifica (1) existe, (MANDEL-
BROJT, [1]: 30), una funcién, g(z), analitica en &z > 0 y tal que

lg(2)] < (T(7)~! <m, (7, cn)

para todo z del semiplano Re 2 >0y n > 0.
Por otra parte; la funcién

Pa(%) = %=, (¥ >0),

tiene un méiximo en x = nf« ; por consiguiente,

ax n
e, < —=cn,
oe

de donde

X ax
"> —
4

€

y, teniendo en cuenta (b) y (c),
my(7, cn) < m,(7, xe—a—:) < AeP* m,(r, x).
Entonces, la funcién
flz) = A=1e=Pg(z)

es no idénticamente nula y satisface las desigualdades (2).
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OBSERVACION 1. St m,(7, x) = r="u,(x), siendo u,(x), para cada
n >0, una funcién no decreciente de x vy tal que
Ual%]q) < g7 pa(®)
para todo q > 1y una cierta constante y, m,(r, x) satisface las condi-

ciones (a), (b) v (c). En efecto, (a) y (b) son inmediatas y, para que
se verifique (c), basta tomar A =1y g = ay.

TEOREMA 2. Sea f(z) una funcién analitica en &Re 2 >a >0y
tal que se verifiquen las desigualdades
3) H@] < 7" ), (r = lal, 2 = e 2> o),

para n >0, siendo p,(x) una funcién real y mo creciente de x para
todon>0,yc>1. S

+t1og T (7)
@ | e
<1
stendo
T(r) = Sup r
»20 uo(cn)
es f(z) == 0.

DEMOSTRACION. En efecto, teniendo en cuenta (RaMIREZ DURoO, [3]:
45) vemos que las integrales

1 7’2
con
r"
T(r) = Sup
n20 p,(cn)
y
(* fog Tu(r)
I r?
con
Ty(r) = Sup { ” n]=»> 0}
tn(cn)

divergen simultidneamente. Por consiguiente,

f”Mdy:er,

2
1 4
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Si ponemos
p*(6) = T 3) (] = 9},
resulta de (3)
A < 7 + 1),
para Rez>clr+1) yr=0,1,2, ....
Si hacemos ahora

Tofr) = Sup ——
)=S0 )

por ser u,(x) no creciente en x y
ta(cn) = palc(v + 1)) = w* (c(v + 1)),

es
Ta(r) = Ty(7)

r+oe
].Og '12-\2(7) d,, — + co

4

1

De aqui se sigue, teniendo en cuenta (RODRIGUEZ-SALINAS, [2]:
207) que f(z) == 0.

CoroLarIO 1. Sea f(z) una funcidn analitica en He z>a >0,
tal que se verifiqguen las desigualdades (3) y {u,(x)|n > 0} una familia
de fumciones reales, no decrecientes, de x > 0 vy tales que

pa(*[q) < q"pa()

para todo ¢q =1, n >0, y una cierta constante y. Emntonces, una
condicion mecesaria y suficiente que debe verificar {u,(x)|n > 0} para
que sea f(z) == 0 es (4).

CoRrOLARIO 2. Sea f(2) una funcion analtica en & 2> a >0y
tal que, siendo 0 < p, < pn y 0 < p < 1, se verifiquen las desigual-
dades

(5 )| < e (= re¥)

My,

para todo n > 0. Entonces, una condicion mecesaria y suficiente que
debe satisfacer la familia de funciones reales mo mnegativas

My

p(%) = —=, (W =n—p,n=0),

xPn
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para que resulte f(z) : 0 es

J‘+”Md, i

1 r
stendo
— by yh—Py
T(r) = Su (n — ) .
( ) 11210) mn

En efecto, observemos que las desigualdades (5) podemos poner-
las en la forma

1)1 <22, > 0),

donde
My,

iu’v(x) = xPn ’

es no creciente en x, y basta tomar y = /(1 — p) para que
pl%9) < 97wy (%),

con lo que se cumplen las condiciones impuestas en los teoremas 1
y 2. Ademis, si llamamos
. L e 2
T#*(r) = Sup ———,

n=>0 Moy,

T(r) y T*(#) convergen o divergen simultineamente, ya que

1 n
MWy "y, i 7
y, llamando
? P
c=(1—¢)1—¢’s<1 —Bp—tcy,

vemos que
T*(cr) < T(r) < T*(r).
Este CorROLARIO 2 mejora el TEOREMA 7 de [3] ya que alli, atn
obteniendo la misma solucién, imponiamos la restricciéon

75n=?5”+9n

con

{><1yg,,=0( i )
log n
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