ILA CATEGORIA AT
por

J. R. CaruncHO CASTRO

El principal objeto del presente trabajo es el estudio de la exac-
titud de la categoria de T-algebras, AT, sobre un triple T = (T’; 9, p),
asi como el estudio de que propiedades de la categoria AT pueden ser
obtenidas en la categoria 4. Un resultado de Eilenberg-Moore [3]
resuelve este problema en el caso de que A es abeliana. T,as defini-
ciones de triple, algebra y de la categoria AT asi como sus propie-
dades pueden verse en [1] o [2]). -

1. I.A CATEGORfA AT.
Sea T = (T; #, p) un triple en A.
(1.1) Si A tiene objeto final, entonces AT tiene objeto final.

Si X es dicho objeto final, X es final en AT cuando se lo da como
estructura la tnica flecha de TX — X.

(1.2) Si A tiene cero y T conserva el cero entonces AT tiene cero.

(1.3) Si A tiene cuadrados cariesianos (pullbacks); entonces AT tieme
cuadrados cartesianos. -

Consideremos el diagrama:

(¥, 0

X6 — 5 (Zo
/
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en AT, aplicando UT, se obtiene el

)

7 Y
|
v 4
Z

Del diagrama:

se sigue la existencia de una tnica 6: 77U - U con v°d = &°Tv
vyucd=0°Tu

Veamos que (U, ) es una T-algebra:
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A,) del diagrama:

>
>

s

de u°dn,=0°Tu°n,=0°n°u=muy del analogo v°d°y, =v
se sigue: §°n, = 1,.

AZ) del diagrama’: " x

& > v
|

lg

X —> Z
f

como geu°8°Téd=fv°6°Tod=f&Tw°d)=f&,°TET2v=
=f°§°‘ux°T27)=f°§°T7)°[lfu=f°7)°a°ﬂu.
ycomo: %°8°pu, =0°Tu’p,=0°u,° T*u=0°T(0°Tu)=0°T0°Té=
—=u°d°To,v°6°Td=E°Tw ) =¢TéET2v=¢=¢p°T2v=
=¢g°T°u2=v°06°u2 de donde: 6°u2=24°T9.
Ademss: v: (U, 8) —~ (X, & y u: (U, 8) — (Y, 0) son flechas de T-al-
gebras y el diagrama en AT es conmutativo:

U

(V. 9) > (Y,0)
v 4 @)
(X, 8 » (Z,0

9 — Collectanea Mathematica
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Sea (4, «) una T-dlgebra y w: (4, o) - (X, &), k: (4, ) - (Y, 0)
morfismos de T-dlgebras con g°% = f°w, entonces en A existe una
tnica B2 A - U con u°k=hy v°k = w. B

Del diagrama conmutativo:

TA uekox

4 3%
70 k° A
" g
X 7

yde:u°0°Tk=0"Tu°k)=0°Th=h°a=u°k°a,
V°0°Th=¢"Tw k) =¢"Tw=wa=v°k°q,
se sigue que: ° Tk = k°a y de aqui que % es flecha de T-algebras.

La unicidad es consecuencia de la unicidad en 4, de donde (3) es
un cuadrado cartesiano en AT.

"

.
|
—— e

!

(1.4) Si A tiene niicleos y T conserva el cevo, entonces AT tiene niicleos.

Es consecuencia de (1.2) y (1.3) y del hecho que el niicleo de un
morfismo es el «cuadrado cartesiano» de dicho morfismo y el mor-
fismo cero.

(1.5) Si A tiene productos entonces AT tiene productos.

Sea {(X;, &)} una familia I-indicada de T-algebras, dado que

4 tiene productos sea X = IT X;, consideremos el diagrama:
- i€l

. Ty
TX > TX,

g
=
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entonces existe una & TX — X tal que para todo ¢€l es ;° § =
= 57: ° Tﬂ.,;

Veamos que (X, &) es una T-algebra:
A,) Como para todo 7€l es:
=&y m=§"Tm n,=m°Em,
se sigue: £°n, = 1.
A,) Como para todo 7€l es:
m b TE=§°T(m° & = §&°TE°T2m; = &,°p,°T2m; =
=& T p, = p° E° 1,
se sigue: £°T¢ = &°u,.

Ademsis =;: (X, &) — (X,, &) es un morfismo de T-4lgebras para
todo 1.

Sea {f;: (Y, 0) - (X;, &)}ier una familia J-indicada de morfismos de
T-4lgebras, existe una f: X — Y tal que para todo i: f; =m;° f

Como para todo 7€l es:
ok Tf=86TWm°f)=&Tfi=f"0=m"f0
se sigue que f es flecha de T-dlgebras, la unidad de f sigue del hecho
de ser X un producto en 1_‘1_ ; de aqui que AT tiene productos.
(1.6) St A es completa, entonces AT es completa.

Si A es completa A tiene (cuadrados cartesianos» y productos
entonces por (1.3) 'y (1.5) AT tiene «cuadrados cartesianos» y produc-
tos, de aqui que AT es completa.

(1.7) St A es aditiva y T es aditivo, entonces AT es aditiva.

En efecto, sea f, g: (X, ) — (v, 0) entonces f + g: (X, &) — (Y, 0)
es un morfismo de T-dlgebras (suma en 4) ya que:

(fe)oé=f&+gé=0Tf+0Tg=0°(Tf+Tg)=0T(f+¢)



136 J. R. Caruncho Castro

(1.8) Sea A4 una categoria exacta y T = (T #, u) un triple sobre 4
tal que T conserva el cero, sea f: (X, &) — (Y, 0) un morfismos de
T-4lgebras, entonces f es ménica en A4 si y solo si lo es en AT .

En efecto si f es ménica en AT y si K es su nticleo en 4, entonces
existe sobre K por (1.4) una estructura de T-algebras ¢ tal que (K, p)
es el nicleo de f en AT y como f es ménica en AT, K = 0, de donde
por ser A exacta es f ménica en A. El reciproco es inmediato

(1.9) Si A tiene conucleos y T comserva conucleos, entonces AT tiene
conucleos.

Sea f: (X, &) - (Y, 0), consideremos p: Y - Z el conucleo de f
en 4, entonces Tp es el conucleo de Tf en A, del diagrama:

7[ T 4

TX —> 7Y rz

\

Y
N

> > Y
X 7 )

se sigue la existencia de una ¢:TZ - Z con p°0 =p°Tp
Veamos que (Z, p) es una T-dlgebra,

A) e*n.=p=e°Tp°ny=p°0°n=p
de donde como p es épica por ser coigualador, g 7, = 1
M) e T2p =0T pp,=p°0°u,=p°0°T0 =
=0°Tp°TO=p"Tp°T2
y como T2p es épica por ser coigualador, gu, = g° Tp.

Ademis p: (Y, 0) - (Z, o) es un morfismos de T-algebras.
Consideremos ahora en AT el diagrama:

X, 8 ———y (), ) — (7, 0)
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entonces existe una h: Z ~A en A con h.p =g, dado que:
hoo . Tp=hp°b=gl=a"Tg=a°Th°Th

y T p es épica por ser coigualador, h°g=a°Th,

es decir %: (Z, 9) > (4, ) es un morfismo de T-algebras con %°p =
=g, la propiedad de unidad de % es consecuencia de su unicidad
en 4.

(1.10) Si A es exacta y T conserva conucleos entonces AT es mormal.

Sea (X, &) — (Y, 6) monica en AT, entonces f es ménica por (1.8),
como A es normal sea p = f°, entonces por (1.9), existe sobre 4
(codominio de p) una estructura ¢ de T-dlgebra tal que p es el conu-
cleo de f en AT

Sea el diagrama:

(X, 8) __|___f___> (¥, 0) E b (40

Z, %)

con p°h = 0, entonces existe una k: Z -~ X en 4 tal que h=f°k,
como feEThk =0°Tf°Th=0°Th="h°y=f°k°y se verifica
que: £° Tk =k ° y de donde k: (Z, y) — (X, &) es flecha de T-dlgebras
y entonces f: (X, &) — (Y, 6) es el nicleo de (Y, 0) - (4, o), es decir
AT es normal.

Dualizando y teniendo en cuenta (1.9) se obtiene:

(1.11) Si A es exacta y T conserva cowsicleos y f: (X, §) - (Y, 0) en-
tonces f es épica en AT siy solo si f es épica en A.

(1.12) Si A es exacta y T conserva cowiicleos, entonces AT es conormal

(1.13) Si A es exacta y T conserva conucleos AT es exacta. Es conse-

cuencia de los anteriores apartados de (1.13) (1.7) y (1.5).

(1.14) Si A es abeliana y T conserva conucleos y T es aditivo entonces
AT es abeliana [3].
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