LAS DERIVADAS SEGUNDAS
DEL POTENCIAL DE VOLUMEN (¥)

A1rBERTO DOU

§ 1. Introduccion

Sea £, el 4rea de la esfera unidad en el espacio euclideo E* y sea
E (x) la solucién fundamental de la ecuacién de LAPLACE, Au = 0,
también en E”. Se tiene

2, = ,x = (%1, ...,%,) ¢ E*
Tin )2 (%1 )
E(x)—;llog—— n=
27 x|’
E (%) - —-! |x2~*, n>2
(n—2)-2, ’ '

En el espacio de distribuciones de L. ScHWARTZ, la solucién fun-
damental E(x) se puede caracterizar (salvo una constante aditiva)
como la solucién de Au = 4, tal que posea simetria radial y cuyo
soporte singular se reduzca al origen. En el mismo espacio de dis-
tribuciones, una propiedad importante de E es que su producto de
convolucién E * f con una funcién f continua en E” y de soporte
compacto, o sea f e Co(E"), es una solucién de la ecuacién de Poisson
Au = f, donde las derivadas y la igualdad deben entenderse en el
sentido de la teoria de distribuciones. Esta propiedad es inmediata,
puesto que

AE*f)=UAE)*f=0*f=] feCo(E").

(*) El teorema 1, que se demuestra en este articulo, fue comunicado en
el primer Congreso Luso-hispano de Matematicos, Lisboa, Abril de 1972. Véa-
se [2].
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Aqui nos proponemos mantenernos dentro de espacios de funcio-
nes y entender la derivada en el sentido ordinario de la Teoria de
funciones reales. Entonces, la solucién fundamental E (x) puede ca-
racterizarse como la solucién no trivial en E* — {0} de la ecuacién
Au = 0, con simetria radial, que se anula en el infinito para » > 2
o se anula en |¥| = 1 para # = 2, y con un coeficiente que normalice
su integral en E”.

Queremos estudiar la igualdad

A(E* ) (#) = f ),

donde el laplaciano 4 se interprete como limite en un punto; entonces
la igualdad puede entenderse valida sélo para casi todo punto x ¢ E*,
o bien que haya de ser vilida para todo punto x ¢ E*. En el primer
caso, o sea para ctx ¢ E", estin el resultado de LICHTENSTEIN y los
de CALDERON-ZYGMUNG relativos a la existencia de ciertas integrales
singulares; en ellos no se supone que f haya de ser necesariamente
continua. Véase [1].

Aqui vamos a suponer que f & Cy (E”) y queremos que la igualdad
valga para todo x ¢ E”. Entonces, o bien hemos de imponer mayor
regularidad a f, como en el teorema 1, o bien podemos definir 4 como
un limite tnico, como en el teorema 2.

§ 2. Descomposicion de las derivadas segundas.

Sea C% (E"), con a> 0, el espacio de las funciones continuas en
E" 'y de soporte compacto que satisfacen ademdas la condicién de
HoLDER con exponente positivo «. Se sabe, véase por ejemplo O. D.
KELLoce [5], que si f e C% (E"), entonces el potencial de volumen #,

(1) u(®) =l Ex — &) - f(£) d€, x ¢ E,

posee derivadas segundas continuas y satisface a la ecuacién de Pors-
SON, Adu (x) = f(x), x € E*, lo que establece la propiedad més impor-
tante de la solucién fundamental E (x). Mds atin, segtin J. SCHAUDER
[6], las derivadas segundas del potencial u satisfacen también la
misma condicién de HoLDER que el dato f, o sea u ¢ C2*+=(E"). Se
sabe también, véase la misma referencia [5] ya citada, que por otra
parte la mera continuidad de f no es suficiente para asegurar la existen-
cia de las derivadas segundas de « en todo punto; aunque la igualdad
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(2) que damos a continuacién sigue siendo vilida si se la considera
en el espacio de distribuciones de L. ScuwarTz. Como contraejemplo
sencillo citemos el siguiente. Sea f(x) una funcién continua en E2 y
de soporte compacto, y que en un entorno de (0, 0) coincida con la
funcién

2 le
(% + x%,) log (x%, + x%))

Es facil comprobar que el potencial #(x) dado por (1) mediante esta
funcién carece en el origen de derivada segunda respecto de x; dos
veces. También se comprueba inmediatamente que esta f(x) no es
holderiana en el origen.

En el teorema que sigue ofrecemos una nueva demostracién de
estos resultados, que nos parece mds simple, y sobre todo una nueva
expresién de las derivadas segundas del potencial » dado por (1).

TEOREMA 1. — I) Sea feC% (E*), x> 0, y sea u el potencial (1).
Entonces, cualquiera que sea R positivo y para todo x & E*, se tiene

02u(x) 1 ¢ RE (x— &)
@ =n e | TR @ e
+ 1 ZEE=H s _fuas

le—zj<r 0% 0%;

I1) Ademds, u & C2*« _(E”).

Demostracién de I). Se basa en la siguiente descomposicién. Sea
y un punto arbitrario, pero fijo, de E*. Entonces, las derivadas se-
gundas de # (x) en el punto y pueden ponerse obviamente asi:

i el PP B TR I

ka ax, axk 6x“5_3',|<R

(3) +[ 2 E@—Sﬂau] +

axk axy’lf—:vl>R =y

+[ 2 Ew—fﬂﬂﬂ—fwﬂﬁ] -

0x, aleE—J;l<R x=y

= [41 (% Y=y + [A2(x ¥)]aey + [45 (% 2)i=y s
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donde A4, 4,, A3 denotan respectivamente los corchetes del segundo
miembro.

Sean I (x), I, (%) e I3 (x) el primero, el segundo y el tercer térmi-
nos del segundo miembro de (2) respectivamente. Es evidente que
I, (x) e I,(») existen y son finitos para todo x ¢ E*. También es in-
mediato comprobar que I;(x) existe para todo x ¢ E*, puesto que el
integrando es medible y se tiene, llamando C a una constante de
HoLDER de f(x), que

|azf—(";“[f(s>-f(x>1;s
xkax,,'
S—l— O _nx—§&) (o — &) Cla—Ep<
Q, ||z — & |x — &»+2
(4)
S(n—{— l)C. 1 ,
'Qn |x_‘§|”f‘z

y por tanto el integrando es integrable, para todo x ¢ E*, en el com-
pacto B=B({x, R)= {¢||& — x| < R}.

Se sigue que la férmula (2) quedard demostrada si demostramos
que

(5) 4;(0,9) =L(»),i=1,23 ys E

lo que hacemos sucesivamente a continuacién. Observamos antes que
las derivadas primeras del potencial # dado por (1) son continuas
y pueden obtenerse manifiestamente derivando bajo el signo integral.

a) Una demostracién indirecta de que 4, (y,y) = I1(y) se en-
cuentra en el texto de B. EpSTEIN [4] para # = 2, y la demostra-
cién se generaliza sin dificultad a cualquier #. A continuacién damos
otra demostracién, mediante un célculo directo.

En la integral 4 podemos trasladar los ejes de modo que el punto
y sea el origen de coordenadas, y = 0. Sea B la bola de centro el
origen y radio R en E". Queremos demostrar, mediante célculo di-
recto, que

d  0E(x — & 1
I,=|—(—X 2 g¢ =4, — .
7 [6 xk'lB 0x, :L=o *n

i
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Llamando ¢* al vector cuyas componentes sean (J A, ..., O, A),
k=1,..,n, vy aplicando la definicién de derivada, se tiene

0 x;— &
QI =2 t"si 4 —
n [akale—fl" E]x=0

1T b8, — & _&
—tim L[ P G ’ds].
>0 k[B |t — & men

Ahora bien, si § 7 k, ambas integrales son nulas cualquiera que
sea &, puesto que el integrando es impar respecto de &; y el dominio
de integracién es simétrico respecto del hiperplano & = 0.

Pongamos j = & = n. Sea B* la bola en E*" de radio R y centro
" =(0,..,0,4). Sean G=B uy B¥*— B n B* D(R) la bola de
radio R en E*"~! = {0; &y, ... £,_;} = {0; r,g} y B(1) la bola unidad en
E". Finalmente sean d£ la medida de volumen de D (1), ye=e (é)
el angulo que forma en E” el eje 0&, con el radio 0¢&, donde
&= (é, &,) €0 B (1). Con estas notaciones se tiene

161
L&

| &
LE1"

Aé =

.1
'Qn I””=},1_£1.} A JG d§ =2J'D(R)

A 1
=ZID(I)COSG.dEZJ-B(l)d§=;‘Qn'

Resulta, por tanto, que 4;(y, y) = I, (y), c.q.d.

b) La demostracién de que 4,(y, y) = I, (y) es inmediata, pues-
to que la integral A, puede derivarse indefinidamente derivando bajo
el signo integral.

¢) Para demostrar que A3(y, y) = I3(y) podemos también trasla-
dar los ejes y hacer y = 0, trasladando también la funcién f (x) aunque
por comodidad seguiremos designdndola igual. Entonces se sigue que
es suficiente que demostremos que 43 (0, 0) = I3(0), siendo

A3(0,0) = [43(x, 0)],—, =

0% \5<r 8, | —&" +=0

o N e GRE L] I
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(6) — 1 im 'l(ajkh—gf—_éj
Q, 0 <k b\ |F—E* | E

) LF(E—FO)dE.

Por consiguiente serd suficiente que demostremos que en esta
dltima férmula se pueden permutar el limite y la integral. Para
eso, a su vez, serd suficiente, en virtud del teorema generalizado de
LEBESGUE y puesto que el integrando es obviamente medible, que
demostremos que el valor absoluto del integrando H{(&, #) puede
acotarse en la forma

C c
(7) |H(h)| <—1—+ — 2 :
[EP== (1§14 & —h|)=

donde C; y C, son constantes reales independientes de & y de 4,
para |&| < R y para & — 0; y donde 2 es el vector (n— 1) dimen-
sional que se obtiene al quitar la componente &, del vector &.

Vamos a demostrar (7) por separado segin que j= k o bien
j # k. Sea primero j % & y pongamos k = 1,7 = 2. Entonces, de
la {6) se sigue, poniendo & = (&, é),

E(ER+ (8 — k)22 — g | &
8a) H (£, h) — - F(&) — 701,
) ) = e 1 Er+ @y 1@ 7O

(8b) HEw| < 2P ClEINER]
TR LEP(EL 4 & — R

donde C es la constante de HOLDER de f y siendo N(§, 4) el numera-
dor de la fraccién que figura en (8a).

En orden a demostrar (7) podemos limitarnos al caso en que
A > 0, con tal que permitamos que &; sea positivo o negativo, puesto
que obviamente se podrd hacer lo mismo para 4 << 0 cambiando el
signo de &;.

Distingamos segtin que &; sea positivo o negativo. Para & > 0
dividamos el dominio de integracién |&| < R, segin que sea
0<h<<2& o0 que sea 0<<2&; <h. La condiciéon 0 < 7 < 2§
es equivalente a | & — 4| < &;. En este primer caso y considerando
N (&, 1) como funcién de &; y aplicando la férmula de TAYLOR se
obtiene con cierta ©,0 <0 < 1,

IN(ER) =& (1 — (€124 (& —R)2)?) =
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&l (IEP — (£ — nh (62— OB [| €2 + (1 — ORI <
<nhe 18| &l | EP2 <
<nh |61 (6] 4+ | & — b).

Sustituyendo en (8b) se obtiene

\H(EB)| < 22n-C <
(E[o - (E]+ | Er— )

2+1-a)[2 . 4y . C -

<— :
(1&] 4+ 1 &—R]) =

que es de la forma (7), como queriamos demostrar.

Consideremos ahora la regién del dominio de integracién en la
que 0 < 2&, < h. Pongamos h — & = &, (&, &) = &. Entonces se

tiene £, < 0, 0 < & < 2&,, y por lo tanto se sigue, procediendo como
en el caso anterior, que

IN(ER) | =181 (E —(E2+ (& —RhY™?) <

<n-h-&-|&|-|EP2<ub-|EPr <

<wh- (&4 & — )"
Sustituyendo en 8b) se obtiene

2”/2 N - C
L&

(10) CHERN| <

que es también de la forma (7).

Finalmente consideremos el semiespacio &; < 0, suponiendo % > 0.
Pongamos también # — & = &,. También se tiene & > 0, 0 < & < 2&,.
Por lo tanto se siguen las mismas férmulas (9), y se llega a la mis-
ma férmula (10). Por consiguiente se verifica (7) en todos los casos
y por tanto también las (5), cuando j # &.

Consideremos ahora el caso en que j = & = 1. Procediendo como
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en el caso anterior, obtenemos partiendo de la (6), la misma férmula
(8b), pero siendo ahora

N(ER) = (h— &) £ + £ (€12 + (6 — B2 =
= — E) &P — (E12+ (&1 — 2" + b (1E12 + (81 — B2,

La demostracién de (7) puede hacerse de la misma manera que en
el caso anterior j 7% k. Con ella la férmula (5) queda completamente
demostrada, y por tanto también la (2).

Demostraciéon de II). Basta aplicar la férmula (2). Sea y ¢ E*,
vy # x. Es claro que los dos primeros sumandos del segundo miem-
bro de (2) son holderianos con exponente «. Apliquemos la f6rmula
(2) con R = |y — x|. Mediante un célculo andlogo al efectuado en
la obtencién de {4) se obtiene

| (¥) —up ()| < Cily —x|* 4
+1 e AUy =8 —f) —(Flx =& —f)]a| <

11>y —
2C(n+1) dE

<Cily —x*+ .
L,  g<y-ul&l*

Llamando X' a la esfera de radio unidad cuya érea es 2,, do al
elemento de 4rea de X, y pasando a coordenadas polares (g, ©), se
obtiene

|9 (¥) — wp (%) | <

Sclly—xl“r%f”"’ [e* ' dgdo =
" 0 z
2C -1
=C11y'—xl“+—%|y—xi“»

c.q.d.

Del teorema anterior se deduce inmediatamente el corolario si-
guiente.

COROLARIO. — Sea D wun conjunio acotado de E™.

1) Puede tomarse R suficientemente grande para que la primera
integral de (2) sea nula para todo x & D.
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2) Se tiene
2 2 —
11) M=laﬂf(x)+ﬁm G_Mf@)da“p,
0%, 0x; n >0 [§-x|<e  Ox, O;

Demostracién. Para la primera parte basta considerar el conjunto
G que sea la unién de D y del soporte compacto de f. Basta tomar R
tal que

R >sup {|y—«x|;y e D, x ¢ soporte de f}.

Para la segunda parte basta hacer tender R hacia cero en la fér-
mula (2).

§ 3. El laplaciano global y su continuidad.

Hemos mencionado que aunque sea feCgy(E”), si no es holde-
riana, puede suceder que en algin punto no existan las derivadas
segundas del potencial, e incluso hemos dado un sencillo contra-
ejemplo. Por otra parte, hemos visto que, si se interpreta el lapla-
ciano 4 en la teoria de distribuciones, entonces para todo f ¢ Cy (E™)
se tiene Au = f. Esto sugiere la sospecha de que las partes infinitas,
o singularidades, de las derivadas segundas u,, se compensen y sea
posible definir el laplaciano en un punto, sea A*, de modo que se
tenga

A* u (x) = f(x), fe Co (E"), x e E™.

Para ello introducimos la siguiente definicién de laplaciano global
4%,

n )3
(12) - A*u(x):limZl(au(x—i-e)_au(x)),
W0 k=1 0% 0x,

donde ¢ es el vector unitario ya definido en § 2.a). El teorema si-
guiente justifica la introduccién de A4*.

TEOREMA 2. — Sea feCy(E*) vy sea u el potencial dado por (1).
Entonces,

(13) A*u (x) = f(x), x € E*.

4 — Collectanea Mathematica
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Demostracién. Definamos el ndcleo J (&, #) de modo que

A% u(x) = lim [ ):(
w0 En Q. hk=1

X+ h— & _ %, — &
|E—@x 4+ [&E—x

)f(&)dss

(14)
=lim [ J(x — & h) £ (§) d&.

h—>0 En

Sea en general J (&, 4) una funcién definida para & ¢ E*, y para
heA c E” siendo m y n enteros positivos. Sea « > 0. Sea a ¢ 4,
pero a ¢ A. Diremos que J es un nicleo equivalente a la medida de
Divac para h—>a y con relacién al espacio C% (E"), si satisface las
cuatro condiciones siguientes:

a) Para % fijo, J como funcién de & es localmente integrable en
E™.

~ b) Cualesquiera que sean R y 7,0 <7 < R, la funcién J(§, )
tiende uniformemente hacia cero para » <|&| <R, cuando %— a.

c¢) Cualquiera que sea 7,7 > 0, se tiene

(15) Hm [ J (& h)dE= 1.

h—>a |E|<7

d) Existen ntmeros Ry, yo, M reales positivos, tales que con
f=0sia=0,y conf<a«sia>0, setiene

(16) [ [JEA|-1EPAE<M0<|h—al<y.|E| <R

16| <Ro

Obsérvese que la tltima condicién d) queda automaticamente sa-
tisfecha con « = 0, o sea que J es un nicleo equivalente a § para
funciones continuas, cuando existe un entorno del origen en el que
J (&, k) es no negativa para todo % tal que 0 < |2 — a| < .

Obsérvese también que la férmula (2) incluye el siguiente re-
sultado, a saber, que J (§, 4), dado por (14), es un ntcleo equivalente
a la medida de Dirac, cuando 2 — 0, y para C% (E"), cualquiera que
sea o > 0.

El teorema 2 es evidentemente una consecuencia inmediata de
los dos lemas siguientes.
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LeMA 1. — El nicleo J (§, 1), EeE*, he EL,0<|h| <1, definido
por (14), es equivalente a la medida de Dirvac, cuando h — 0, y en rela-
cion con Co(E™), o sea para las funciones continuas de soporte compacto
en E™ :

Demostracién. Introduzcamos las siguientes notaciones:
E=(&, ... &) =& &),k=1,2,..,n,
& = (615 oes &iers (), Exttr oo Eu)s
P2 (&, h) = P2 = | &2+ (& — )2,

"

II (k) Py (& h) = P ... P*_, - P*,, .. P"

jem1 "’
(17) P& h) = |&1" —nhE|E"2 + h2-Q, (&, h, ©),

siendo 0 <6 <1y

62 P, (& OR)

1
:h:e = = —
0 (61 0) = Q= T

De las (14) se deducen las siguientes expresiones del nicleo J,

1 1/h— & £,
18 ,h = — — —_— _
(18) T B Qh( B +|E|,,)

Ly MEn 1. NER ,
Qisih-|E-PY @, h-|E[- P .. Pm
siendo
(19) Ny(£, ) = (b — &) |E" + & - Pry =
=h[ &P —n&y [ E"2 4+ hECL,
(20) N (& h) zk‘i Ny I (k) Pry =

" n 1,i»
= (epen £ g0+ F (2N (I Py —| g e,
k=1 k=1 h

Z i=1
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donde las dos X definen manifiestamente funciones continuas de las
variables (&, 4).

Vamos ahora a demostrar que J(&, &) satisface efectivamente las
cuatro condiciones a)-d). Para % fijo # # 0, el nticleo J(& %) es
localmente integrable, pues lo es cada una de las dos fracciones de
la primera férmula de (18).

Las férmulas (18) y (20) ponen de manifiesto que también se veri-
fica la segunda condicién b), como es bien sabido. También es bien
sabido que J satisface la condicién ¢), y su demostracién estd con-
tenida en los resultados del apartado a) de la demostracién de la
parte I) del teorema 1.

Queda por demostrar tinicamente la férmula (16) con « = 0. Para
ello elijamos Ry y yq arbitrarios, y podemos suponer %> 0 en virtud
de la simetria de las &,. Descompongamos el dominio de integracién
|| < Ry en las (n -+ 3) regiones siguientes:

Dy= {&; 128 < hi=1,..n}
D, = {E;h <28, <3h|2§|<hi=1,..,k—1,

R+1,.,n,k=1,..,n
D* = (¢; || <3k ¢ U Dy
D={&3h<|& <Ry

Es claro que (16) quedard demostrada si la demostramos para cada
una de estas (# 4 3) regiones.

Ahora bien, teniendo en cuenta la primera de las (18) y conside-
rando que todos los sumandos se comportan igual, se tiene

flEmias<gt (oo )<

Q. hD\2-(h[2)"  |E*?
3n n Vrhi2 3n  w\Vn

< i do — nvne

<30 ta % gt
Casi la misma demostracién vale para Dy, ..., D,. Anilogamente
para D* se tiene

n 4h + 354
Eh)|dE< ac=17-6".
INFAS Q. h IEIL3h (]2)"
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Finalmente para D, empleando para J la dltima férmula de (18) y
la (20), se sigue que existen constantes C;, M, tales que

C hz‘(lﬂ +h)n.n—1
[T (&R de <20 dE =
B < o e G =

Ro n(n+1);2
— o [ @A,

w " — A"

n(n4+1)—2 Ry J1+7 N
<" P e gy
7=0 3 g%t

LEMA 2. — Sea « >0 y sea feC% (E"). Sea J (& h), & ¢ E",
heA c E™, un mwicleo equivalente a la medida de Dirac, cuando
h —a y respecto de C%(E").

Entonces, se tiene

(1) lim [ J(c—&H) f(E)dE=F(@) e En

2—>x0

Este enunciado afirma méis de lo que es necesario para demostrar
el teorema 2, pero lo damos en esta forma mas general por el interés
que tiene en si mismo.

Demostracién. Pongamos
(22) I(x,h) EEj”](x—S,h)-f(E)df.

Se trata de demostrar la (21), o sea que dado ¢ > 0, existen n > 0,
y > 0 tales que las acotaciones

(23) lx —20 | <, (B —al<y
implican
(24) |1 (%, ) — fx0) | < e

El ndcleo J satisface por hipétesis las condiciones a) - d). Para
la condicién b) tomemos R de modo que G c B (x0, R), siendo G
el soporte de f y siendo B (%0, R) la bola en E* de centro x0 y radio
R. Sean Ry, y9, M > 1, los ntimeros que satisfacen (16).
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Empecemos fijando 7, 0 < 3y < 1, 3y < Ry, de modo que, cuan-
do sea « = 0, se tenga

€ .
25a ) —flx)| <—, 81 | & —x| < 3n;
(25a) FE) —f@ = st | <37
y cuando sea « > 0, se tenga también, ademas de (25a), que

. x—p _e_

(25b) C - (3n) <3’
siendo C la constante de HOLDER de f, y siendo § el exponente que
figura en (16); ello es siempre posible tomando # suficientemente
pequefio.

Sea |G| la medida de LEBESGUE de G y sea F el méaximo de
| f (%), x ¢ E*. Habiendo fijado %, fijemos ahora y, 0 <<y <<y, de
modo que para |2 — a| <y se tengan simultdneamente

h < &% — mi K3 ne . -
26) |J(EH)| <e mm%6F-1GI’ 6F-Q,,}’Sl‘§|_"

(27)

_lA—IJ(E,h)dE‘SG—F,

1€1<n

lo cual es siempre posible en virtud de las condiciones b) y c).

Habiendo fijado 7, y, y poniendo B = B (9, 27), de las (22), (23)
y (26) se sigue

|1 (% h)| =

S JE—en f@dE+[JfdE <
28)
SF-IGle* 4| [ J(x— & H)-f() dE,

puesto que, cuando & varia en el exterior de B, se tiene que x — &
varia en el exterior de la bola B* = B (x — «0, 2), la cual contiene
la bola B (0, %) y por tanto se puede aplicar (26); todo ello cuales-
quiera que sean x, 4 con tal que se cumplan las (23).

Por otra parte se tiene

B(0,7) ¢ B* c B(0,37) c B(0,1),
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y por tanto, de las (23) y (27) se sigue
1= [J(—&h)-df| <

<|1— [J@EmaE+ [ 1JEhldE<

1§1<n n<|é<1

0, e*
<——— <_
6F+ " 3F

Recordemos ahora que se trata de demostrar la (24). Suponiendo
siempre que se verifican las (23) y teniendo en cuenta las (28), (25a)
y (29), se tiene

|1 (%, h) — f(x0) | <

§+ [J@—&ER-FEAE—F@) |+ 1flx) —f@0)] <

™

SE 4L JHE 1) ] = & B dE| S F <

(30)
2¢e

<T@ R O -TW1|.

Llamando I* (x, ) esta ultima integral se tiene, cuando « = 0
y teniendo en cuenta la (25a) y la (16) y que B* c B (0, 37),

=@ <[ 1JER]-1fle—0) = fl@)]dl <

&

1 k)| d =
(31a) < TEmlaE<

Obsérvese que en este caso a« = 0 no es necesaria la descomposi-
cién que hemos hecho de f(x0) en f(x) y f(x0) — f (x).

Cuando « > 0, teniendo en cuenta la (25b) y la (16), se tiene

115 G <[ T @R C[Cde <

€
(31b) <37411317(C,h)f‘|§|ﬁd§'§§-
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Por tanto, en ambos casos, de la (30) y (31) se sigue la (24), c.q.d.

Aplicando el lema 2 o férmula (21) a la (14) y teniendo en cuenta
la definicién (12), resulta que el laplaciano global del potencial de
una densidad de volumen continua, existe y coincide en todo punto
con la densidad. O sea el teorema 2, c.q.d.
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