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I. PRELIMINARES. Consideremos el sistema de ecuaciones dife-
renciales
ax
— =rI¢X
=P, X)
en el que las letras maytsculas indican, como en lo sucesivo, vectores
n-dimensionales, con la topologia usual de la norma

X = (aF + B+ .. )
y en el que suponemos F funcién continua en un abierto conexo &
del espacio (¢, X). Consideremos las soluciones X (¢) del sistema dife-
rencial anterior que pasan por un punto fijo (f, X,) ¢& y suponemos
para simplificar la escritura 7y = 0, es decir el problema de valores
iniciales
flng(t, X) - X(0)=X, (1.1)
El teorema de existencia de PEANO, asegura al menos una so-
lucién del problema anterior ; pero, como demuestran ejemplos co-
nocidos, pueden existir infinitas soluciones de aquél problema, y si la
dimensién de X es superior a 1, no puede en general hablarse de in-
tegrales superior e inferior (’). Sin embargo, aun en el caso general de
suponer solamente la continuidad de F, puede obtenerse una aco-
tacién del médulo de la diferencia de dos soluciones del problema (1.1);
ésta es la cuestién estudiada en el presente trabajo.

(") KAMKE, (2) problema (L).
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En el n.% 2 se estudia tal problema en la hipétesis de que F satis-
faga a la condicién (2.2) con lo que se obtiene facilmente tal f6rmula
de acotacién (2.3), y en el n.° 3 se hace tal acotacién sin recurrir
a ninguna nueva hipétesis, ademés de la de continuidad, sobre la
funcién F (teorema II). Ademds, como consecuencia de tales aco-
taciones, se obtienen criterios de unicidad (teoremas I y III respec-
tivamente), de los que el primero puede situarse dentro del orden
de ideas de BRAUER (). Pero aun en algunos casos en que 10 se
satisfagan las condiciones exigidas en tales criterios de unicidad, la
acotacién (2.2) y el teorema II, podran considerarse, en cierto sen-
tido, como condiciones de unicidad « aproximada ».

2. ACOTACION DE LA DIFERENCIA DE INTEGRALES EN CASOS ES-
PECIALES. Sean X!, X2, dos soluciones del problema (1.1); supo-
niendo solamente la continuidad de la funcién vectorial F(¢, X) puede
obtenerse una acotacién elemental del médulo de la diferencia de
aquellas integrales

pl) = 1 X' — X7
Consideremos un cilindro € ¢ &, definido por
0<t<a X — Xl <
y sea
m = mdx |F(f, X)|, h = min (a, ﬁ)
(t,X)ee "

La diferencia de las dos integrales X!, X?, deberi satisfacer a

apt) _ lax'  4x?|

= |F(¢, X') — F(t, X?)! <2m

i = | d dt =
de donde por integracién entre 0 y ¢
@) <2mt < 2mh (2.1)

Esta acotacién puede mejorarse facilmente si se suponen algunas
hipétesis adicionales sobre la funcién F. Es sabido, por ejemplo, que
si se impone la condicién de L1pPscHITZ, se obtiene la unicidad de
la solucién, es decir la acotacién inmejorable p(f) = 0. Supongamos
ahora que se satisface la condicién menos restrictiva (que no ase-
gura la unicidad) :

|F(t, X') — F(t, X)| <HX' - X"  0<a<l (22

(") BRAUER (I).
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Con esta condicién la diferencia de dos soluciones estard obligada
a satisfacer a

ap “
o Sk
de donde, si p(f) # 0 en algin intervalo 0 <t <t <h
: ap
P ar =t
e integrando entre 0 v ¢
1 q 1
) < [(1 — u)kt]m < [(1 — .x)khll_—‘é (2.3)

cordicién que se reduce a la (2.1) cuando 2 — 0, 2 = 2in.

En cambio, si en (2.2) « -1 y % permanece acotado, es decir
se satisface la condicién de LipscHrrz, (2.2) con « = 1, el dltimo
miembro de (2.3) tiende a

1

(1 — ) kt]m = lim (ﬁ/et);? =0

B=-+0

lim
a=1

con lo cual p(f) == 0 y puede asegurarse la unicidad.

Si la condicién (2.2) se satisface para cualquier « de cierto interva-
lo @y < @ < 1, pero se considera % variable con «, lim k(x) = oo,
podra también asegurarse la unicidad siempre que =

lim [(1 — o) Kk (a)]l_'l_“ = lim [ﬁkk(l — ﬁ)]é =0

luego k(x) ha de ser de un orden de infinitud inferior al de

k(1L —p)=o <[ﬁ un é)ﬁ=+0

Con ligero cambio de notaciones obtenemos pues :
TEOREMA I. La solucion del problema (1.1) es unica siempre que
se satisfaga una condicién del tipo

L ax x| o< p<p
1y 2)! - -
\F(t, XY) — F(¢, X7 < W@ 0<t<h

donde u(p) es una funcién positiva en el intervalo 0 < f < fo y suje-

ta a la condicion
. hB ] !
lim [— F=0 2.5)
I ‘

(2.4)
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Si u(B) estd acotada inferiormente se obtiene la clasica condicién
de LIPSCHITZ ; pero aunque sea

lim p(f) =0
B=+0

puede también afirmarse la unicidad, y se obtiene una condicién
suficiente menos restrictiva que aquélla.

1
En particular, bastara elegir u(8) de forma que uf sea un infini-
1 1
téssimo en B = 0, de orden inferior al de % 88, es decir, que sea por
ejemplo
p=(+ ) p

puesto que entonces (2.5) queda satisfecha por ser

o LB+ 2B
La condicién (2.4) correspondiente a esta eleccién de u se escribe
| X1 — X216

\F(t, XY) — F(t, X2)| < LO<B<B (26

(h+c)B
En particular esta condicién quedara satisfecha siempre que se
satisfaga la condicién obtenida sustituyendo el segundo miembro de
(2.6) por el minimo de la funcién de B que en él aparece, es decir
el minimo de la funcién

in _ lel—ﬁ
gB) = X AF

que corresponde a

1
- = — log | X! — X?|
3 gl .
siempre que se mantenga |X! — X?| < 1 (lo que puede conseguir-
se siempre disminuyendo si es preciso el valor de %), y la condicién
que se obtiene, suficiente para la unicidad, es entonces
1 je 1

a 1) 2 — X! — X?| Tlog [X'—X?¥
(X~ F(t, X)|< gy 1K1 — X7 o log

Otras condiciones suficientes de unicidad parecidas a las (2.5),
(2.6) y (2.7) podrian obtenerse por métodos parecidos partiendo de
condiciones en la funcién F(f, X) del tipo de la (2.2) u otras seme-
jantes, pero en realidad, tales condiciones de unicidad pueden obte-

1
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nerse por razonamientos directos, formulados por diversos autores
(véanse los mas importantes y la bibliograffa en WALTER (5).

3. ESTUDIO DEL CASO GENERAL. Dado el sistema diferencial (1.1),
consideramos un recinto cénico K definido por las condiciones

0<i<h |X—X|<m |Ft,X)<m (3%)
Construyamos en este dominio K la funcién
g, d) = max |F(¢, X') — F(¢, X?)
X'eC
en donde designamos por C = C(¢, d) el compacto definido por
|1XF— Xol <mt,1=12; | X'—X?}<d (C(¢, @)

La funcién g(¢, d) posee las siguientes propiedades :
a) estd definida en el tridngulo @

0<i<h 0<d<2mi (%)

b) es no negativa y acotada 0<<g({, d) <2m con g(t, 0) =0
para 0 <t < h.

c) mondtona respecto d, pues al aumentar esta variable, se toma
maximo en un nuevo recinto que contiene al anterior.

d) continua respecto al par de variables ¢, d en

€

>. En efecto

lg(t, @) — g(t, d)| < lglt, &) — gt A)| + | g, d) — (¢, d)]
y cada uno de los sumandos del segundo miembro puede hacerse
&
2
la acotacién del segundo sumando puede hacerse uniformemente
respecto de ¢. Basta para verlo, observar que

menor que = con tal de restringir el incremento de las variables, y

|F(t, X') — F(t, X?) (3.1
es funcién uniformemente continua de ¢, X!, X2, en el compacto
0<t<h, 1Xi— X0\ <mt, i =1, 2,

y por tanto
|Flt, XY) — F(t, X)) < |F(i, X') — F@ X?)| + 5

para |t — #| < 7, 5 conveniente. Elegidos X!, X2, para que se obten-
ga el maximo en C(f, d) del primer miembro, serd

6, &) < |F{ X') — F X3 + 5
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donde a X!, X2 corresponde cierto valor de | X! — X?| < d; por tan-
to con. mayor razén si tomamos maiximo en el 2.° miembro

g, d) < gt &) + 5
y analogamente cambiando entre si ¢, ¢, luego
gt ) — gt D) < 5
Anélogamente, por la continuidad uniforme de la funcién (3.1), serd
|F@, XY — F6 X)) < |FG X) — FG X)| + 5
con tal que | X! — X!| <6, |[X? — X?| < 4, 0 conveniente. Tomemos

como antes en el primer miembro las X!, X?, que dan el miximo y
obtendremos

ot &) < |F(, X') — F@ X)) + 3 (3.2)
Elijamos ahora
_ X2 X1 — X! _ X2
l_xly &4 2_y24 4 T4
X=Xt g X=Xt 8
con lo que se cumple X! — X! = |X2 — X? =0 y como conse-

cuencia también se satisface la ultima desigualdad, y ademads

- ~ 26
X2 — (X! — X2 _ —
| Xt — X2 = |(X X)(l [XZ——XII)\S[Z 26
y tomando méximo en el segundo miembro de (3.2) para [X! — X?|
< d — 20 resulta

g &) <glt, d—26) + 3
y en virtud de la monotonia, en definitiva
_ _ _ s ,
lg(t, @) — glt, 4 = 20)] <5 c.q.d.()

(') En general, puede afirmarse : Si una funcién es continua en un com-
pacto K, la funcién obtenida tomando el méximo de la anterior en un conjunto
cerrado C variable, Cc K, es a su vez funcién continua de la posicién del con-
junto C, es decir, su valor cambia en menos de ¢ con tal que la desviaciéon
de los dos conjuntos cerrados sobre los que se toma mdximo sea suficiente-
mente pequefia : max min, D (x, ¥) < 4.

¥€EC yeC’
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Sean ahora dos integrales X'(f), X?(¢), del problema (1.1), y con-
sideremos la funcién escalar
p() = 1X'(t) — X*(t)]

que verificard las acotaciones :

d dX' d4Xx?
'(g <\ 7 — | = e XY — F, X2) <t |X' — X2))
es decir, () satisface a la desigualdad diferencial
da
1 < g, i) (3.3)

Consideremos simultdneamente la ecuacion diferencial

U — 4.9 | (3.4)
La existencia de soluciones de esta ecuacién estd asegurada en todo
el intervalo 0 <?¢ < A, en virtud de las propiedades b), d), v de
resultados conocidos (KAMKE (6)). Se puede entonces obtener una
acotacién de () mediante el teorema que sigue, que es una con-
secuencia de los resultados obtenidos por ViswANATHAM y OPIAL (2).

TreorEMA 1I. Si X!, X2 son dos integrales de (1.1), v q(t) es la
integral superior de (3.4) con q(0) = 0, se verifica
(X1 — X2(0)] < q(0) (3.5)

Demostracién : Extendamos la funcién g(f,g) a toda la banda
0 <t < h, definiendo la funcidn

_ g(t.q) si 0 <gq < omt
gltg)= 0 sig<o0
g(¢,2mi) si g >2mt

con lo que g(t, g) es acotada y uniformemente continua, y su restric-
cién a @ coincide con g(f, g).
Sea ahora g(¢, ¢) la integral superior de

7 =gt g) g0, &) = ¢ (3.6)
con lo que

gt &) =& + jg‘(t. q(t, &) at (3.7)
0
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A su vez de la desigualdad (3.3)
b0 < | gt p0) (.8

Por sustraccién de (3.7), (3.8)

rt

PO — gt ) < — o+ | (gl ) —gl6 gt N &t (39)

0
y en particular para { = 0

—q0, ) <—e<0

Veamos que en general es

p() — glt, ) <0 (3.10)
Porque en caso contrario existiria #y > 0 tal que
plée) — qlio, &) =0 (3.11)

y en cambio se verificaria (3.10) para 0 <¢ < £,. Luego, en virtud
de la monotonia de g, en este mismo intervalo es

gt pt) <g(t q(t &)
y escribiendo (3.9) para ¢t =,

plto) — qlbo, &) < — & + ( [g(t, p(1) — gt q(t, e)]dt < —

/

0
lo que estd en contradiccién con (3.11). Luego se verifica (3.10) para
0 <t < h. El razonamiento prueba ademds que el primer miembro
de (3.10) es una funcién mondtona no creciente.

Haciendo tender ahora ¢ — 0, se verifica ()

q(t, &) — q(t, 0) 0<t<h

y tomando limites en (3.10) $(¢) < g(¢, 0) es decir, (3.5) c.q.d.
Como corolario del anterior teorema II, obtenemos el siguiente
criterio de unicidad :

TEOREMA III. Dado el sistema de ecuaciones diferenciales

dX
— = F, X) (3.12)

() Véase MONTEL (3) pag. 207, y también KAMKE (2) para la generali-
zacion a sistemas en la medida de lo posible.
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en ¢l que I(¢, X) es funcion continua de ({, X) en el compacto
[t <k, |X — X <mt

en el que se verifica |F(¢, X)| <m
St la ecuacion diferencial

dq _
Tt 9 IREREY
donde g(t, g9) = méax |F(¢, X!) — F(t, X?)|
1X1—Xo| < mt
X1-X1 <q

admite la sola funcién idénticamente nula como vnica integral que pasa
por el origen, entonces la solucién del sistema diferencial (3.12) que sa-
tisface a las condiciones iniciales X (0) = X, es dnica en todo el in-
tervalo 0 <t < h.

Basta aplicar el teorema II, teniendo en cuenta que ahora, por
hipdtesis, la integral superior de (3.13) es la ¢ = 0, y de la desigual-
dad (3.5) se obtiene X!() = X?(¢) c.q.d.

El teorema IIT nos muestra cémo las condiciones suficientes de
unicidad tienen un cardcter local, es decir, si se expresan por alguna
acotacién de la diferencia

|F(@, XY) — F(t, X?)|

bastard que tal acotacién se satisfaga para valores de X!, X? sufi-
cientemente préximos, es decir en algin dominio |[X! — X?| < § para
algin § > 0. Por ejemplo, la condicién de Lrpscurrz se satisface
siempre para |X! — X2?| > § puesto que entonces

|F(t, XY) — F(t, X?)) _2m
X' — X7 k=5

Lo mismo puede decirse del criterio de OscooD (’), y en general de
los restantes criterios de unicidad. Pero el teorema III impone con-
diciones, no ya en un entorno [X! — X?| < 4, sino tan solo en los
puntos en que |X! — X?| = 0. Serfa interesante el comprobar con
algin ejemplo, si tal criterio de unicidad es efectivamente menos
restrictivo que los restantes.

(') Véase WALTER (5) nota 1) al pie de pig. 192.
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(5)
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