RADICALES Y POLARIDAD

por

A. R-GraxpjEaN y J. L. Gomrz PARDO

El concepto de radical dado por KUROS para anillos y grupos
((5), (6)) ha sido estudiado en categorias a partir de 1960 por Sur-
GEIFER [11] y otros (Lavsic, RIABUHIN, SzAsz, WIEGANDT...).

En 1965 ANDERSON, DIVINSKY y SULINSKI [1] demostraron que
si un anillo es un ideal de otro anillo, su radical también lo es (la
propiedad andloga para grupos es consecuencia de que el radical
de un grupo es un subgrupo caracteristico). Esto permite estudiar
simultdneamente los radicales de grupos y anillos, como subfuntores
normales de la identidad en una categoria conveniente.

En este trabajo se utiliza para ello el concepto de polaridad que
habiamos empleado con anterioridad en categorias exactas [3].
Esto da un método para construir los radicales inferior y superior
correspondientes a una clase arbitraria de objetos de la categoria.

Aunque no se indica explicitamente ,se supone que la categoria
es localmente pequefia, y las notaciones empleadas son las de [8].

1. La Carecoria C.

Se considera una categoria C, con cero, que verifica los siguientes
axiomas:

Cl. Todo morfismo normal (nticleo) tiene conticleo.

C2. Todo morfismo conormal (conticleo) tiene ntcleo.

C3. Todo morfismo # se descompone en el producto de un mor-
fismo conormal seguido de un monomorfismo :
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C4. El producto v# de un morfismo normal # y uno conormal v
se descompone en el producto s de un morfismo conormal 7 y uno
normal s.

]
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Como consecuencia de los axiomas, la factorizaciéon de una flecha
u es unica: # = u! u* (1! imagen de u).
Se obtienen las siguientes propiedades:

1.1. Si f= vu es normal y v ménica, entonces # es normal.
1.2. Si f=vu es conormal y u épica, entonces v es conormal.
1.3. El producto de dos flechas conormales es conormal.

Sean # y v conormales, v = (vu)! (vu)*,
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entonces existe £ haciendo conmutativos los dos tridngulos. Asi por
1.2 ¢t es conormal y (v#)! es también conormal y es por tanto un
isomorfismo.

1.4. Existe cuadrado cartesiano de una flecha normal y una co-
normal con el mismo rango, siendo las opuestas normal y conormal
respectivamente. '
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La existencia de cuadrado cartesiano es consecuencia de [8. 2.4,
p. 321
(u° v)* |_Y u°

La sucesidn |

I>- es exacta. Se deduce [9. 2.2

c k c
Prop. 1b) p. 230) la exactitud |1M>- LA f——u—u> y asi la parte

normal de la diagonal del cuadrado es u, y por tanto 7 es la parte
conormal, por C4.

C5. Existe unién de cualquier familia de subobjetos de un ob-
jeto dado (menor subobjeto que contiene a todos los de la familia).
La unién de una familia de subobjetos normales es normal.

Siguiendo a KUroS [5, p. 300], diremos que en la categoria C
un radical 7 estd definido cuando existe una clase R (clase radical)
de objetos de C, verificando las siguientes condiciones :

RI. [ X —p Y, XeR]= YeR.

R2. Todo objeto X de C tiene un subobjeto normal 7 (X) que
pertenece a R y es el mayor subobjeto normal de X perteneciente
a R. A 7(X) se le llama radical del objeto X.

R3. VX e0b(C), r(X[r(X)) =0.

Una flecha normal # se llamard caracteristica cuando para toda
flecha normal v, el producto v# es normal.

Por dltimo se impone a C el siguiente axioma:

Co. VXeO0b(Q), r(X) i s » X es una flecha caracteristica.

2. RADICALES Y FUNTORIALIDAD

Es claro que una clase radical R estd determinada si se conoce
7 (X) para cada X, pues:

XeR «=7(X)=X.

Por tanto estudiaremos la funcién X ~—> 7 (X).

" Sea Cyc la subcategoria de C, cuyos objetos son los de C, y cuyas
flechas son los productos de flechas normales y conormales de la
categoria C. Al conjunto de los morfismos de la categoria Cy. entre
dos objetos X e Y, lo denotaremos Hy.(X, Y). Todo elemento
feHy (X, Y) es delaforma f=wv, ... v; #, con » conormal y vy, ... v,
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normales, como consecuencia de C4. ILlamaremos flecha subnormal
a un producto de flechas normales.

2.1. Un radical 7 en la categoria C, define un subfuntor normal
de la identidad en la categoria Cy.. Este funtor # es idempotente
(* (7 (X)) =7 (X)) y verifica 7 (X [r (X)) = 0.

Sea v,..vyuweHy. (X, Y). La flecha ury se descompone en conor-
mal por normal (C4), su imagen pertenece a R por R, y por tanto
se factoriza a través de 7, por R2, mediante una flecha normal (1.1).

7 (X) 7 (Yo) 7 (Y)) v (Y, ) r(Y)
rx Ty, Iy
Xty Gy

En virtud de C6 v, 7y, es normal para todo 7, y por tanto existen
flechas normales 7 (Y;) I—> 7 (Y.,,) haciendo los cuadrados del
diagrama conmutativos.

Por tanto, en terminologia de Maranda, » es un radical idempo-
tente en Cy¢ [3, 2.2, p. 401

2.2. Si 7 es un subfuntor normal de la identidad en la categoria
Cye, idempotente y tal que 7 (X /7 (X)) = 0, VX € 0b (C), entonces 7
es un radical en la categoria C.

Sea R = {X €0b(C)/r (X) = X}. Entonces R es una clase radical :

R1. Sea X — > Y con X € R se obtiene

7y es épica, por tanto 7(Y) =Y.
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R2. VXe0b(C)7(X)eR por ser r idempotente.
Sea Z un subobjeto normal de X perteneciente a R, entonces:

‘\" e~ 'Z == (Z) A

(x)

Z esta contenido en 7 (X).

R3. Se verifica por hipédtesis.

2.3. Como consecuencia de 2.1 y 2.2 se obtiene que dar un radi-
cal en C es equivalente a dar un subfuntor normal de la identidad
7 en Cye, idempotente, verificando 7 (X7 (X)) =0 VX e€0b(C).

2.4. Una clase R de objetos de C es radical si y sélo si es cerrada
para i) objetos conormales; ii) extensiones; iii) uniones de subobjetos
normales.

R radical = 1), ii), iii).

i) Por definicién.

.. u u° .
ii) Sea X | > Z I Y una extensién con X e Y per-

tenecientes a R. Se obtiene el diagrama:

7 (Z)
I
e 'e ' 1" 7
r(X) = X4 - y H :S =7 (Y)
e i
.Z-;’—(_Z)—H. cr(Zjir(Z)) =0

La flecha v es conormal por 1.2. Por tanto se factoriza a través
de7(Zlr(2) =0. Asiv=0=>7;=0=r(Z) = Z.
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iii) Si (X;);c; es una familia de subobjetos normales de X, con
X, e R Viel, entonces:

r(X) =X, X,cr(UX,) Viel=7UX)=UX,.

R verifica i), ii), iii) = R clase radical.

R1. Es la condicién i).

R2. v X e€00b(C), sea »(X) = UX,, siendo (X;);; la familia de
icl ’

los subobjetos normales de X perteneciente a R. 7 (X) es un subobje-
to normal de X como consecuencia de C5, y pertenece a R por iii).
R3. Sea el diagrama:

Vi =y (X)

con Y subobjeto normal de X /7 (X), Y € R. Se construye el cuadrado
cartesiano de u y 7% (1.4). se obtiene la extensién » (X) |—> Z —» Y

y por ii) Z e R. Asi Z =r(X) y por tanto Y = 0.
3. RADICALES Y POLARIDAD

La relacién Hy (X, Y) = 0 entre objetos de C define una cone-
xién de Galois o polaridad [3, p. 16).



Radicales y polaridad 251

Dada una clase 4 de objetos de C se definen :

R(A)={BeOb(Q)|Hy: (A, By=0VAec

LA)={BeOb(Q)/Hy: (B,A)=0VAeAH

Un par (A, B) de clases de objetos de C, se llamard un par polar
radical cuando 4 = L(B) y B= R (A) ((4, B) es un par polar de
pretorsién en Cyc [3, 1.2.5, p. 16)).

3.1. Si (A4, B) es un par polar radical en C, entonces A es cerrada

para i) objetos conormales, ii) extensiones, iii) uniones de subobjetos
normales.

i) Sea X s Yeon Xe A, entonces si ve Hy: (Y, B) con
BeB,vueHy: (X,B) y vu =0, v=0.

i) Si X ||—» Z —I> Y es una extensién con X e Y pertene-
cientes a 4, entonces:

Si v € Hyc(Z, B) con B € B, entonces vu = 0 y existe K verifi-
cando tu* =v. Asi te Hy. (Y, B), t=0y v = 0.

iii) Sea (Xj);c; una familia de subobjetos normales de X per-
tenecientes a A4,

. -\'
,’ h,‘

Vg IS v g

X

si veHy:(UX;, B) con.BeB, entonces v, =0V iel, y asi Ias h;
se factorizan a través de Y, Y =UX; y v=0.
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3.2. Una clase R de objetos de C es clase radical si y sélo si
existe una clase S tal que (R, S) es un par polar radical.

« < » HEs consecuencia de 2.4 y 3.1.

«=» Sea § = RR. Basta probar que LS = R.

Trivialmente R c LRR = LS.

Sea X € LS, es suficiente probar que X /7 (X) €S. Como R es ce-
rrada para objetos conormales (R1), basta demostrar que cualquier
subobjeto subnormal de X/r(X), perteneciente a R es el subobjeto
cero. Se tiene el diagrama:

« 7 (X)
Z.-H——,O ® o0 o ﬂ—: ° -;—: . <X’
l. i i. l-
S-v.-H-———o e o0 s o -Q-X/" (4X7)

que se obtiene al construir cuadrados cartesianos y utilizar que los
nicleos de flechas opuestas tienen el mismo dominio [8, 2.2.8, p. 28],
que da una extensién 7 (X) |—> Z —I> Y. Por 2.4 ii) Z € R. Por
la funtorialidad de », Z =7 (X) y por tanto ¥ = 0.

3.3. Si R es una clase radical en C, y (R, S) es el par polar
radical correspondiente, entonces X es semisimple (7 (X) = 0) si y
sélo si X €.

«=>»

#(X)=0

_— 1

7’(17) - )Y--H——co-o.ﬂ_—..H,..z

SiueHyc (Y, X) es una flecha subnormal con Y € R, entonces %
se factoriza a través de »(X) =0, y asi # = 0.

«<» Trivial.

Se obtiene que una clase § de objetos de C es la clase de los obje-
tos semisimples respecto a un radical 7 si y sélo si forma parte de
un par polar radical (R, §). Existe una correspondencia biunivoca
entre clases radicales y clases semisimples en C.
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4. GENERACION DE RADICALES

En la clase de radicales de la categoria C se considera la relacién
de orden usual:

r <7 <>7r(X)ecr'(X) VX e0b(0)

Si (R, S) vy (R', §') son los pares polares radicales correspondientes
a 7 y ¢’ respectivamente, entonces:

7 <7 «>RcR «=§5cS.

Dada una clase 4 de objetos de C, se llama radical inferior de 4,
7, al menor radical de C tal que todos los objetos de A son de la

clase radical.
Anélogamente se llama radical superior de A4, 74, al mayor radi-

cal de C, tal que todos los objetos de 4 son semisimples.

4.1. Para cualquier clase 4 de objetos de C existen 7, y 74.

En efecto, 7, es el radical correspondiente al par polar radical
(LRA, RA) y r* es el correspondiente a (LA, RLA), puesto que
LR y RL son respectivamente la menor clase radical y la menor
clase semisimple que contienen a 4.

4.2. Si A es una clase de objetos de C, entonces LR A4 estd for-
mada por todos los objetos X de C que verifican la condicién :

Si 0£u: X > Y, entonces existe 0# v € Hy (4, Y)
siendo 4 € A».

En efecto X € LR 4, junto con # 7 0 implica que Y ¢ RA y
por tanto existe 0 7% v € Hyc (4, Y) para algtin 4 € A.

Reciprocamente, si X verifica la condicién, entonces si
1 e Hyc (X, B) con B e RA, por ser RA cerrada para subobjetos
normales

X. >Y \|T> ----- — -B
YeRA yvasi VAe 4 Hy. (4, Y) =0, y por tanto u = 0.

Los objetos de la clase radical superior estan dados por la de-
finicién de L 4.
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