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ABSTRACT

Here we give a proof of the Tychonoff’s example of a regular
space, R, which is not completely regular. The ideas used in this
demostration have allowed us to obtain negative results of C*-embed-
ding (theorem 2) and to find a subspace of R,R*, whose Alexandroff’s
compactification, R*, has the propriety that C(R) = C (E*) (theorem
3). This theorem has permited us to characterize the pairs of points
and closed sets that are not completely separated in the regular
space R (corollary 2-3)

En el espacio topoldgico regular R dado por A. TYCHONOFF ([5])
vamos a determinar un cerrado y un punto del complemento del
cerrado que no estdn completamente separados [1-3.1], lo que pro-
porciona una nueva demostracién de la propiedad, probada por A.
TvcHONOFF, de que el espacio R es regular y no es completamente
regular (véase [5] y [4]-IV-1-ejemplo 3).

La notacién que seguimos, en lo esencial, es la usada en ([4]-IV-
1-ejemplo 3), y, por lo tanto, w, representard el primer ordinal in-
finito no numerable; [1 w,] serd el conjunto de ordinales menores o
iguales que o, (se usa el buen orden, <, usual entre ordinales) y R,
serd el espacio topoldgico formado por el conjunto [1 w,;] provisto de
la topologia del orden <.

* Iiste trabajo ha sido realizado en el Departamento de Andlisis Matema-
tico de la Facultad de Ciencias de la Universidad de Valencia, bajo la direccién
del profesor Dr. M. Valdivia.
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Si o y B son dos ordinales pertenecientes a [l w,] entonces

[0 f]={ye[l w]:a <y <p

[« fl={ell o] ~} 1 a <y <P}

El subespacio topolégico de R4 cuyo conjunto es [1 w,[ se de-
nomina R¢* y el subespacio topoldgico de R¢* cuyo conjunto sopor-
te es [1 w,] se representa por R¢'. Al no ser posible la confusién, los
ordinales de [1 o[ se representan por 1,2,3,...., #,.....

Sea S el subespacio topolégico del producto de R4 por R, cuyo
conjunto soporte es

(1 od X L1 o] ~ {(o; o)}

y S%, k= 1,2,3,...., una familia numerable de copias del espacio S.
Los puntos de S en la copia % se afectan del superindice 4.

Sea R’ la suma topoldgica de los espacios S*, k= 1,2,3,... ¥y D
la particién del conjunto soporte de R’ consistente en los conjuntos

{(w; n)*=1, (w,, n)%y 1€ [1 oy k=123.. (1)
{(o, @)%, (o, )21 o e[l w k= 123..

y todos los conjuntos de un elemento formados por cada uno de los

demds puntos del conjunto soporte de R'.

Ll espacio topolégico R’ es de Hausdorff, regular y localmente
compacto; la particién D es cerrada ([4]-IV-I-ej. 3); por lo tanto si
R* es el espacio topoldgico cociente de R’ respecto a la particién D
entonces ([3]-5-20) resulta que:

El espacio topolégico R* es de Hausdorff, regular y localmente
compacto (2)

Si @ es la aplicacién candnica entre los espacios R’ y R* entounces,
por brevedad, sc escribe

? (o ) = (0 B
# (8 = S

Finalmente, se forma el espacio topolégico R afiadiendo un pun-



Algunas propiedades del ejemplo de Tychonoff 215

to y, al conjunto soporte de R* y definiendo un sistema fundamen-
tal de entornos del punto y, por la familia de conjuntos

(o} u[ U Sk'] I=1,23,.. (3)

k=141

y para cualquier otro punto («, 8)** de R se toma como base de
entornos a la familia de entornos de (x B)** en R*.

Entonces el espacio topolégico R es de Hausdorff, regular y
no es completamente regular ([4]-IV-lej. 3). De esta tltima propie-
dad damos esta demostracién:

En el espacio topoldgico R el conjunto
M = {(z, w))'™* 2!l of}

es cerrado. Vamos a probar que si f es una aplicacién continua de
R en el espacio métrico real P entonces

f(xo) € f (M) (4)
por lo que R no serd completamente regular.

Para demostrar la relacién (4) haremos uso de la propiedad de
que para cada aplicacién continua / de R * en P existe un ordinal
« €[] o[ tal que /(f) = /(«) para cualquier § € [« w,[ (véase [3]-5-Q,
junto a [1]-1.4-pag. 12, 6 [2]).

De esta propiedad y de que el subespacio topoldgico de R de
conjunto soporte {(a, #)** a e[l o[} es homeomorfo a R¢*, para
cada valor de %, 1,2,3,...., se deduce la existencia de un ordinal nu-
merable «f tal que

flo m)* = flaf, ) =hy yaeloh o n=1273.. (5

. k . . k
y si ap es el ordinal numerable supremo de los ordinales a,, # =
=1, 2, 3,...., entonces

f o, m)¥e = f(ag, m)o* = h, yoaclmgol n=123.. (6
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De la continuidad de la funcién f, de lim (« #)** = (« wo)** para
n<wy

ac[l w,[ y de (6) se deduce que:

lim /% = lim f (a, #)¥* = f (a, wy)¥* = A* VaE[a: wy (7)
n<wy n<wg

De (1) se deduce que si el natural % es par entonces (a, wy)** =
= (o w)®*T1*, por lo que si « es el supremo de «f y «k+1, entonces (7)
asegura que

BE = f (&, wo)t* = f (o, wp)*+V* = hk+l (si k es par) (8)

La continuidad de la funcién f, el que lim («, #)** = (w,, #)** y
a<w
la relacién (6) aseguran que 1

Hm f (o, m)* = f (@, ) =k n=1,2,3,.. )

a<wg

Si el natural £ es impar se deduce de (1) que (wy, #)** = (o, 0)*+ D%,
por lo tanto de (9) se deduce que

fy = f (@1, m)** = f (@, m)* 0% = Bt (10)
y puesto que (7) afirma que

BE=lim Bty B =lim At
n<wg n<wy ’

resulta de (10) que
hE = Rl (si & es impar) (11)
De las igualdades (8) y (11) deducemos que
e = nrl =) k=1,23,... (12)

De (3) se deduce que la sucesién {(«f, w)**, ke N} converge en
R a y,, por lo tanto (véase (7))

f ()

= lim f (ot wo)¥* = [lim A* = & (13)
k—00 k—>00

Es evidente que
h = h' = f(a, wo)'* e f (M) (14)



Algunas propiedades del ejemplo de Tychonoff 217

Las relaciones (13) y (14) implican la relacién (4), por lo que R
no es completamente regular.

* * *

Admitido que las aplicaciones de R¢* en P son constantes a
partir de cierto ordinal, la demostracién que hemos presentado no
usa la reduccién al absurdo y sugiere los siguientes problemas:

ProBLEMA 1 — Relacién entre R y la compactacién de Alexan-
droff de R*.

ProBrLEMA 2 — Sea C(R) la familia de funciones continuas defi-
nidas en R y con valores en P. Relacién entre la topologia proye-
tiva definida por la familia C(R) y la topologia de la compactacién
de Alexandroff de R*. Prolongacién de las funciones continuas de
R* a R.

ProBrLEMA 3 — Caracterizacién de los pares cerrados-puntos de
R que no estdn completamente separados.

ProBrLEMA 4 — Caracterizacién de los espacios compactos a los
que se les puede dar una topologia mds fina regular, que no sea com-
pletamente regular,

El siguiente teorema resuelve el problema primero:

TEOREMA 1 — La aplicacién identidad de R* em R* puede pro-
longarse a una aplicacion continua biyectiva y no abierta del espacio de
Tychonoff R en la compactacion de Alexandroff de R*

DEMOSTRACION

Por comodidad consideraremos siempre que el punto afiadido
para construir la compactacién de Alexandroff, R*, de R* es el
punto y,

Cada punto («, f)** de R* tiene un entorno contenido en
St=% y Sk y SE+1* por lo tanto para cada compacto C existe
un natural £, tal que

ke
C c uy Sk*
k=1
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Es pues evidente que la aplicacién idéntica de R en R* es con-
tinua. Esta aplicacién idéntica no es un homeomorfismo, puesto
que R no es completamente regular. La topologia de R es estricta-
mente mdés fina que la de R*, 1o que prueba el teorema 1 y justifica
el enunciado del problema 4.

El problema 2 es resuelto por los siguientes teoremas (2,3 y co-
rolarios):

TEOREMA 2 — R* no es C*-sumergible en R

DEMOSTRACION

El teorema quedarid probado encontrando una aplicacién con-
tinua g de R* en P que no se pueda prolongar continuamente a una
aplicacién de R en P ([1}-1.16)

La funcién g de R* en P definida por

1 .
—— st a€[l o
Scda [T ool

g (o, p)¥* = vhBellowyvkel,?23,...

t 0 si a€fwymf

es continua (cd « = cardinal de un conjunto ordenado representante
de «).

De (3) se deduce que en R la sucesién {(wy 1)¥*k=1,2,3,.}.
converge a Y,, por lo tanto si g se pudiese prolongar continuamente
a una funcién g de R en P entonces

g (vo) =0

pero es evidente que la aplicacién g no es continua, puesto que poT
definicién de g

1

(1, 1)%* ¢§‘1(] 3 +% [) k=1,23,... (15)

y de (3) y de (15) se deduce que

E-‘(] —%+;—L)
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no es entorno, en R, de y, De y,€g-! (] — % + ;— [) se sigue que

— 1 1 . T .
g1 (] — 5 -+ 5 [) no es abierto, y, a fortiori, g no es continua.

El siguiente corolario es consecuencia evidente de los teoremas
1y2.

COROLARIO 1-2 — R* no es C*-sumergible en su compactacion de
Alexandroff R*

Es claro ([1]-1.16), que R* no es C-sumergible ni en R, ni en R*.

TroreEMA 3 — Los espacios C(R) v C (R\*) son idénticos (se supone
1dentificados los conjuntos soportes de R v de R*).

DEMOSTRACION

Identificando los conjuntos soportes de R y R*, como se hizo
en la demostracién del teorema 1, y teniendo en cuenta que la topo-
logia de R es mads fina que la topologia de R*, resulta que quedard
probado el teorema 3 si establecemos que si f es una aplicacién con-
tinua de R en P entonces f es una aplicacién continua de R* en P.

Sea U un entorno cerrado de 4 = f(v,) en Pyl un ndmero natu-
ral tal que

{yo}u{ o Sk*} c /1 (U) (16)

k=141

(la base de entornos de v, se dio en (3)).
La continuidad de la aplicacién f de R* en P, en el punto v,
teniendo en cuenta la relacién (16) quedard establecida si encon-

tramos para cada valor de £ =1, 2, 3, .../, una pareja de ordinales
(%, B%) € [1 w;[ X [1 wyf tal que

[ w11 X 8 0] ~ (@1, woh]* € f- (V) (17)

La relacién (17) es inmediata, puesto que sea o el ordinal oc’(;
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definido en (6); de (12) y de (7) se deduce que

lim 4t =1

n<wg
v, por lo tanto, existe un ordinal f* tal que
IelU si nmelft ol (18)
La relacién (6) y la (18) aseguran que
flo, n* =meU ¥V (x n)elaf o X [B* of (19)

La relacién (19), el que 2} = of, la continuidad de f y que el
entorno U es cerrado, implican la relacién (17).

La continuidad de la aplicacién f de R* en P. en cualquier otro
punto («, f)*¥*, distinto de ¥, es simple consecuencia de la coinci-
dencia del sistema de entornos del punto (x, f)** en las topologias

de R y de R*.
CoroLARIO 1-3 — EI espacio de Tychomoff R es seudocompacto.

DEMOSTRACION

Las aplicaciones continuas de R en P, son aplicaciones continuas
de R* en P (teorema 3) y R* es compacto.

CoroLARIO 2-3 — Un conjunto M y um pumto p de R estdn com-
pletamente separados si, y sélo si, estin completamente separados en R*.

Por su sencillez omitimos la demostracién. Este corolario resuel-
ve el problema 3. En particular:

CoRrOLARIO 3-3 — Ewn el espacio de Tychonoff R el punto yq estd
completamente separado del conjunto M si, y solo si, M estd contenido
en un subconjumto compacto de R que no contiene a y,.

DEMOSTRACION

Sabemos, corolario 2-3, que M estd completamente separado de
o en R si, y sélo si, M estd completamente separado de y, en R¥. Y
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puesto que R* es completamente regular M estd completamente
separado de y, si, y s6lo si, M®* n {y; = ¢

Esta tltima condicién equivale a afirmar que M estd contenido
en el subconjunto compacto en R*, B = M*t* y que B no contiene
a yo. B serd un subconjunto compacto de R*, y, por lo tanto, B
serd un subconjunto compacto de R.

El problema 4 lo proponemos como cuestién abierta®.
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