GEOMETRIA DIFERENCIAI, DE LAS FAMILIAS
DE PLANOS

POR

Jost: VAQUER TIMONER

Se estudia, por el método del triedro mévil, la geometria diferen-
cial local del espacio euclideo ordinario considerando como elemento
el plano, obteniéndose en particular duales de los teoremas de EULER
y BONNET sobre la curvatura y torsién de las curvas trazadas sobre
una superficie.

Se usan los resultados y notaciones del libro de W. BLASCHKE
« Einfithrung in die Differentialgeometrie» salvo el producto exte-
rior que se escribe A envezde [ ]. La cita (B. § 12) indica el § 12
de dicho libro.

§ 1. RESUMEN DE LAS FORMULAS DEIL TRIEDRO MOVIL.

Como es sabido, las ecuaciones diferenciales del desplazamiento
de un triedro ortonormal g, a,, a,, a; en el espacio euclideo ordinario
son :

dr = 0,0y + 6,05 + 0303
da; = a, w5 — a3 0y (1)

day, = az3m; — 0; W3
dag = 06; wy — 0y 0y
En el caso de que los triedros dependan de mas de un pardmetro,

se han de cumplir las condiciones de integrabilidad que se deducen
de las (1) por diferenciacién exterior :

doy = wz \ 05 — @y N\ 03, doy, = o, \ 03— wz A\ 0y,
d63=w2/\61—w1/\0'2 (2)

dw, = w; \ 0, dwy, = w; \ o dws = wy \ 0y
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Para estudiar las familias de planos dependientes de uno o dos
pardmetros, asignaremos a cada plano del espacio euclideo ordinario
la familia de triedros ortonormales dependientes de tres parametros,
que tienen el origen ¢ sobre el plano y el vector a; ortogonal al plano
(en realidad son dos subfamilias continuas que determinan dos orien-
taciones del plano). Estos se deducen a partir de uno de ellos ¢*; of,
a3, af mediante las transformaciones

t =1+ Aaf + pad
a, = af cos ¢ + a3 sen ¢
a, = — af sen @ + a3 cos ¢

a3

Il

de las que, teniendo en cuenta (1), deducimos :

0y =<dt,a;> = (6f +d2— pwi)cosp+ (05 +du + Aws) seng
Oy = <dt, 0> = — (06f +dA — pw}) seng + (65 + du—+ Aw}) cos g
03 = <dt, 03> =05 — Aos + pof

mw, = — < dag, 0, > = w] cos ¢ + wi sen ¢ (4)
Wy = < dag, a; > = — of sen ¢ + ws cos @

Wy = <da,, a3 > = i + do

§ 2. FAMILIAS DE PLANOS DEPENDIENTES DE UN PARAMETRO.

Si tenemos una familia de planos dependientes de un pardmetro %,
la familia de triedros ortonormales a ellos asignados depende de
cuatro parametros u ; A, u, ¢. A los tres ultimos se les llama para-
metros secundarios.

Especializando convenientemente los pardmetros secundarios
obtendremos una familia de triedros ortonormales dependiente de
un pardmetro ligada a la familia de planos y que juega un papel ana-
logo al triedro de FRENET de la teorfa de curvas y que llamaremos
triedro de « FRENET» de la familia de planos.

Las férmulas (4) muestran que los pfaffianos w,, w,, o5 no de-
penden de las diferenciales de los pardmetros secundarios, cosa que
también puede verse directamente observando que si du = () tiene
que verificarse daz =0, < dg, az> = 0.
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Excluyendo el caso trivial w; = w, = 0 que corresponde a una
familia de planos perpendiculares a una direccién fija y que no posee
ningin invariante, podemos siempre suponer w; # 0 y entonces

Wy, = a 63 =bw, (5)
Diferenciando la primera de las (5) y teniendo en cuenta las con-
diciones de integrabilidad (2), resulta :

(da+ 1+ a2 o)) AN wy=20

Puesto que w, no depende de las diferenciales de los pardmetros
secundarios, llamando da a la parte de da que depende de las dife-
renciales de los pardmetros secundarios resulta

da+ (1+a2)dep=0

Luego, escogiendo convenientemente ¢ puede conseguirse a = 0,
wy, = 0. Los cambios que conservan la situacién son los (3), (4) con
@ = 0. Las formas diferenciales w; y wg son invariantes frente a

estos cambios. Diferenciando la segunda de las (5) y teniendo en
cuenta las condiciones de integrabilidad (2), se tiene :

(@b — o) A w, =0

Puesto que w,; no depende de las diferenciales de los parametros
secundarios resulta :
0b—du=20

Luego, escogiendo convenientemente u puede conseguirse b = 0,
o5 = 0. Los cambios que conservan la situacién son los (3), (4) con
=0y u=0.

Atn disponemos del pardmetro secundario 4 para seguir especia-
lizando el triedro y obtener el triedro de « FRENET », pero para el
estudio de las familias de planos uniparamétricas de una familia
dependiente de dos pardmetros conviene estudiar las familias de
triedros anteriores en las que A es una funcién de #. A estas familias
las llamaremos hilos.

Las ecuaciones del triedro mévil de un hilo son :

dt = a,0;, + 0,0,
da; = 0y, W,y
day, = agw; — a; wg

dag = — oy 00
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Obsérvese que a; es perpendicular a a, y da,, luego a; da la di-
reccién de la generatriz de la desarrollable.

§ 3. INVARIANTES DE UN HILO.

Las integrales

o= [ y, u= / ON (7

no dependen de la curva g sino que dependen solamente de la familia
de planos, las designaremos por dngulo total y curvatura total de la
familia de planos respectivamente. A la forma invariante v, = v = d«
la designaremos por diferencial del dngulo.

Las integrales

Uy = [ o1, Uy = [ 05 (8)

dependen no solamente de la familia de planos sino que también
dependen de la curva g elegida, las llamaremos, respectivamente,
torsién y desvio totales del hilo.

Los cocientes diferenciales
02 01

w
73, d=2, w=- 9)
)] w w

k=
se designardn por curvatura, desvio y torsion del hilo, respectivamente.
Obsérvese que la curvatura no depende del hilo elegido sobre la
familia de planos.
Los distintos hilos de una misma familia de planos vienen dados
por las (3) con p = 0y u = 0. De las (4) se deduce

h=k%,  d=d*+ k" w=w* 4 - (10)

§ 4. INTERPRETACION GEOMETRICA DE LOS INVARIANTES.

Si a partir de un punto fijo llevamos el vector aj, el extremo del
mismo describird una curva sobre la esfera de radio 1 que llamaremos
imagen esférica del hilo. De las (6) y (7) se deduce inmediatamente
(B. § 22).
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PROPOSICION.  El dngulo vy la curvatura de una familia de planos
dependientes de un pavdmetro coinciden respectivamente con la lon-
gitud del arco y la curvatura geodésica de su imagen esférica.

Si & = 0, entonces a; es constante y se trata de una familia ci-
lindrica. De la segunda de las (10) resulta que el desvio no depende
del hilo. Ilamando o al elemento de arco de la curva ¢ y § al dngulo
que forma con a, se tiene

dr _( oy o\ 0 w - d
o (al Z) T 5) P v w? + a2 T 0 N
luego
cos f=—- @ sen f = —, 4 (11)
\Vw? + a2 \/wz + 42

Tomando ¢ una seccién recta del cilindro las (6) se convierten en

dr = 6,0,

da, = a3, ,
dag = — 6y (6)
da, =0

y podemos enunciar :

PROPOSICION. St & =0, la familia de planos es una familia ci-
lindrica, el desvio d es independiente del hilo y coincide con el radio
de curvatura de la seccion recta. La torsion de un hilo estd ligada al
dngulo B que forma con las generatrices oy por las férmulas (11).

Si & # 0, siguen valiendo las (11). En este caso el desvio 4 de-
pende del hilo y existe uno para el cual d = (. Para éste las (6) se
convierten en

dy = a,04
da, = a, wg .,
day = a3 — 03 Wy (67)

dag = — 0, 4

Luego, llamando ¢ y 7 a los radios de curvatura y torsién de la
arista de retroceso, v w, a la torsién del hilo sin desvio, tenemos

(B. § 24).
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ProposiciON. St k # 0, existe un hilo con desvio nulo que coin-
cide con la arista de retroceso de la desarrollable. Si la arista de retroceso
no se reduce a un punto, los invariantes del hilo estdn relacionados con

. . . T
los invariantes de la arista de retroceso por wy= — v, b = — .
4

§ 5. HILOS DE UNA MISMA FAMILIA DE PLANOS.

Dado un hilo de invariantes &, d, w, los hilos sin desvio de la
misma familia de planos satisfacen a la ecuacién

d+Ak=0

Luego podemos enunciar

ProrosiciON . En una familia de planos con k= (0 no existe
ningun hilo sin desvio. Si k # 0, existe un hilo sin desvio (arista de
retroceso, reducida a un punto si wy = 0).

Obsérvese que el hilo sin desvio es el concepto dual de la banda
osculatriz de la teoria de curvas.

Los hilos sin torsién satisfacen a la ecuacién diferencial

Tuego tenemos :

ProroSICION.  En una familia de planos dependientes de un pard-
wmetro existen infinitos hilos sin torsién y dos de ellos cortan a las gene-
ratrices a; en puntos equidistantes.

Esta proposicién es el dual del teorema de O. BONNET sobre las
bandas de curvatura de una misma curva. (B. § 23).

De las (11) se deduce que los hilos sin torsién son las trayectorias
ortogonales de las generatrices a;.

§ 6. CALCULO DE LOS INVARIANTES.

En general, una familia de planos dependientes de un pardmetro
u vendra dada por un punto p (#) y el vector normal unitario a (u).

Teniendo en cuenta las férmulas (6), tenemos que el elemento de
4ngulo viene dado (salvo el signo) por

w?= = <da da>
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y el triedro asociado serd
a; = a, ay = — -, a; = a, X a4

La curvatura viene dada por

B =40, &> [a da d?a
- w T dy’ da?y

La curva p en general no serd un hilo. Paraque t =p + Aa; + ua,
sea un hilo ha de verificarse 0 = < di, 03> = <dp, o3> + po,
o sea:

Existe, pues, una familia de hilos dependientes de un parametro A
cuyos desvio y torsién se obtienen por las fé6rmulas
_<dpa>_  <dp de>

du
a 1) <da, da> + R+ do

_<dr > _ [y e da] | <dp >,  d2
- w T <da, da> do do

§ 7. FAMILIAS DE PLANOS DEPENDIENTES DE DOS PARAMEROS.

Si una familia de planos depende de dos pardmetros # y v, entonces
la familia de triedros ortonormales a ellos asociados depende de cinco
pardmetros: u, v; A, g, .

Como en el caso de las familias uniparamétricas, especializando
convenientemente los pardmetros secundarios obtendremos el triedro
de « FRENET » de la familia que nos permitird obtener teoremas ana-
logos a los de EULER y BONNET de la teoria puntual de superficies.

De las férmulas (4) se deduce inmediatamente que los pfaffianos
1 Wy, 03 no dependen de las diferenciales de los pardmetros secun-
darios. Distinguiremos dos casos: a) w; A wy #0y b) w; A w,=0.
El caso b) serd estudiado en el § 11.

a) En este caso la imagen esférica a; es un abierto de la super-
ficie esférica. Puesto que w,, w, son independientes y o, no depende
de las diferenciales de los pardmetros secundarios se tiene

o3=aw, + bw,
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Diferenciando y teniendo en cuenta las condiciones de integra-

bilidad (2) se obtiene
(da —bwy — 0y) N 0+ (@b + aws + 6;) A w3 =0

Puesto que o, v w, no dependen de las diferenciales de los para-
metros secundarios resulta (con las mismas notaciones anteriores)

6a—bdyp+senpdld—cos pdu=20
0b+adp+cospdi—+sen pdu=0

y manteniendo ¢ =
da—du=0, 0b+di=0

Luego, escogiendo convenientemente 2 v u se puede conseguir
a=b=0 o sea o3 =0 y las ecuaciones del triedro mévil se re-
ducen a

dr =a,0; + 6,0,
day, = 6, w3 — a3 0, (12)
dag = a3 0y — a3 Wy

dag = a; Wy — Gy Wy

Tos cambios que mantienen la situacién son los (3), (4) con 2 =0,
u = 0. La tinica forma que depende de d¢ es w,.

Si 6; A 0, # 0 las férmulas (12) coinciden con las férmulas del
triedro moévil de la superficie puntual ¢ (B. § 41). Si 0; A 0, =0,
entonces ¢ describe una curva y la familia de planos estd constituida
por los planos tangentes a dicha curva. Si g; = ¢, = 0, entonces ¢ es
fijo y se trata de la familia de planos que pasan por el punto .

§ 8. TRIEDRO DE FRENET E INVARIANTES.

Tomando convenientemente ¢ obtendremos el triedro de « FRrE-
NET » de la familia de planos. Las (4) muestran que o; y o, no de-
penden de dg¢, luego

0, =aw,;+ bow,

(13)

Oy = C W)+ € w,
La tercera de las (2) da

a4+e=0 (14)
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Diferenciando las (13) y teniendo en cuenta las condiciones de
integrabilidad (2) y (14), se obtiene

(da — (b4 c) wg) A wy+ (A0 4+ 2awy) A wy =10
(e +2aws) AN wy+ (—da—+ b+c)wy) AN wg=0

Puesto que w; y w, no dependen de d ¢ resulta
da— (b+c)dp=0, 6b+2adep=0, 6c+2adep=0 (15)
De las dos dltimas se deduce § (b — ¢) = 0, luego
b — ¢ = ¢ = invariante (16)
Substituyendo en (15) & = g + ¢ se obtiene
da— 2c+q)dp =0, 0c+2adep =0
de donde eliminando d¢ resulta
0(a?+c?+qc) =0, a?%-+ c? 4 gc = invariante (17)

La (17) pone de manifiesto que escogiendo convenientemente ¢
puede conseguirse ¢ = 0, y teniendo en cuenta (14) resulta

0y = — ¥ Wy Gy = 75 0y

W3 = ¢y 01 + g5 Wy

(18)

Las funciones 74, 7,, ¢4, ¢, son las invariantes de la familia de planos
v entre ellos existen relaciones que se deducen facilmente de las con-
diciones de integrabilidad (2).

Si oy A 0, # 0, las férmulas (12) y (18) ponen de manifiesto
que 7, V 7, son los radios de curvatura principales de la teoria de
superficies ¥ g, ¥ g, estdn ligados a las curvaturas geodésicas g, v g,
de las lineas de curvatura por g, =74, 8= — 7,4, (B. §§ 43 y 61).

Si oy A 0, =0, entonces ae — bc = 0, luego de (14) y (16) resulta

a* +c24+qc=0

por tanto, siempre podré conseguirse a = 0, ¢ = 0, es decir, 7, = 0.
En este caso las condiciones de integrabilidad (2) dan (7, # 0):

O0=doy=—dn N\ wy—7rdw,, 0=¢, dwo,=0
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o sea, poniendo o; = du, w; = dv :

or 2 o
a_vl = — 719, gqb,z =—(1+43) (19)

v = constante da una banda de la curva r cuyas ecuaciones del
triedro mévil son

dr = a,du

da, = a3 my — ay g ]

da, = a (20)
2 = 0 W3

dag = — a; w,

con
1
wy = — = du, Wy = — %2 qu

7, 7,

Luego la curvatura &, y torsién w de la curva ¢ son (B. § 23):

g,
P2 1+ qE ou
1 1+ 43

De las (19) se deduce que 2 y w no dependen de v, como debe
suceder.

§ 9. DESARROLLABLES DE LA FAMILIA.

Consideremos una familia de planos dependientes de dos para-
metros (brevemente superficie) cuyas ecuaciones diferenciales del
triedro de FRENET son las (12) con las condiciones (18), y en ella
una familia de planos dependientes de un pardmetro (brevemente
desarrollable) cuya generatriz af forma un 4ngulo 7 con a;, es decir :

af =@, cos 7+ a, sen T

La ¢ de la (12) determina un hilo de la desarrollable cuyas
férmulas del triedro mévil son

dr =af of + a3 03
daf = af wf
daf = af wf — af of

da} = — o} of
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con

of = 0* = w, 08T+ wysent, 0= w5 = — w;sen 7+ w, cos T,
0 = w; +dt

%

2

6f = 0y COS T + 0, Sen T 05 = — 0, sen T+ 0, COS T

Los invariantes de este hilo vienen dados por las férmulas

of 0, sen T + g, COS T

* — —_
wh =5 = oF = (ry, — 7;) sen 7 cos T
o3 — 6, Sen T+ 0, CoS T
@ = o* - w* : = — (r; sen® 7 + 7, cos? 1) (21)

%
B 5 _ O3 +dz
o* w*

TLlamaremos desarrollables de curvatura a aquellas cuyo hilo tenga
torsién w = (. Vienen dadas por la ecuacién

g, COS T+ 0y sen 7 =10 o sea, 01w, + 050y =0
de donde se tiene (B. § 62):

PrOPOSICION. Las desarrollables de curvatura som aquellas cuya
linea de comtacto con la superficie es wuna linea de curvatura,
(61 N\ 05 # 0).

Llamaremos desarrollables asintéticas a aquellas cuyo hilo tenga
desvio d = 0. Vienen dadas por la ecuacién

—oysent+o,cos =0 o0sea o,w —ow=0
de donde se tiene (B. § 61):

PrROPOSICION. Las desarrollables asintdticas son aquellas cuya
linea de comtacto con la superficie es una asinidtica, (o A\ oy = 0).

Llamaremos desarrollables geodésicas a aquellas que tengan cur-
vatura k£ = 0, es decir, a los cilindros circunscritos a la superficie.
Vienen dadas por la ecuacién diferencial

(/)
w3 +dr=0  7=arctg 2
!
PROPOSICION. Las desarrollables geodésicas son las que hacen

estacionaria la integral f o.
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En efecto, basta observar que la integral f o es la longitud del

arco de la imagen esférica, luego para que sea estacionaria es nece-
sario y basta que la imagen esférica sea una geodésica.

En el caso de la familia de planos tangentes a una curva (g, = 0)
la ecuacién de las desarrollables de curvatura se reduce a ¢; w; = 0.
o, = 0 equivale a r = constante y da los haces de planos de arista la
tangente en ¢ a la curva. w, = 0 da las bandas de curvatura como se
deduce inmediatamente de (12) poniendo o, = 0, w; = 0. La ecua-
cién de las desarrollables asintéticas se reduce a o; wy = 0, 0 sea,
teniendo en cuenta (18), o3 = 0, que da los haces de planos de arista
tangente a la curva r. En este caso existe una asintética singular,
la desarrollable osculatriz, que es el dual de la arista de retroceso
de las superficies desarrollables consideradas como conjunto de puntos.

§ 10. DUALES DE IOS TEOREMAS DE EULER Y BONNET DE LA
TEORfA PUNTUAI, DE SUPERFICIES.

Sea of =4q; cos v + a, sen 7 la generatriz de una desarrolla-
ble circunscrita a la superficie y ¢* =t + Aaf su arista de retro-
ceso, entonces las férmulas (21) y (10) dan para el hilo con 4 = 0.

Ak = —d* =v; sen?® v + 7, cos? 7

ar

w == (¥, — #;) Sen T cos T + ~

es decir

ProrosICION. St una desarrollable civcunscrita a una superficie
tiene una gemeratviz que forma un dngulo T con la generatriz oy de la
desarrollable de curvatura y el punto de la arista de retroceso estd a una
distancia 2 del punto de contacto con la superficie, se verifica, llamando
ky w a la curvatura y torsién del hilo con desvio d = 0,

Ak =17, sen® T 4 7, cos? 7

w—~l;=(72—71) sen 7 Cos T
Esta proposicién es el dual de los teorema de EULER y BONNET
que relacionan la curvatura y torsién de una curva trazada sobre
una superficie con las dos curvaturas principales (B. § 62) (¥).

(*) Véase también G. DARBOUX. Theorie génévale des Surfaces — II Par-
tie, Livre V. Chap. I
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§ 11. EL cASO w; A wy =10

Si w; A wy =0, entonces a; describe una curva esférica y la
familia de planos estd constituida por los planos perpendiculares
a las generatrices de un cono, o lo que es lo mismo, por los planos
tangentes a una curva impropia.

Si tomameos por triedro a;, a,, a5, el triedro de la banda esférica
az, v t la interseccién del plano con la generatriz del cono perpen-
dicular a él, resulta : '

dr = 0,0, + a303
da;, = Gy wg — G5 W, (22)

day = — a; wg

dag = a; w,

y si ademds tomamos como pardmetros el arco # de la curva esférica
y la longitud v de la generatriz del cono, resulta :

o, =vdu 6= dv wy = du wg = qdu

y las condiciones de integrabilidad dan dg A du = 0.

El tnico invariante ¢ es la curvatura geodésica de aj.

Las desarrollables de la familia vendrdn dadas por funciones
v # @ (u) cuyos invariantes pueden calcularse como se ha visto en
el § 6.

wr= <degday>=du?, o=du, o =—qa o =nq
< dadf, daf >

la arista de retroceso viene dada por r + Aaf 4 waf con

<dg, a3 > ,
p=—— = — g ()

w

v0=_<d§da3>
)

+qi—¢"=qgi— (p +¢)

y la torsién por

w — [@z, a5, da,] 4 <draeg>

w? o

?+ ¢”)

ai , a
9+E=9‘P +Zi;¢( 7
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En el caso que ¢ =0 se trata de la familia de planos parale-
los a una direccién fija y todas las desarrollables son cilindros
cuyo desvio es
<drde >

w?

d=— +Z—5=—(¢+¢”)

Las consideraciones geométricas que nos han conducido a las
férmulas (22), pueden sustituirse por el siguiente razonamiento
analitico .

Las formas de PFAFF w, ¥ w, no pueden ser ambas nulas (puesto
que entonces a; seria fijo v la familia de planos no dependeria
més que de un pardmetro), y siempre puede suponerse w, # 0. De
w; N\ wy = 0 se sigue w; = a w, y por diferenciacién exterior, teniendo
en cuenta las condiciones de integrabilidad (2) resulta

(da — (14 a?) wg) N 0, =10

v puesto que w, no depende de las diferenciales de los pardmetros
secundarios

da— (1 +a®dep=0

luego, tomando convenientemente ¢ puede conseguirse a = 0, w; = 0.
I,0s cambios que conservan la situacién son los (3), (4) con ¢ = 0.
De w; =0 se deduce (vid. (2)) wz A wy, =0, luego w; = g w,
y ¢ es un invariante como se deduce inmediatamente de las (4).
De las condiciones de integrabilidad resulta d w, =0, dg A\ w, =10
luego podemos poner w, = dut, ¢ = q (u).
El sistema de PrArrF

0b=0,+d2— pugdu —vdu =0

Oy =0, +dpu+ Aqdu =20 (23)
O3=03 — Adu —dv =0

es completamente integrable, pues de las condiciones (2) se sigue :

db,=do,—qdpu \ du—dv \ du=qdu \ os—du \ o3—qgdu N\ du—
—dv N\ du= (03— dv) \ du—q (o4 du) Ndu=05; N du—q 0, \ du

db0y=doy+ gdA N du=—wg N\ oy+qdi \du=qg, N\ du

A0y=do;—dANdu=wy \oy—AdAN\ du=— 0, \ du

luego, tomando A, u, v soluciones de (23), obtencmos los (22).



