CONJUNTO DE VALORES
DE UN COEFICIENTE DIFERENCIAIL

POR

BAITASAR R.-SAIINAS

Dada una funcién real f, definida en un intervalo I, diremos que

f posee en el punto x, de I una diferencial de orden n si para x pertene-
ciente a I se tiene

(1) 1) =S a, E= 5 oy

cuando ¥ — %,.

Entonces, como el coeficiente a, de (v — x,)"/n! estd univoca-
mente determinado por f# y %, podemos designarle sin ninguna am-
bigiiedad por f, (x,) y llamarle n™° coeficiente diferencial (o de orden n)
de f en el punto xy. Con esta notacién se puede escribir (1) asi:

@ i =30 = o —s wel)

para x - x.

Si existe la n™* derivada f* (x;) de f en el punto x, € I se puede
encontrar un entorno de x, en I de forma que existan las # — 1 prime-
ras derivadas de f en él. Por tanto, aplicando #» — 1 veces la férmula
de 1" Hosprran, tendremos

— 1im [ﬁ’ff?%:_if:l_)“(ﬁd — (xo)] —0

x — % L
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y, por consiguicnte,

®) o) = 3210 ) S o —
y
(4) foltg) =719 (xg)  (»=0,1,2, ...,n).

La reciproca de esta proposicion no es cierta para n > 2 porque
aunque [ posea el n” coeficiente diferencial f, (x,) pueden no existir
las derivadas de orden » > 2. Asi pasa cn el caso que

f(x) =e*" sen ™ para x #£ ()

£0) =0

para n > 2y x5 = 0. Desde luego, si f posee el n" coeficiente dife-
rencial f, (x,) v # > 1, la derivada f’ (x,) existe y f' (xg) = f; (%¢)-

CoromiNAs ha extendido en su tesis (1) los teoremas fundamen-
tales del calculo diferencial, es decir, los teoremas de RoLLE, de valor
medio, etc. Iistos resultados los vamos a mejorar aqui con los tec-
remas I y II.

TEOREMA 1. S¢la funcién real f posee n" coeficiente diferencial f,
en un intervalo I y no existe la derivada f™ (x,) en un punio %, c I,
cualquiera que sea el numero real A existe un punto & . %y de I tal
que f, (§) = 4, es decir, el conjunto de los valores de f, en I — {x} (%) es
la recta real R.

Cororario I. Sean f y g dos funciones reales definidas en un
intervalo I € R. Si f posee n™ diferencial f, y exisle la n™* derivada
g™ de g de forma que f, v g, = g") no se anulen simultdneamente y no
exista la derivada [ (x,) en un punto x4 I, cualquiera que sea el ni-
mero real A existe un punto & ¢ I — {xo} tal que f,(&)[g, (&) = 2, es
decir, el conjunto de los valoves de f,|g, en I — {xy} es la recta real.

Este corolario resulta ficilmente aplicando el teorema I a f — Ag.

También como consecuencia del teorema I se obtiene :

() CoroMINAS. Ti.: Contribution a la théorie de la dévivation d ordre su-
pévieur. Bull. de la Soc. Math. de France, Vol. 81 (1953), 177-222.

(3) Designamos por I — {x,} el conjunto de los puntos x¥ £ v, de I y
por I — x, el intervalo que se obtiene de I mediante la aplicacién ¥ — x — x,.
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TroreEMA II. Sea @ una funcion real de las p (n 4 1) variables

(0) 0) (0) (1) (1) (n—1) (n—1)
'x1)x2:"';xplylly(Zy"')yf): yl:"'>y[7:'-': 1 )"-)yP 4

definida en IP R excepto en los (g) hiperplanos x; = x;, siecndo R la

recta veal e I un intervalo de clla, tal que para cada funcion real f, n veces
derivable en 1, y cada punto (xy, %,, ..., %,) de I? existe un punto & in-
terior de I que satisface

D (%, Hgy ooy Xpy [(0)s o F ), (X)), oo P (5p), oo U7 ()
(5.1)
— 1 ().

Entonces, se puede generalizar (5.1) afirmando que para cada fun-
cion real f que posea w diferencial en I y cada punto (X4, %5, ..., X,)
de I? existe un punto & intevior de I que satisface

¢(x1’ KXoy -+ ':x/» f(xl)r . ':f(xp)> fl (xl): . ':fl (X{,), . ".fﬂ—i (xl)))
(5.2)
= 1. (8)-

Tn efecto, si existe la derivada f la f6rmula (5.2) es valida por
verificarse (5.1) y ser f, = f®), y si no cxiste la derivada ™ (xy) en
un punto %, € I también lo es por tomar f,, segiin el teorema I, todos
los valores reales en el interior de I.

En el caso que @ sea una funcién lineal de 3", y&, ..., 9%,
vy, . ye ) del teorema II se deduce :

Cororario II. Si fy g son dos funciones veales definidas en un
intervalo I € R que poseen m™s coeficientes diferenciales f, v g, en I
que no se anulan simultdneamente, cualesquiera que sean los puntos
X1, X - .., Xy de I, existe un punto & interior de I que satisface

(6) d)(xl, Koy « o0y Xpy f(?(fl), ey fn—l (x/:» o fn ('S)

D (x4, %3, - -, Xps 8 (*1), - s Guy (%4)) A (&)’

siempre que D (¥, %y, ..., ¥p & (%), «+ -, &uet (%)) # 0.

Estos resultados comprenden los teoremas III, V, VI, VII, VIII,
IX, X, XI, XII y XIII del trabajo anteriormente citado de Coro-
MINAS.

Con esta contribucién ponemos de manifiesto que el interés fun-
damental que tienen los teoremas clasicos del cdlculo diferencial :
teorema de RoLrrx, de valor medio, ctc., reside en que « generalmen-
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te» el conjunto de los valores de una derivada en un intervalo es un
subconjunto propio de la recta real R y que, por tanto, no se pue-
den superar dichos teoremas mediante una proposicién andloga al
teorema I.

Por las consideraciones que hemos hecho serd suficiente probar
el teorema I para que queden demostrados los demés resultados.
Esto es precisamente lo que nos proponemos realizar ahora.

Dada una funcién real f, definida en un intervalo I de R, y un
entero # > (0 vamos asociarles una funcién F definida en la banda

Q:{x:(xlj 2, _..,x")‘ /Wx"c](,f
L i

de R" y una funcién de intervalo @ poniendo

(7) Fx)=F@, 22 .., x)=f@ +22+ ... + %"

y

8 @) = A, Fk= DU—1*F (%ky, 22y -, %) (B=1,2)

syt b
para cada intervalo

I=(|xt <2<k k=12, ...,n c Q.

Lema 1. Si f posee n™ coeficiente diferencial f,(a) en el punto
a el resulta

(9) lim A.,_.n,_é_]ix_.*’?_]_:_.. =1, (a)
T — =
k=1
cuando %1y x, tienden hacia un punto xo = (x§, %3, ..., %) tal que

n
Zx’{, = a de forma que x% < xt <&y que todas las sucesiones
k=1
{am} = {(#§ — ) /(x5 — «})}

sean acotadas para h, k =1, 2, ..., n, es decir, la derivada ordinaria

D' (%) = [, (a) st kiﬁx’(; = a.
=1
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~1

DEMOSTRACION. Basta tener presente (7), (8) y que

—~ "1y —~ 7

2= 20 S | 4o | S k- |

i=1

— " v — N

- SEOS -] +o[ D -]

2

Lv i i—“ Ba N
> (o, — i) | 40 n<xf:—x';>]

v=0 T Li=1 N - k=1

LEMA 2. Si @ es una funcién aditiva de intervalo, definida en
una region Q de R, tal que la derivada ordinaria @' (x) <0 en £,
resulta @ (I) < 0 para cada intervalo compacto I € £2.

DeEMOSTRACION. En efecto, sea
I={x= @, 2 ... %) |2 <z <xf} c Q.

Entonces, por biseccién de los lados de I se obtienen N = 2" in-
tervalos I, I®) . I®™ para los que se verifica

Por tanto, se puede encontrar un intervalo I, = I, de modo
que
o () <2'D(I,).

Repitiendo este proceso indefinidamente se determina una suce-
si6n decreciente de intervalos {/,}, convergente hacia un punto %, ¢ I,
que satisface

D(1) <2"D(L,44) v=1,2,...)

y, por consiguiente,
D(I) <2vP(1,) =12 ...).

De esto resulta

o) <1 i 25 — 1107 (x) < 0.
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LEMA 3. Sea f una funcién real definida en el intervalo cerrado
I = [a, b]. St el (n— 1)™ coeficiente diferencial f,_, existe en I vy f,
satisface la desigualdad f, (x) < K en I° = (a, b) resulta

(10) fiza (bz)) - {;—.1 @ g

DEMOSTRACION. Supongamos K = 0, entonces podemos aplicar
el lema 2 a la funcién de intervalo @ definida por (7) y (8) para
cada intervalo

J=&=@4 22 ..., 2" |2F <2t <ab k=1,2, ..., 1

contenido en la regién

Qozﬁ[xz(xl, x2, ...,xu)
L

n_‘ I
St clof ()
v=1

n

puesto que por el lema 1 se tiene @' (x) =/, (Z’ xﬁ) < 0 en 00
v=1

Asi resulta

D) =20 (— 1 f (b 4+ o2 + ... +28) (=12

k=ki+...kp

=2 (= D f (b + ..+ #h +2D)

k=k1+ ku-l
— D (=)t T ) =0
E=ki+...+kpy

para J c 2%y también para J ¢ 2 por ser f continua en I, de donde
por el lema 1 se deduce

fn—l (5) - fn—l (d) S 0

para £ e I° si se toma

1 2 n—1
X=X = ... =X =0, xg:a
y
1 2 n—1 b——f n
Xg=X3 = ... =% =-——§ Xo =
s, w=t

n—1
con 0 < <1ysehace § - 0 después de dividir por H (x;e — xb).
k=1

(®) Designamos por I° el interior de 7,
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Como de mamnera andloga se obtiene
fn'-l (b) - .fu——l (E) S 0
para & ¢ 19 resulta
f”—l (b) ’“' fn—l ((l) <0. ‘

Una vez demostrada la desigualdad (10) para K = 0 se pasa al
caso general aplicando dicho resultado a f (x) — Kx"/n!

TrorvMA 1. Si la funcién real | posee w™ coeficiente diferencial
acotado superiormente o inferiormente en un intervalo I, f es derivable
n veces en Iy, por consiguiente, f = f, (4).

DEMOSTRACION.  Sea O un punto de I distinto del extremo de-
recho y supongamos # > 2,

@) fO=H0)=... =40)=0 (&) =o(")
v que existe un numero K tal que
(12) () <K

para x ¢ I, es decir, que f, es acotada superiormente. ¥ntonces, apli-
cando reiteradamente el lema 3 resulta para x > 0,

foet (%) < K, ..., f(x) < Kx7, ... (v << n)
y, eu particular,
(13) folx) < K xm—2
Nos proponemos demostrar ahora que
(14) fr(0) = o (1)

para x - 0 y x > 0, es decir, que no se puede encontrar un ndimero
o > (0 y una sucesién positiva x, > 0 de manera que

|f1(%)|>a%7~1 v=1,2,...).

() Xiste teorema ha sido demostrado por COROMINAS, loc. cit., pag. 221,
basidndose en los teoremas de valor medio que previamente obtiene.
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Fn efecto, supongamos que existe un ndmero « > ( y una suce-
sién pcsitiva x, ~ 0 que verifican

f1 () > ax ! =12 ...)

y sea 0 un ntimero positivo, menor que 1 y suficientemente préximo
a 1 de modo que

f=oa—(1— 0K >0

Entonces, el lema 3 nos permite escribir, teniendo presente (13),
la desigualdad

o) = h ) _ oo
Xy — Xy

J

para Ox, < x, < %, y, por tanto,
hi@) >f(x) — K (v, — x) %,
Sany Tt — K1 — 04!

=—1 ﬂx:l_l

parav =1, 2, ... . De donde se sigue aplicando ¢l lema 3 a — f esta
otra desigualdad

ﬂxx):_ f(;_(gi) >80t (B>0)

para » =1, 2, ..., con lo cual se llega a una contradiccién puesto
que de f(x) = o (x") resulta

(15) f(x;%: _]‘0_(;2%_) =0 (™)

para v -> co.
De igual forma si suponemos que existe un ntimero « > 0 y una
sucesién positiva x, - 0 que verifican

falx) < —ax) ™ w=1,2...)

se llega a un absurdo. En efecto, si elegimos el ntimero 0 > 1 sufi-
cientemente préximo a 1 de forma que

f=a—(0 —1)K >0
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y aplicamos el lema 3 de manera andloga como antes, resulta

para x, < x, < 0%, y, por tanto,

fl (‘X:’) < f]_ (x,,) + K(x," . x,,) x;l.—‘],
<—am T H K@)

. ﬁ’Un_l
= Xy

) < — Byt (8 > 0),

de donde se llega a una contradiccién observando que (15) es tam-
bién valida para 0 > 1.

De la relacién (14) se deduce que existe la derivada a la derecha
de f; = f' en el punto ¥ = 0 si 0 no es extremo derecho de I e igual-
mente la derivada a la izquierda si 0 no es extremo izquierdo de I,
pues basta aplicar el resultado precedente a la funcién g definida por
g(x) = (—1)"f(—x) en —I. Por tanto, en todos los casos existe
(0) (=0).

Si de manera general prescindimos de la restriccién (11) y apli-
camos cl resultado que acabamos de probar a la funcién g definida
en el intervalo I — x, por

v

g0) =+ x) — S hiw D)
v=1

para xge I, suponiendo f, superiormente acotada, resulta que la
derivada f{ = f, y que f, es ¢l (n — 1)™ coeficiente diferencial de f,
y, por consiguiente, que la derivada f; = f,11 vy que f, es el (n — »)™°
coeficiente diferencial de f,(1 <» <% — 1). De esto se deduce in-
mediatamente que existe la derivada f* (= f,).

Igualmente se llega a la misma conclusién si se supone f acotada
inferiormente.

LEMA 4. Sea @ una funcién aditiva de intervalo, continua y con
derivada ordinaria @' en una regién Q de R". Si

D (%) <0 y D(x) >0
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en dos pumtos %, Yy %, de Q, existe al menos un punto x, € 2 que satisface
@' () = 0.

DEMOSTRACION. Siendo £ un conjunto abierto y comexo se
puede encontrar una poligonal y € 2 de un ndmero finito de lados
que una x, con %, Entonces, por ser y un subconjunto compacto
de 2 existe un ndmero p > 0 tal que cada esfera de radio g que tenga
por centro un punto de y esté contenida en Q.

Como

D (x) <0 y D (x) >0,

se puede determinar un ntimero A: 0 < A < p/4/#n de forma que si
designamos por I un intervalo ctibico de R”, de centro x y de lado 4,
se verifique

o(IM) <0 vy o(I?) >o0.

: 2 ., .
De esto se deduce, siendo @ ([ ﬁ)) una funcién continua de x en el
. . . 2
conjunto conexo y, que existe un intervalo I, = I con xey que
satisface

D (I,) = 0.
Por tanto, si por biseccién de los lados de I, subdividimos I, en
N = 2" intervalos cerrados congruentes : I, I® ... I™) tendremos
N
wl
Z D) =d (I, =0.
v=1
Si para alguno de estos intervalos I® se verifica

@ (I?) = 0

designaremos por I; este intervalo. En caso contrario existen dos
intervalos [*) e I®) que satisfacen

DI <0 y I >0

y, por tanto, se puede determinar un intervalo I, c I, congruente
con ellos, de forma que

@ (I,) = 0.
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Repitiendo indefinidamente este proceso se construye una suce-
sién decreciente {I,} de intervalos ctibicos cerrados cuyos lados
A =24/2">0 v @(I,) =0. Por consiguiente, si designamos por x,
el limite de {/,}, tendremos

7 |

TEOREMA 2. St la funcién real | posee n™ coeficiente diferencial

1. (n =>1) en un intervalo I c R, cualesquicra que sean los puntos o.y f3
de I vy el niimero veal A que verifique

fn(a') <)'<fn(/3) 0 fn (7) >2'>fn (ﬁ)’
existe un punto &€ (v, f) tal que
1[(8) =42,

es dectr, f, posee la propiedad de DARBOUX (3).

DEMOSTRACION. Resulta como consecuencia de los lemas 1 y 4.

Ahora podemos ya demostrar el teorema I. En efecto, como por
el teorema 1 se pueden encontrar dos puntos %; v %, de I, a la
izquierda o derecha de x, de modo que

fn (xl) < A < fn (xZ)’

por el teorema 2 resulta que existe un punto £el — {x3} tal que

fn (5) = ;"'

UNIVERSIDAD DE ZARAGOZA

(%) Véase CoroMINAS, loc. cit., pag. 199.






