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In questi ultimi anni si é avuta una vera e propria rivoluzione
nel campo della astrofisica e della Cosmologia, e con la scoperta delle
quasar, delle pulsar, delle velocita iper-c e dell’eco del Big-Bang,
ci si é convinti che occorre passare a nuove e pilt perfezionate teorie,
per poter comprendere tutto cid che si osserva nel cielo. Si rende
quindi necessaria una profonda revisione della fisica relativistica di
Einstein, anzi, secondo Hoyle, ci troviano alla vigilia di un grande
cambiamento nella scienza, e cioé la nascita di una nuova fisica, a
partire dalla Astronomia.

In una serie di ricerche, a partire dal 1955, ho fatto vedere che
utilizzando il gruppo di Fantappié ed il cronotopo di De Sitter a
curvatura costante, si puo costruire una nuova teoria, la «relativita
proiettiva», la quale perfeziona la relativita ristretta, in modo da
renderla adatta allo studio dei fenomeni su scala cosmica [1].

E’ noto che si puo ottenere un modello piano della geometria non
cuclidea, nel modo indicato da Klein, e cioé tracciando nel piano
una circonferenza («assoluto») e considerando come rette del piano,
le «corde», e come punti impropri quelli dell’assoluto. In modo ana-
logo, un modello piano del cronotopo di De Sitter é dato dal crono-
topo di Castelnuovo [2], nel quale I'assoluto, se ci limitiamo alle due
dimensioni (x, t) é dato dalla iperbole di equazione

(1,1) A2 =1 4+ o2 — 2 =0

con o = x/7, e y = ct|r = t[t,. Si ottiene cosi un modello di Universo
a tempo finito (figura 3), il quale si presta assai bene allo studio della
Cosmologia. Come si vede dalla fig. 3, I’asse del tempo incontra 1’asso-
luto nei due punti A4 (—#,) ed £(+4£), che si possono considerare
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I'istante iniziale e quello finale dell’Universo. Per un secondo osser-
vatore in moto con velocita V rispetto al primo, si ha una dilatazio-
ne del tempo, ed allora l'istante iniziale e quello finale sono dati dai
due punti 4’ ed 2’. Tale intervallo tende a diventare infinito, quando
la velocita V si avvicina a quella della luce. Ne segue che nel crono-
topo di Castelnuovo, la singolarita imiziale e quella finale, sono rappre-
sentate dalle due falde della iperbole assoluto, di equazione (1).

Per un intervallo temporale, la distanza non euclidea dalla ori-
gine, é data dal logaritmo di un birapporto, e cioé dall’invariante
proiettivo della geometria non euclidea

élogto—%_t
2 T, —t¢

(1,2)

T —

Essa puo essere interpretata come formula della «doppia scala»
del tempo, analoga a quella di Milne [3]

(1,3) T = ty + ¢, log t[t,

E’ facile dimostrare che la (2) si riduce in prima appossimazione
alla formula di Milne. Basta infatti osservare che :

£ 14 ¢ty & £\2 ¢
T=—-log———~-"1o l+—) =1, lo (l—!——)
2 BT 2 g( t, 0 08 to

e se facciamo la seguente traslazione
T =T — by >0t —

otteniamo subito la (3).

Nei precedenti lavori abbiamo visto che il cronotopo di Castel-
nuovo puo essere studiato nel modo pitt semplice se si adoperano
le coordinate proiettive, ed allora la relativitd proiettiva assume un
aspetto assai simile a quello della relativitd ristretta. Nel 1973,
R. L. Mallett e G. N. Fleming sono giunti alla stessa conclusione
per altra via, e cioé studiando gli operatori «posizione» nello spazio
di De Sitter [4], ed hanno fatto vedere che tale sistema di coordinate
proiettive si presta assai bene alla rappresentazione delle geodetiche.

La prima parte di questa memoria é dedicata allo studio di alcuni
casi limiti del cronotopo di Castelnuovo e del gruppo di Fantappié,
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seguendo la tecnica della «contrazione» di un gruppo G, rispetto ad
un suo sottogruppo S. Si ottengono cosi tutta una serie di gruppi e
di modelli di Universo pitt semplici, che facilitano lo studio della re-
lativita proiettiva.

Nella seconda parte del lavoro viene studiata la propagazione
delle onde nella idrodinamica e nella magnetoidrodinamica ideale
relativiste. I risultati ottenuti vengono poi estesi al caso della re-
lativita proiettiva, nella quale l'equazione di D’Alembert genera-
lizzata, risulta del tipo «misto» di Tricomi. Tale equazione infatti,
é di tipo iperbolico nei punti dello spazio fisico, di tipo parabolico
nei punti dell’assoluto e di tipo ellittico negli altri punti.

2 — Casr rvmrr1 DELL'UNIVERSO DI DE SITTER

A partire dal cronotopo di De Sitter-Castelnuovo, basato sul
gruppo di Fantappié, con le due costanti universali (c, #), si possono
ricavare tutta una serie di nuovi modelli di Universo, applicando il
processo di «ontrazione» di un gruppo G, rispetto ad un suo sotto-
gruppo S, secondo una tecnica dovuta ad Inonii e Wigner [5].

Le trasformazioni del gruppo di Fantappié, nel caso di due va-
riabili (%, £) e di tre parametri (7, 79, V) con la velocita V para-
llela alla traslazione spaziale T, e diretta lungo l'asse delle x, sono
le seguenti [1]:

x,zAx-i-[ﬂ"l-(ot—ﬁy)y]ct—l—BT
By —o) Ax|r + (y — af) t[t, + B
p _ Apxjc £ [+ (n— Byt + BT,
By — o) Ax[r + (v —off) t[to + B

210

con oo = T[r, § = V/]c e vy = T,[ty, e nelle quali abbiamo posto

(2,2) A2 =14 =9 B =1—=p§+ (a —py)?

Si ricordi che A = 0 ci da l’equazione dell’assoluto, mentre la
B =0, ci da l'equazione delle caratteristiche. Il gruppo (1) si pud
considerare come il «prodotto» delle seguenti trasformazioni ad un
parametro
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I — ax|r VT Z B
(23 ¢ __/, ' { Vi 7
't, VT F o2 ?t, t + T, ?t,:tJrﬂx/C
I — ax/r Vi — p?

A tale gruppo corrispondono le seguenti leggi di variazione della
massa e della velocita di fuga

I , /
sx’= £+ T {x,:x_\/l——yz sx' x + Vi

ol e2—y? o
2,4 — . _
== P T

Fatta questa premessa, dal gruppo (I) si possono ricavare, per
successive «contrazioni», i seguenti casi limiti:

a) Il modello di Hooke— Si ottiene dal modello di Castelnuovo
mediante una contrazione «velocita-spazio», cioé contraendo rispetto
al sottogruppo S formato dalle rotazioni e dalle traslazioni spaziali.

A questo scopo, basta fare nelle (1) le sostituzioni

(2,5) VeV, T-=eT; x—>¢ex

e facendo tendere & allo zero, otteniamo il nuovo gruppo, con lo
stesso numero di parametri, ma che non é isomorfo al gruppo di
Fantappié, perché non ha le stesse costanti di struttura

,_ VI + B+ (=Bt + T
(2,6) 1 + ytlh

t = (¢ + To) /(1 + yt[to)

Esso é scomponibile nelle tre trasformazioni ad un parametro

/ / .2

\x’———x—{—T \x’:% ¥ =x+Vt
@7 ¢ P

', t + T, ,

A tale gruppo corrisponde il modello di Universo di Hooke [6],
nel quale l'iperbole assoluto si riduce alla coppia di rette ¢ = + ¢,
(vedi fig. 1). Otteniamo cosi un modello di Universo con eta finita,
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nel quale il cono-luce uscente da 0 viene a coincidere con I'asse delle
x contato due volte. Ad esso corrisponde una fisica valida per piccole
velocita e distanze, ma grandi durate, e cioé una cosmologia di tipo
classico.

In virtt delle (5), le leggi (2,4) della variazione della massa e
della velocita di fuga, diventano

(2,8) m =, (I —93); B =2ao/(l + )

Ne segue che la massa m di un corpo, quando passiano da — ¢,
a 4 t,, prima aumenta (creazione continua) da zero al valore m, (per
t = 0), e poi diminuisce, sino a raggiungere di nuovo il valore zero.
Invece la legge di fuga é quella stessa che vale nel cronotopo di Cas-
telnuovo.

b) Il modello di Bacry — Un secondo modello di Universo, che
chiameremo di Bacry [7], si ottiene da quello di Castelnuovo mediante
una contrazione «velocita-tempon, cioé contraendo rispetto al sotto-
gruppo delle rotazioni e delle traslazioni spaziali. A questo scopo
basta porre

(2,9) VoeV;, Ty—>el,;, t->ct

e per ¢ tendente a zero, dalle (I) si ricava il nuovo gruppo

¥ = (x + T)[(1 — ax/r)
y o Bxle+ tV1+ 2+ T,

1 — ax/r

(2,10)

da cui si deducono le tre trasformazioni ad un parametro

L ¥+ T : ,
X = x =X v o= x
‘ 1 — ax/r ) ~
(2,11) ) v R ¢
, itV 2 a b LT ;L

Si ottiene cosi una fisica valida per piccole velocita e per brevi
durate, ma per grandi distanze. Ad essa corrisponde una cosmologia
con tempo infinito, e nella quale 'assoluto si riduce alla coppia di
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rette immaginarie x = + 7 (vedifigura 5), mentre il cono-luce uscen-
te da 0 viene a coincidere con l'asse delle ¢, contato due volte.

In tale modello di Universo, la legge di variazione della massa e
quella di fuga, diventano rispettivamente

(2,12) m=my V1 + o2; B = oo

come ¢é facile verificare.

¢) [l modello di Minkowski — Si ottiene dal gruppo di Fantap-
pié con una contrazione «spazio-tempo», cioé rispetto al sottogruppo
S formato dalle rotazioni e dai trascinamenti

(2,13) T -¢eTl; x—-ex; Ty-~ely; t et

Passando al limite, per ¢ tendente allo zero, si ottiene il gruppo di
Poincaré

x + TVt - ,  t+pxlc ..
+ \/1~/324 0

(2,14) ¢ =

al quale corrisponde una fisica valida per piccole distanze e durate,
ma per alte velocitd. Nel cronotono di Minkowski 1’assoluto si riduce
alla retta impropria contata due volte, e sia lo spazio che il tempo
sono infiniti. La legge di variazione della massa e quella di fuga si
riducono alle

(2,15) m=my VI —p*;, B=0
e quindi non vi é espansione cosmica (vedi figura 4).
d) Il modello di Newton — Dal gruppo di Poincaré, con una

nuova contrazione «velocita-spazio», data delle (5), si ricava il gruppo
di Galileo

(2,16) = VE+T; =t T,

che si puo anche ottenere dal gruppo (6) con una contrazione «spazio-
tempo». Nel cronotopo di Newton della fisica classica, il cono-luce
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uscente da 0, viene a coincidere con 1’asse delle x contato due volte
(vedi figura 2)

e) Il modello di Carroll — Infine, contraendo il gruppo di Poin-
caré rispetto alla «velocita-tempo» (oppure il gruppo (10) rispetto
allo «spazio-tempon), si ottiene il nuovo gruppo

(2,17) x=x+T;, 't =t+ Bxlc+ T,

nel quale il cono-luce uscente da 0, coincide con I'asse delle ¢
contato due volte (vedi figura 6), ed allora la regione del «presente»
si estende a tutto il cronotopo. Questo significa che un segnale lumi-
noso non si propaga, ma rimane localizzato nel punto in cui viene
emesso. Tale modello di Universo ha delle proprieta simili a quelle
del «Paese delle meraviglie», descritte da Carroll nel suo celebre
libro, ed é stato introdotto da Levy-Leblond nel 1965 [8].

3 — TRASFORMAZIONE DEI, CAMPO MAGNETOIDRODINAMICO

Nella relativita proiettiva il campo magnetoidrodinamico é dato
dal tensore doppio antisimmetrico H4p (4, B =1,2..5), con le se-
guenti componenti

(3,1) Haﬂ=Ea; H4= _iHu, H15:Ca; H45:/L'C0

o

con a, B, y =1, 2, 3, e dove («xfy) é una permutazione pari degli
indici (123). Ci proponiamo di vedere come si trasforma tale campo
per una trasformazione del gruppo di I'antappié del tipo (2,1), e poi
vediano quello che accade nei vari casi limiti. La trasformazione
(2,1), scritta in coordinate omogenee (x,), é data dalla

(3,2) ¥, = asp %p (4, B=12.5)

dove la matrice della trasformazione é la seguente
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CASI LIMITI DELL’UNIVERSO DI DE SITTER
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[ag, 0 0 as as |
0 1 0 0 0
(3.3) lass] = | 0 0 1 0 0
a4, 0 0 Ay ays
L s 0 0 asq ass )

ed in base alle (2,1 si ha

”Ba“:l; ABayy =+ (x—py)y; Ada;s=ua
(3,4 1 Bay =8, ABay = 1+ a(a—By); Aas=y
"Bdﬂ:ﬁy_m; ABas, =y — aff; dass =1

Il campo magnetoidrodinamico si trasforma come un tensore
doppio di Ss, cioé con la seguente legge

(3:5) H'yp = a,x aps Hyy

Tenendo conto delle (1), (2), (3) e con calcoli laboriosi, ma elemen-
tari, otteniano la seguente legge di trasformazione del campo magne-
toidrodinamico, per una trasformazione (2,1) del gruppo di Fan-
tappié
’ Ly =a, By + aHy + a5Cy

Hy = ay E, + au Hy + a45C,

(3»6) E'=E -
l Cy =as,E, + ass Hy + as5 C,

Si trova poi che (E;, H,, C;) e (Cy, C,, H,) si trasformano con
la stessa legge di trasformazione delle (E,, H,;, C;), cioé

‘ Ey =a,E;+ a,H, + a0, ‘ Co =a,Co+ anuC, + a;sH,
Hy = a4y E;+ auH, + a4 C, C\' = a4, Co + anuC, + ays H,
'\ C)' = a5, Ey + ass Hy + a55Cy ' H/' = a5 Cy + assC, + ass H,

Ne segue che il campo magnetoidrodinamico si decompone secon-
do lo schema

(318) (El): (EZ)H3! CS)’ (E3:H2; CZ): (COx C]: H])
ed ¢ la stessa decomposizione che si osserva nello studio delle onde

piane che si propagano lungo l'asse delle x [9].

11 — Collectanea Mathematica
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Utilizzando le trasformazioni dei gruppi ottenuti da quello di
Fantappié per successive contrazioni, si rivacano facilmente le leggi
di trasformazioni del campo magnetoidrodinamico, nei vari casi li-
miti.

a) Modello di Hooke — Dalle (2,6) si deduce che a,, = 0; a5, = 0.
Si ha inoltre

(3,9) A=V1 -9, B=1

Otteniano cosi la legge di trasformazione del campo magnetoi-
drodinamico

' [B+ («— By) v1H; + o C;
E,, =E
5 2 2 + M=,
' HJIZHBiL_C‘B. CJ/:CS+VH3
VI — 2 VI — 2
In modo analogo si trasformano le (E;, H,, C,) e (Cy, C,, H)),
come risulta dalle (7), mentre E,’ = E,.

(3,10)

b) Modello dv Bacry — Dalle trasformazioni (2,10), si deduce
che a,4, = 0; as, = 0, mentre

(3,11) A=VIi+e2;, B=VI+ 2

Se ne deduce la legge di trasformazione del campo

(Ef:]_giﬁ_c_s- co_ G —aG
(3,12) ) oviEe T T Vi
’ ’ ﬂEz‘l‘VCJ

H,’=H LS S A

)\ 3 3+ Vit 2

e le analoghe, mentre E,' = E,.

¢) Modello di Minkowski — Dalle (2,14) si deduce che a,5 = 0;
ass = 0, mentre

(3113) A=1, B=\/1—ﬂz
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Otteniamo cosi la legge di trasfomazione del campo magnetoi-
drodinamico

Tt - r_EZ_ﬁHs. ’ H3+/3E2
Es—ﬁﬂz.Ho,sz-{-ﬂEs
i
Co+BC. ~, C—8Co,

C’:——-—-—_—,C = —; C':C, C'ZC
0 \/l—:—ﬂz 1 \/1__‘82 2 2 3 3

Ne segue che il campo elettromagnetico e quello idrodinamico si
trasformano separatamente, secondo lo schema

(3,14) H'=H,, Ef=

(3.15)  (Ey), (Ex, Hy), (E5, Hy), (Hy), (Co, Cy), (Ca), (Cy)

Infine, nei due modelli di Newton e di Carroll, il campo elettrico,
quello magnetico, il campo idrodinamico e C,, si trasformano sepa-
ratamente.

4 — MOMENTO LINEARE E MOMENTO ANGOLARL

Nella relativita proiettiva [1], il «anomento angolare» é un ten-
sore doppio antisimmetrico, cosi definito

(4,1) AIAB = ?_CA f)B —_ —9_63 PA = M, (.—"C_A il/B — EB ﬁ])
e comprende sia il momento lineare che quello angolare relativistici
(42) Mg, =7 p;JAY; My = (% pp — % Pi)[A* (6, kB = 1,2..4)

Possiano allora utilizzare i risultati ottenuti al n.° 3, per studiare
come si trasforma il tensore (1) per una trasformazione del gruppo
di Fantappié. A tale scopo, poniamo
(43) M,=K,;

v

M,,=iKy; Mys= —P,; My =iP®
Per una traslazione nel tempo di T, dalle (3,6) e (3,7), ponendo
T =0, Y =0, si deduce che il tensore (1) si trasforma nel seguente

modo

(44) P = (P+yK) VT~ 5 K= (K + yP)/VT — 72
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e le altre componenti rimangono invariate. Se ne deduce che se nel
primo riferimento il momento lineare é nullo (P = 0), nel secondo
riferimento, spostato nel tempo di T, si avra

Py KVT 7 KY = KV =7

e quindi se ne deduce la relazione

(4,5) P’ = yK¥

la quale ci dice che non si ha conservazione del momento lineare.
Da questa relazione, tenendo conto delle (2), e non scrivendo gli
apici, si deduce che

rVy=y( x, —ctV)
la quale, per y = — 1, cioé per Ty = — ¢,, ci da
(4,6) rV,+ctV,=cx,
Se allora poniamo
(4,7) a=xjr; F=V/e; y=1i[t
dalla (6) si deduce la legge di fuga delle galassie
(4.8) B=al(l +7y)

La legge della espansione cosmica risulta quindi strettamente connes-
sa alla non conservazione del momento lineare. Infatti, nella relativita
proiettiva il momento lineare non é pilt un vettore, ma fa parte di
un tensore doppio (1), che comprende pure il momento angolare.

Se invece facciamo una traslazione 7 lungo I'asse delle x, ponen-
do nelle (3,6) e (3,7) Ty = 0, V = 0 si trova che il tensore (1 si tras-
forma nel seguente modo

K'=K,; K¥Y =K}, Ky =K3; P'=P,.

K27252+a‘l)3, [{/Z-ES"{"O'-_&_ I{(l)’zl<(l)—|"1_£0
(4,9) +2 7 Vit VI + 22
Pt oK, Pitak, P+ 2 K

1)()’ —

Vita T Vite Vit

P,
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Se nel primo sistema di riferimento il momento angolare é nullo
(K =0, K° = 0), nel secondo riferimento si avra

4.10) Ky = aPy)V1 + o&2; Ky = a P,JV1 + o?; K] = o« P/V1 + o2
’ Py = P,)V1 +o2; Py =PsVi+a2; P =PI+ o2

Invece P, = P,, mentre le altre componenti sono nulle. Ne
segue che nel nuovo riferimento appare un momento angolare

(4,11) |K2'=mp'; Ky =aPy; K =aoP"

legato al momento lineare.
Come vedremo in un successivo lavoro, dalle trasformazioni (2,1)

del gruppo di Fantappié, si deduce la nuova formula dell’effetto
Déppler

o = o \/}———l_-—g + o?

dove si é indicata con w la frequenza.

(4,12)

Per f =1, essa si riduce alla
(4,13) w = aw

mentre, per f = 0, ci da un effetto Doppler dovuto alla distanza

(4,14) o =0Vl + o
Se la galassia o il quasar ubbidisce alla legge di fuga (8) e ci po-
niamo sul cono-luce dell’osservatore, (¢« = — y) si avra
ox
(4,15) b=1—

dalla quale si ricava che per x = 7/2, siha V = c.
Sostituendo la (15) nella formula (12), da essa si deduce che

(4,16) I +z=1/(1 — a)

dove si é indicato con z il red-shift, Ne segue che § = z,
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Cosi per esempio, per un quasar con red-shift z = 2, dalle (15) e
(16) si ricavano la sua distanza e la sua velocita

(4,17) x=2r/3; V =2c

cioé la sua velocitd (apparente) é iper-c. Secondo la relativita invece
la sua velocita sarebbe 0,8 c.

5 — 1.} ONDE NELLA IDRODINAMICA RELATIVISTICA

Nei precedenti lavori abbiamo fatto vedere che dalle equazioni
della magnetoidrodinamica (equazioni di Maxwell generalizzate) si
possono dedurre come casi limiti la termoidrodinamica [10] e la
magnetoidrodinamica ideale [11], le quali risultano tra loro «duali»
nel senso della geometria proiettiva. Ci proponiamo adesso di stu-
diare la propagazione delle onde nella idrodinamica relativistica e
di estendere poi tale studio alla idrodinamica proiettiva.

Come é noto, le equazioni della idrodinamica relativistica dei
fluidi perfetti, sono le seguenti

‘ , 4 u,

dr
} O (pu) =dpldr; p= p(p)

con u' = p + p/c® Per studiare la propagazione delle onde, sia

(5.1) +%g—‘f+ai1‘5=0: w1, = — c?
5,1

(5,2) ¢ (*;) = costante (2= 12.4)

una ipersuperficie del cronotopo (che indicheremo con S), attraverso
la quale siano continue (u;, p, u), mentre possono presentare dis-
continuitd di prima specie almeno una delle loro derivate parziali pri-
me. Ora, se una funzione f é ovunque continua, il suo differenziale,
calcolato da una parte e dall’altra di S, dovra avere lo stesso valore,
e cioé dovra essere continuo attraverso S. Si avra quindi

(5,3) Adf =48, fdx, =0

Ma dalla (2) segue che d, ¢ dx, = 0, e confrontando con la (3)
si deduce che

(5,4) Aakleak(p=lgvk
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dove si é posto 8, ¢ = ¢, e si éindicato con 1 un fattore arbitrario
non nullo. Se allora introduciamo i 6 parametri di discontinuita
(U;, m, m) della velocitd, della pressione e della densitd, per quanto
abbiamo detto, si avra

(5.9 Adiu, = Ui, A0ip=me; Adip=mg
dalle quali, moltiplicando per #;, segue che
(5,6) Ay =Upp; Ap=mng;, Ap=m¢

mentre dalla equazione di stato si deduce che

d d
(5,7) /lé,»,u:ﬁl]@,-;b:ﬂz‘g(pi
Per trovare a quali condizioni debbono soddisfare 1 parametri di
discontinuita, scriviamo le (1) da una banda e dall’altra del fronte
d’onda, e sottraendo avremo le equazioni

s u Ut-q'v—[—%"n(j)—{—n(pizo; w; U;pg=0
(5.8) )

)« WU g+me=0; m=mnduldp

Per trovare l'equazione differenziale delle caratteristiche, é or-
portuno introdurre la nuova incognita

(5,9) X = Ui P;

Se moltiplichiamo la prima equazione (8) per ¢;, e teniamo conto
delle altre equazioni, avremo il seguente sistema di tre equazioni
indipendenti nelle tre incognite (X, &, m)
{”X¢+nww+nw=o

5,10
(5.10) W X4+mop=0;, mdp—ndu=0

dove si é posto @? = ¢; ¢;. Poiché si tratta di un sistema omogeneo,
esso ammetterd soluzioni non tutte nulle, se il suo determinante ¢
nullo

U ¢ *[c* + ¢ 0
(5,11) © 0 $| =0
0 —dpu dp<
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Otteniamo cosi la seguente equazione delle caratteristiche
(5.12)  Fe+ = duldp

Se allora introduciamo la velocita V;; delle onde idrodinamiche,
e la velocita V cosi:

(5.13) Vi=dpldp; V= ilg (@ #0)

la (12) si scrive nel seguente modo

(5,14) 1=V V-V =0

Ia velocita U del fronte d’onda é data da U? = ¢?/(@? + ¢*[c?) =
= V(1 +V2|) = Vi,

6 — LLE ONDE NELLA IDRODINAMICA PROIETITIVA

I risultati precedenti possono essere facilmente estesi al caso
della idrodinamica proiettiva [10], nella quale valgono le seguenti
equazioni

, ugsdp x4dp S,

moay fﬁ‘ﬂ—y—;d + 04p = H?> p' x4
(6.1) @0y (Wg) = dpldr; 0, (Wxy) = dpldo

gty = —¢%; wuyxy=0; pu=pu(p)

dove abbiamo omesso le sbarrette sopra i vettori proiettivi, ed abbia-
mo indicato con d/d 9 = x, 0, la derivata radiale.

Se introduciamo i parametri di discontinuita (U,, &, m) e proce-
diamo come nel caso relativistico, dalle (1) si deducono le seguenti
equazioni delle discontinuita

, . U . X , ’
I L’up+c—;”¢*7§”fﬁ + 7 pa = H p' oy

me+u Usjps=0; Sp'+mg' =0
wgUyop=0; 2,Uj9—c2=0; adp —mdp =0
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dove abbiamo posto
(6,3) ¢ =204 9=dgldo; §=u,0,¢=deldt

ed abbiamo tenuto presente che x, a, = ¢? mentre &, x, = 5.
A questo punto é opportuno introdurre le due nuove incognite

(6,4) X = UA ¢_!; S == UA X 4

Moltiplicando la prima equazione (2) per ¢,, tenendo conto delle
(4) e ponendo ¢4 ¢, = @? otteniamo il seguente sistema non omoge-
neo di 5 equazioni nelle 4 incognite (X, S, z, m)

2

[ 4 7T .2 T -2 ’ ’

‘,uq))&—l—?qr—;—zq ~a@g=Huyq¢;, m=mdpldu
(6.5)

lﬁztj)—}—//X:O; S5u+me =0, Se—c2=0

Dalle ultime quattro equazioni si possono ricavare le quattro
incognite, in funzione della ¢ e delle sue derivate

I Y N
(6,6) X._S(p,, S—¢ m = 5(77 T = 5q/,d#

e sostituendo tali valori nella prima delle (5) otteniamo l'equazione
differenziale delle caratteristiche

ip\ @ (¢ dp\¢?  dp
2 __ £ —_— — S =
(6,7) (c d,u) c? T (5 d,u) 2 du ¢ 0

Ora, osserviamo che si ha

(6,8) fPZd—QZTE‘;{;:‘P/@

e tenendo conto delle (5,13) otteniamo dalla (7) 1'equazione delle
caratteristiche

(6,9 | [(1— Vi) + (H[) (1]5 = Va[e)] V2 — Vi =0

che generalizza quella (5,14) della idrodinamica relativistica,
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7 — STUDIO DELLE ONDE NELLA MAGNETOIDRODINAMICA IDEALE

Lo stesso metodo con cui abbiamo studiato le onde nella idrodi-
namica, pud essere applicato alla magnetoidrodinamica ideale [12].
Prima tratteremo il caso relativistico, e poi vedremo cosa accade
quando si passa alla relativita proiettiva.

I.e equazioni della magnetoidrodinamica relativistica ideale, sono
le seguenti [13]

. ‘ O; (hyuy — hyw)) =0; ¢20;(u u)=dpldr
(7)1) « M a, + Uy 8,- (IW 1‘,’) + ak P — MU (h, 6[ h’k + ]7[\. 8,~ hl) =0
' win; = —; w b =0, p=pu(p)
nelle quali abbiamo posto 4* = Ak h,, mentre

(7,2) M=p+(p+p i P=p+ u k2

Eseguendo le derivazioni, e tenendo conto delle (2), le (1) si posso-
no scrivere nel seguente modo:

/ h,' ai Uy + Uy, a" h’i —_— hk a,' M,- — U 3,- h‘k = 0
(w4 p)oiu,+pct=0
(7,3) Mdk-{-]VIuka,-u,-—{—/iuk—i-%uk—{—2%ukhiﬁi+
' + Op P+ po i O hi — o B O by — py By 0; h; = 0
15;12,»20; ’LL,-;L,--{—'IZ,»h,-:O; [u:—"ll(j))

Occorre allora introdurre i 10 parametri di discontinuita (U,
H;, n, m) della velocita, del campo magnetico, della pressione e
della densita. Se scriviamo le (3) da una banda e dall’altra del fronte
d’onda, e sottraiamo, otteniamo le seguenti equazioni

kU +w Hy ¢ — I Uy 9 —u; Hy ;= 0
W+ P Usg+metg=0

: . - . 2 .
(7,4) MU, o +Hu, U ¢ +mu, ¢ + % u, ¢ + 2 Mo hi Hiu, ¢ +

+ o gp + s b Hy @u — pio hi Hy 90 — po iy Hy 9, = 0
;U =0; w,H;+hU;=0; mdp—ndu=20
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che formano un sistema algebrico nei 10 parametri di discontinuita.
Per trovare I'’equazione differenziale delle caratteristiche, é oppor-
tuno introdurre le nuove quattro incognite

(7,5) ‘Y — (/Ti q},; yr S Hi q)t; Z = H,’ hl; I/I/ = Lrl ki

e ricavare dalle (4) sei equazioni algebriche indipendenti nelle 6
incognite (X, Y, Z, W, m, n).

A questo scopo, moltiplichiamo la prima equazione (4) per u, e
poi per %, e la terza equazione per %, e poi per ¢,. Tenendo conto
delle (5), otteniamo il seguente sistema di sei equazioni algebriche
omogenee, in sei incognite:

Mo X —2uh g Y + p (29 + 9N Z +
(1.6) ¢ + (¢ + F) m 2m =0
WX +om=0;, ndp—mdp=0
MoW 4+ hon—pu hY =0

S GW—0Y =0, hgW-—WBX—¢7Z=0

Perché tale sistema ammetta soluzioni non tutte nulle, occorre
che sia nullo il suo determinante, ed otteniamo cosi l’equazione
differenziale delle caratteristiche. E’ perd pilt semplice ricavare
dalle (6) le varie incognite in funzione della X, cioé

‘m-———‘iX; n= 2P Wy oy e APy
) 2 dp’ @ e dp
) N
'W:M.@X 7 — (hi_""')zéﬁ_}f X
¢ dp ¢ dp @

Sostituendo tali valori nella seconda delle (6), e per X5 0, otte-
niamo l’equazione delle caratteristiche

1Ldp\ ., dp | Mo 15\ =2 2 | Mo 280D 5 _
(7,8) (.I—C—z;i_/;)q?—(ﬁ'F/?h)(P<P+l7(hi¢i)g7‘§0“0

Introduciamo poi la componente %, del campo magnetico, nella
direzione spaziale di propagazione dell’onda, e la velocita V, delle
onde di Alfvén, nel seguente modo

X 32
i =Be g e

(7’ 9) (p

(¢* #0)
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Tenendo conto delle (5,13), 1a (8) si scrive cosi

(7,10) | (I — Vi[e) V= (VE + V) V2 + /’%hi- Vi =0

Tale equazione, se il campo magnetico é nullo (4, = 0), si riduce
alla (5,14) delle onde idrodinamiche. Se invece il fluido é incompres-
sibile, e cioé se Vi = ¢, si riduce alla

(7,11) (24 V) V2= p, W|u'

Se introduciamo la velocita U2 = V?2[(1 + V?[¢?) del fronte
d’onda, e la componente normale del campo magnetico */3 =
= h% /(1 4+ V?/¢?), 1a (11) diventa

(7,12) MU? — p, *h% =0

Otteniamo cosi la velocita dell’onda di Alfvén relativistica

2
Lo ¥hx

o+ (p+ m W)

— o 2, j—
(7,13) U? = 5p *hv =

In un fluido incompressibile si hanno quindi due velocita di
propagazione, e cioé la velocita ¢ della luce, e quella (13) dell’onda
di Alfvén. Se invece §? = 0, cioé se il vettore ¢; é di genere luce, la
(8) si riduce alla dp/d u = ¢? da cui segue che p = u 2.

Nel caso piit generale, la (10) é una equazione di secondo grado
nella incognita V2, e ci fornisce due valori entrambi reali e positivi.
Si dimostra allora che le due velocita di propagazione V' e V"’ sono,
una minore del pitt piccolo dei due valori V3 e V3, ed una maggiore
del pitt grande di essi. Si ha cosi 'onda idrodinamica lenta e quella
veloce.

8 — CASO DELLA MAGNETOIDRODINAMICA PROIKTTIVA IDEALEL

Lo studio precedente pud essere facilmente esteso alla magne-
toidrodinamica ideale proiettiva [11]. Per maggiore semplicita ci li-
miteremo al caso in cui il fluido é incompressibile e la permeabilita
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magnetica ha un valore prossimo all'unita (cioé porremo u, = 1).
Si hanno allora le seguenti equazioni

W ag + ug 04 (W uy) + (c?/2) g W2 = c* 64 (hy hp)

(8,1) v 28, (Wuy) —dlP|dr+2hyug4hg=0; uyu,=—c?
l 04 (hyup—hguy)=0; hyu,=0; w,x;,=0

In questo caso, nelle equazioni non figurano la densita M e la

pressione totale P, perché vale la interessante relazione tra campo
magnetico, densitd e pressione

(8,2) W =Mc*=2P

Procedendo come nel caso relativistico, dal sistema (1) si deduco-
no le seguenti equazioni delle discontinuita (H,, U,)

PWUg¢ +ughUyqgq+2ughs Hs ¢ + ¢ hs Hy gp =
=c?h, 8, hg + > hg d, hy

(8’3) hZ L’v‘,l (F.'l + h_g HS (i) “!— h/_,‘ ”E HB (P_,l = 0
wsHp s +he Uy gy —upHy 94 —hy Up g =0
N HA = — 11_4 ('-A-l; U 4 (—-T‘.i = 0; X4 (v?'_, (]’) — =0

e nell'ultima equazione si é tenuto conto che x, a, = ¢ A questo
punto occorre introdurre le sei nuove incognite

X=Uyopu; Y=H g, Z=H hy; W=U,hy; R=Hyx,; S=U,%,4

e dedurre dalle (3) sei equazioni indipendenti in tali incognite.

Moltiplichiamo la prima equazione rispettivamente per uy, hig,
pgp ed xp, e lo stesso facciamo con la terza equazione. Tenendo presen-
te che Ay x; = 7cf, dove f é I'indice del fluido, otteniamo il seguen-
te sistema di equazioni indipendenti nelle sei incognite (4):

pZ -+ X—hyo, W=0;, ogW=¢2Y
2h2¢X=(2¢2—1-021p2)Z—2czlz,r“Y::O
ReS+d¢ Z=chyo, R+3rfY
¢R+rcfX—hig,S=0; S¢p=27<7

(8.5)
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il quale non € pilt omogeneo, e quindi ammette soluzioni non tutte
nulle.

Dalla seconda ed ultima equazione avremo
(8.6) W=cY|g; S=c¢

Dalla prima equazione si ricava la incognita Z
, .
(8,7) ZZ?]M (PAY_;X

Sostituendo nella terza equazione e semplificando, si ricava la X
(8.8) X=chyg Y[R ¢

Tale valore, sostituito nella (7), ci da Z = 0. Dalla quinta equa-
zione, tenendo conto della (8), ricaviamo la R

(8,9) R=0chyqs|¢" —rc fhgos YW ¢?
Sostituendo nella quarta equazione, otteniamo in definitiva
(8,10) 2 — crf Y] [ — ¢ (hy pa)?/¢%] = O

Per Y arbitrario, deve essere nullo il secondo fattore, ed ottenia-
mo cosl l'equazione delle caratteristiche

(8.11) B G2 — & (hy ) =0
Se allora poniamo
(8.12) hy =hsqgsl¢; V=10plp (¢* #0)

. . 2 .
otteniamo l’equazione #* V? — ¢ iy = 0, da cui

(8,13) B U? — ¢ *hy = 0

Tenendo conto della (2), otteniamo la velocita delle onde di Al-
fvén, nella relativita proiettiva

(8,14) U2 = 2 *hiy [ 12 = *hy | M
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Indicando con 6 I'angolo dei due vettori 4, ed (hy),, possiamo
scrivere la (14) nel seguente modo

(8,15) U=+ccos b <c¢

In particolare, se *i% = h?, cioé se il campo magnetico ¢ nella
direzione di propagazione dell’onda, si ha 6= 0, e quindi U= c.
Inoltre si ha

(8,]6) Z == HA hA == O

cioé la discontinuitd é ortogonale al campo magnetico.
Se invece nella (10) annulliamo il primo fattore, otteniamo la
soluzione

X=ch,p,rfo; Y=Wrcf, Z=0
(8,17) { 4 Pal f‘P [ref

W=chlrfg; R=0; S=¢c¢

e tale soluzione si annulla, al limite relativistico.

9 — I/EQUAZIONE DI D’ALEMBERT GENERALIZZATA

Nel cronotopo di Castelnuovo vale la seguente equazione di
D’Alembert generalizzata [9]

(1 _{_aZ) ¢A’x+21y(p.ﬂ - (l _,)/2) (ng/cz—"‘2£X(]7";+2’}/(P;+1’L(7’1;+3)(P = 0

nella quale abbiamo supposto che la funzione ¢ sia omogenea di
grado # nelle (x4). Le caratteristiche uscenti da un punto P sono le
due tangenti all’assoluto, condotte da P, ed in conseguenza la (1)
é una equazione differenziale del tipo «misto» di Tricomi, che é iper-
bolica nei punti dello spazio fisico (esterni all’assoluto), parabolica
nei punti dell’assoluto ed ellittica negli altri punti.

Tale equazione é stata ridotta a forma normale dalla prof. M.
Cinquini Cibrario, della quale riportiamo i calcoli che mi ha gentil-
mente comunicato e che ringrazio vivamente. A questo scopo faccia-
mo la posizione & = x [14], e poniamo per semplicita ¢ = » = 1.
Determiniamo la funzione 7 (x, f) come integrale della equazione

(9,2) (I +2)r, +xt7, =0
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le cui caratteristiche soddisfano la
(9,3) xdx[(l 4+ x2) = dt/t
e quindi, integrando avremo
(9.4) t=kVI + 22

Si prenda I'integrale particolare della (3)
(9,5) T(x, ) =t/ VI + 22— 1

in modo che si abbia 7 (x, #) = 0 sul ramo ¢ = + V1 + 22 della iper-
bole assoluto, mentre risulta 7 (x,#) = — 2 sul ramo { = — V1 + 2

Si faccia poi il seguente cambiamento di variabili
(9,6) E=ux; T="t/VI+ 22— 1

il cui Jacobiamo ¢ dato da 1/ \/ 1 + %2 4 0. Avremo allora, con facili
calcoli
Go= ¢+ @ = 2L (1 +20) 2] gi= ¢, (1 + 277102
(r".\'.r = (7’:56 "f‘ 2 (7"51 [_ xt (l + xl)»—l/z} + (Frr xZ tl (l + x2)~3 +
+ @ [— ¢ (1 4+ %%)732 4+ 322 ¢ (1 - x%)73/2]
Tt = Tiv = Per (1 ll— xz)_l/z + Prr |V_ xt (1 + xZ)MZ} +
+ e [—a (L)) gu= g, (1 + 277"
Sostituendo tali valori nella equazione (1) e semplificando, si

ottiene la seguente equazione in forma canonica (per # = 0 e con
c=r=1)

I+ g+t +2 e +26(1+8) e+ (x4 1) 9. =0

Essa ammette 1'equazione delle caratteristiche
(9,8) (1l +&Pdr?+r(t+2)dé&=0

Tali caratteristiche sono reali per 7 (r 4+ 2) < 0, e quindi si hanno
le due rette paraboliche

(9,9 7T=0; 1=—2

che corrispondono ai due rami della iperbole equilatera (assoluto).
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La (7) é quindi di tipo iperbolico entro la striscia limitada dalle
due rette (9), e per & arbitrario. Fuori di tale striscia é invece di tipo
ellittico.

Con un ulteriore cambiamento di variabili, si pud rendere uguale
ad 1 il coefficiente di gg. A tale scopo si determini la funzione X (&)
mediante la condizione

(9,10) (14+&)2X%¢&) =1, da cui X =arctg &
e si faccia il seguente cambiamento di variabili
9,11) X =uarctg &; T=1
e lo jacobiano é dato da 1/(l + &%) # 0. Si avra allora
ge = gx/(1 + &) ge = oxx/(1 + &) — [2&[(1 + &)%lgx

e sostituendo nella (7) otteniamo la nuova equazione in forma cano-
nica

(9,12) pxx +T(T+2)grr + (LT + 1) or =0

la quale ammette ancora la rette paraboliche
(9,13) T=0;, T=-2

mentre la retta 7= — 1 corrisponde all’asse delle x.
Le caratteristiche della (12) si ottengono integrando l'equazione

(9,14) dT* +T (T +2)dX*=0

e sono reali e distinte per — 2 << T < 0. Dalle equazioni scritte se-
gue che

AdX =+ dT|V=T2=2T cioé dX = +dT/V1 = (1 + 1)?
e quindi si hanno le due famiglie di caratteristiche
(9,15) X = 4 arcsen (T 4 1) + X,

-

le quali ammettono come inviluppo le due rette paraboliche (13).

12 — Collectanea Mathematica
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