REPRESENTACIONES DE ENLACES EN RELACION
CON RECUBRIDORES DOBIES RAMIFICADOS

por

JosE M. MONTESINOS

§0. Introduccion

Representaremos por ¢ : L — S* al recubridor ciclico de dos hojas
ramificado sobre un enlace L de S3.

Un enlace representado (L, w) es un par formado por un enlace
L y una representacién transitiva w de n(S® — L) en el grupo de
permutaciones &, de los # indices O, ..., »—1. Una representacién
w es simple (ver [4]) cuando, para cualquier meridiano m de L, w(m)
es una trasposicién. Llamaremos p : M(L, w) - S* al recubrimiento,
ramificado sobre L, asociado de modo tinico a la representacién w
(ver [4] v [5]). Entonces p|M — p~'L : M— p~ 'L -S> — L es un
recubrimiento, no ramificado, correspondiente al subgrupo w—! G,
de n(S3 — L), siendo €, el subgrupo de &, de elementos que dejan
fijo un determinado indice (p. e. el cero).

En esta nota estudiaremos primero el ejemplo de las variedades
M, = S! x F,, siendo F, una superficie orientable de género g > 0.
Ha sido demostrado en [4] y [6] que M, no es un recubridor ciclico
de dos hojas ramificado sobre S3. Sin embargo, veremos aqui que M,
es un recubridor de cuatro hojas ramificado, correspondiente a una
representacién w de #(S* — L) en &,, siendo la imagen de w el grupo
de KLEIN de cuatro elementos. Demostraremos que este recubri-
miento puede factorizarse de tal modo que M, sea un recubridor doble,
no ramificado, sobre L.

De un modo més general, sea € un grupo, § € € un subgrupo de
indice dos y o una inmersién transitiva de € en &,. Para una repre-
sentacién o de #(S3 — L) sobre € tal que wmgyF y (wm)? = 1, estu-
diaremos la posicién de ¢: L - S3 respecto de p: M(L, aw) - S3,
Demostraremos los siguientes teoremas,
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TEOREMA 1. St~ €, estd contenido en § entonces n es par v el siguiente
diagrama es conmutativo:

M (L, o) '———'—> S3

en donde q es un recubrimiento (no ramificado) de n|2 hojas.

TroreMa 2. Si o= ' €, no estd contenido en 3, el siguiente diagrama
es conmutalivo:

/\
N4

en donde 1 es un recubrimiento de n hojas no ramificado y s es un re-
cubrimiento ciclico de dos hojas ramificado sobre el enlace de M(L, aw)
formado de. aquellas componentes de p~11, cuvo indice de ramificacion
es uno.

El estudio de estas representaciones puede tener interés en vista
de la siguiente observacién hecha en § 3: «Si todo enlace L, distinto
del nudo trivial, admite una representacién transitiva w : z(S3 — L) —
-~ 3,, con n > 3, tal que (wm)? = 1, entonces es correcta la Conje-
tura I1.5. de [S).

En esta nota, hemos hecho aplicacién de estos Teoremas al caso
de ser € el grupo diedral 9,, con p impar, y § el subgrupo ciclico
€, € D, de p elementos, obteniendo asi el Teorema 4 de § 4.

Otra aplicacién de estos Teoremas ha sido hecha al caso de re-
presentaciones simples, en las cuales € es €, y § es el subgrupo al-
ternante %, de &,. Hemos demostrado asi el Teorema 5 de § 5, que

1(L, 2o)
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fue hallado en un intento de dilucidar la Conjetura A’ de [4]. El
ejemplo del final de § 5 puede ser indicativo a tal respecto.

Los resultados de §2 se utilizan en [7] para obtener ejemplos
de enlaces representados no separables (ver (4], [5] ¥ [6]).

§ 1. Un ejemplo

1. La superficie orientable de género g, I',, es un recubridor ci-
clico de dos hojas ramificado sobre 2g 4 2 puntos de S2. En Fig. 1
la involucién de F, que define el recubrimiento ¢’ es la simetria res-
pecto al eje E. La singularidad de ¢' es 4 = 4, + 4, + ... + 4.

2. Lntonces ¢ = 1 X ¢’ :S' X I, — S' x S* convierte a M, =
S' X F, en un recubridor doble ramificado sobre el enlace 4 x S!
de S! x S2. Representamos S' X S? en Fig. 2 identificando ade-
cuadamente S% X {0} con 5% X {I} en S? X I.
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Fg.2.

3. Por otra parte S' X S? admite una involucién que mantiene
dobles a las curvas R y S de Fig. 2, y que define un recubrimiento
ciclico de dos hojas ramificado £:S! x S? - S3. Como A4 X S! es
invariante en esta involucién, M, es un recubridor de S3, con cuatro
hojas, ramificado sobre el grafo L de Fig. 3, siendo ¢~ (L — (R’ + S'))=
=4 x S

£eg.3,

4. Sea ahora (L, w) el grafo representado de Fig. 3 y sea
p:M(L, w) > S? el recubridor correspondiente. Entonces M(L, o)
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es homeomorfo a M, (comparar [4, Fig. 1 a 5]). Es facil ver ade-
mas que el diagrama

M(L, ) — s

N~

St x §*

es conmutativo; ¢ se ramifica sobre R’ + S’ y ¢ se ramifica sobre
A x St=¢t"1"(L — (R +5).

§ 2. Enlaces representados sobre el grupo de Klein

1. El grupo de KLEIN § estd constituido por las permutaciones
(01)(23), (02)(13), (03)(12), junto con la identidad de &,. Sea (L, w)
un enlace representado sobre £ de tal manera que wm % 1 para
cada meridiano m de L. Puede verse que, fijada una componen-
te de L, o aplica sus meridianos en un mismo elemento de & dis-
tinto de 1; llamaremos L, a la unién de las componentes de L
cuyos meridianos se aplican en el elemento g de ®. Sea entonces
L' =L—-L,.

TrorREMA 3. El siguiente diagrama es commutativo:

M(L, o) ——> g3

NS

en donde D es el recubvimiento ramificado corvespondiente a (1., w);
q es un recubridor ciclico de dos hojas ramificado sobre t~'1, y t es el
recubridoy ciclico de dos hojas rvamificado sobre 1.,. Si 1, es vacio,
entonces q es unm recubridor doble wo ramificado.

Demostracion. o: & — /9 =€, es el homomorfismo natural deter-
minado por el subgrupo $, de indice dos, generado por g. Si m es
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un meridiano de L, entonces amm = 1 siy sélo si m es un meridiano
de L,. Asi M(L, o) es L, y el recubrimiento (no ramificado)

¢ =t|L/ —t'L: L —t'L~S*— L

corresponde al subgrupo keraw = w=!'9 de =z (S*— L); en otras pa-
labras, la imagen de t4 es 0! §.

La imagen de oty : .’L(Z;,I— t71L) - & es entonces P ~ €,.
Si m es un meridiano de #~!L, entonces wiym =1 si y sélo sim
es un meridiano de t"‘L’g, ya que, en este caso, tym = n? 51end0
»n un meridiano de L. Asi wty define un recubrimiento, ¢:Q — L,/
ciclico de dos hojas ramificado sobre ¢~'L, ; ¢iQ —(fg) 'L es entonces
un recubrimiento de dos hojas (no ramlﬁcado) sobre L’ t—1L,
correspondiente al subgrupo fz'kerw de n(L’ —¢~1L). Esto significa
que Q— (fg)~'L es un recubridor de cuatro hojas (no ramificado)
sobre S — L, correspondiente al subgrupo kerw de =(S3® — L). Asi
pues Q == M(L, w) y qt = p.

2. Por ejemplo, si-(L, m) es el enlace representado de Fig. 4,
M(L, ) es un recubridor de dos hojas (no ramificado) sobre L = P3.
Por tanto M(L, ») = S3. (Para mds ejemplos ver [7]).

o)

Fiq.4.

§$ 3. Representaciones de enlaces en relacion con recubridores ciclicos
de dos hojas ramificados sobre §°

. Si L es un enlace de S3 y ¢: L - S es el recubridor ciclico
de dos hojas correspondiente, Ifox demuestra en [4] que el diagrama
siguiente es conmutativo:
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’

Al —t-1 1) e a(s - L)

% F

7 (L) i (S~ L)/®

en donde £y es la inyeccién inducida por tiL—t-'L y f correspon-
de a la inclusion Z—¢'L ¢ L;g es la proyeccién determinada
por el subgrupo normal @ generado por los elementos m?, en donde
m es un meridiano de L.

t'4 (kerf) = & porque kerf es el minimo subgrupo normal que
contiene a los meridianos de ¢ 'L, asi % es inyectiva y por tanto
7(S3—L)/6 contiene a n(L) como un subgrupo de indice dos.

Como Fox observa en [4] (L) = 1 si y sélo si a(S3—L)/8 ~ €, v
esto le permite reformular algebraicamente la Conjetura 1.5. de [5],
(ver [4, Conjetura B'}).

2. Sea w:m(S*—L)--6,,n >3, una representacion (transiti-
va) de L tal que (wm)2 = 1. Entonces o induce una representacién
transitiva o' :7(S*—L)/® -~ &,, lo cual implica que la imagen
de o’ tiene mas de dos elementos. Por lo tanto, si existe w, n(z) # 1.

Si L tiene dos o més componentes, siempre existe una represen-
tacién transitiva de #(S*—L) sobre el grupo de KLEIN.

Cuestion. iTodo nudo N, no trivial, admite una representacién tran-
sitiva o : #(S*—N) — &, n > 3, tal que (om)2 = 1?

La respuesta afirmativa a esta cuestién implica la Conjetura 1.5.
de [5].

3. Sea ¢ un grupo y & un subgrupo de indice dos. Supongamos
que existe una representacién (transitiva) o de #(S3—L) sobre G
tal que wm no pertenece a § y (wm)? = 1. Entonces w induce la
representacion.

o x(S*—L)& - €
y se tiene que

imagenw'h = imagenwty = F,

10 — Collectanea Mathematica
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porque L—¢~1L corresponde a la representacion
7(S3—L) 2 ¢ - C[F ~ €,
y asi es tp 2 (L—t-'L) = o~ g.

Por lo tanto, si existe w, entonces existe una representacién de
7 (L) sobre §. Como veremos en § 4., esta condicién es suficiente,
en algunos casos, para la existencia de w.

Sea « una inmersién transitiva de € en &,. Consideremos el en-
lace representado (L, aw) y estudiemos a continuacién la posicién
de I respecto de M (L, aw). Veremos dos casos, segtin o~ ! G, esté
o0 no contenido en §.

o~

4. Supongamos que «~! €, estd contenido en §. Esto significa
que awm no deja ningun indice invariante, ya que wm ¢ §; como
ademds (wm)’> = 1, awm es un producto de ciclos de orden dos y
asil n es par.

Sea p:M(L, aw) -~ S3 el recubridor ramificado asociado al en-
lace representado (L, aw). M(L, am) — p~'L es un recubridor (no
ramificado) de S3—L correspondiente al subgrupo (aw)~'G,. Como
(2w)~1€, c 0™'§ ¥y w~'§ da lugar al recubridor (no ramificado)
L—t“I,_.S3 L, deducimos que M(L, xw) —p~'L es un recu-
bridor (no ramificado) de #/2 hojas sobre L—t'L. Asi tenemos el
siguiente diagrama conmutativo:

, 4w) ———) S

%

Como awm es un producto de #/2 ciclos de orden dos, deducimos
que el cardinal de p~!y es n/2 para y ¢ L. Como el cardinal de ¢t=! y
es uno, eso implica que ¢ es no ramificado. Esto prueba el Teorema 1
de la Introduccién.

5. Supongamos ahora que «~!§, no estd contenido en F. Sea
como antes p : M(L, aw) > S3 el recubridor ramificado asociado con
(L, aw). M(L, aw)— p~'L es un recubridor (no ramificado) de S*® —
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correspondiente al subgrupo (aw)~!€,. Sea ¢:Q — S3 el recubri-
dor ramificado correspondiente al subgrupo (ew) '€, N w™!§ de
w(S3—L). Q— g 'L es entonces un recubridor (no ramificado) de
M(L, am) — p~ ' L, correspondiente a la representacién:

7 (M (Law)—p~ L) % 7(S3—L) 2.6 L. /5 ~ 6,

porque ker(Bwpy) = (wp4) ' = px((aw) ' €, N 0™ 'F) ya que la
imagen de py es (aw)”'G,.

Notese que, si m es un meridiano de p~'L, es fwpyam = 1 exac-
tamente cuando m es un meridiano de una rama de indice de rami-
ficacién dos, porque wm ¢ F y (wm)2 = 1. Asi pues el cardinal de
g~ 'y, para ve L, es n.

Q— ¢ 'L es también un recubridor (no ramificado) de JASSYS
y esto define :Q — L. Se tiene que el cardinal de (##)~!y es igual
que el cardinal de ¢ "' v, para y eL. Como el cardinal de /~'y es uno,
se deduce que el cardinal de »~'v es # y asi 7 es no ramificado. Esto
prueba el Teorema 2 de la Introduccion.

Si suponenmios que F es transitivo en €,, el recubrimiento (no
ramificado) #|Q— ¢~ 'L :Q— g~'L — L— ¢~'L corresponde a la re-
presentacidn:

a(l —t'L) X a(S3—L) 2 ¢ %@,
porque (amty) 'C, = t'F! (0=}« '¢, N §)), debido a que la ima-
gen de ty es o 'F. Pero como oty = w'hf (ver § 3.3) y f transforma
un meridiano de ¢-'L en la identidad, se deduce que 7:Q — L es
no ramificado y corresponde a la representacién xw’% de z(L) en &,.

§ 4. Representaciones sobre el grupo diedral D,

1. Supongamos que p es un numero impar mayor que dos; ana-
lizando el trabajo de Fox [2, pdg. 161] observamos que, para un en-
lace L de S3, tenemos:

wt (S*—L) admite una representacion w sobre D,, tal que wm es

una rveflexion, st v solo st H, (L)) admite una representacion sobre G,y
! 1 i3

Consecuencia de esto es que los nudos N, tales que 4(¢) =1, no
admiten la representacién w. Estos nudos dan lugar a recubridores
N que son 3-esferas homoldgicas.
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2. Seca pues o una representacién de z (S*—L) sobre g,, p impar
mayor que dos, tal que wm es una reflexién. Existe entonces una
representacién de H, (L) sobre €, v llamaremos ¥ al nucleo de a(L) -
~H, (L) >¢,.

D, tiene la presentacion (R, R, R*>= R;> = (R, R,)’ = E}
(ver [1, pag. 6]). Llamaremos « a la inmersién transitiva de 9, en
@, definida por

a(R)=(1p—1)2p—2) .. ( )

2 (Ry) = (02) (p—13) .. G+ P+ﬁ

Sea f# la inmersién transitiva de ®, en €,, definida por

»
B(R) = (01) (23)...(2p — 4 2p — 3) (2p — 2 2p — 1)
B(R,) = (03) (25) ... 2p—4 2p—1)(2p—2 1).

3. Entonces a la representacion o le corresponden dos enlaces
representados (L, am) v (L, Bw) y entre los recubridores asociados

M(L, aw) > S* y M(L, fw) -» S* se tiene la siguiente relacién:

TrorEMA. 4. El diagrama siguiente es conmmutativo:

M(L, pw)

T

v M(L, xo)

N

y

S3

en donde T es un vecubridor doble vamificado sobre las componentes de
u~ ! 1, de indice de ramificacion uno, s es un rvecubridor (no mmificado)
regular de p hojas, correspondiente al subgrupo normal T de n(L).

Demostracion. Nétese que tanto o (€,) n €, como f(D,) n G, cons-
tan exclusivamente del elemento identidad. Para la demostracién
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basta aplicar el Teorema 2 a (L, aw) con € = 9, y § = €, teniendo
en cuenta que o €, es transitivo en &,. Entonces la variedad Q, dada
por el Teorema 2, corresponde al subgrupo (ew)='C, n 0= 'E, =
= kerwyasi Q = M(L,fw) porque (Bw)~ 6, = 0~ (B! §,,) = kerw.

4. Resultados parecidos pueden obtenerse facilmente con repre-
sentaciones sobre ®,, p par. El caso ®, ha sido estudiado en § 2.

§ 5. Representaciones simples

1. Estudiaremos ahora representaciones simples de z(S® — L)
sobre &, para un enlace L de S3. El caso # = 3 corresponde a repre-
sentaciones sobre &, = D, y esto ha sido estudiado en la seccién
anterior.

Sea w:@w(S*— L) -~g,, n >3, una representacién simple y lla-
memos A: n(Z) — 9, a la representacién sobre el subgrupo alter-
nante ¥, de &, definida en §3.3. Es claro que A1~ ! ¢, es el niicleo
de A siy sélosin = 3, y sélo en este caso es A~! €, un subgrupo nor-
mal de = (I).

Por tanto, una condicién necesaria para que L admita una repre-
sentacién simple sobre 3,, con # > 3, es que n( ) admita un sub-
grupo no normal de indice #. Es claro que si n(L) es abeliano (es el
caso de ser L un nudo con dos puentes y L una lente [8]) L no admite
representaciones simples sobre S, con # > 3.

El caso # = 3 ha sido ya estudiado y se sabe que una condicién
necesaria y suficiente para que un nudo N admita una representa-
cién simple sobre €; es que 3|4, (— 1). Esto significa que los nudos N
tales que N es una lente L(m, n), no siendo m multiplo de 3, sélo
admiten representaciones simples sobre &,.

2. TeorREMA 5. El siguiente diagrama es commutativo

i M(L, w)

N4

S3
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en donde t es un recubrimiento de n hojas (wo ramificado) correspon-
diente al subgrupo A=' G, de z (L); s es un recubrimiento ciclico de dos
hojas ramificado sobre el enlace de M (L, ) formado de aquellas com-
ponentes de p~' L cuyo indice de ramificacion es uno, p es el recubri-
miento asociado a la representacion (L, »). Q es un rvecubridor regular
de 1, exactamente cuando n = 3.

Demostracion. Basta aplicar el Teorema 2a (L, ) con 6=¢&, vy 3=9,,
teniendo en cuenta que ¥, es transitivo en &,.

3. Sea, por ejemplo, el nudo representado (N, w) de Fig. 5. N
es la lente L(3, 1) y Q es S3 porque Q es un recubridor de tres hojas
(no ramificado) sobre N = L(3, 1) y por tanto Q es el recubridor
universal de L(3,1). Existe, por tanto, una involucién en S* cuyo
espacio orbita es M (N, w). De [9] se deduce que M (N, ) es S3 (ver
[31).

En este ejemplo Q es M(N, o), siendo (N, o) el nudo represen-
tado de Fig. 6.

(04) @,)(zl)(‘lf)

&

Qs Hu(13)(25)

£eg.5. Feg. 6.

El Sr. KENNETH A. PERKO, Jr. me ha comunicado que la condiciéon para
la existencia de recubridores diedrales que, al comienzo de §4, atribuimos
al Profesor FoX, parece haber sido considerada antes por K. REIDEMEISTER
en Math. Z. 29, comienzo de pag. 715. Recientemente han hecho estudios
sobre recubridores diedrales R. H. Fox (Canadian J. Math. 22, 193-201), K.
A. PERKO, Jr. («On dihedral covering spaces of knots», October 1973 AMS
notices) y G. BURDE (Canadian J. Math. 23, 84-89). PERKO me ha hecho notar
que el diagrama de pag. 86 de este wltimo trabajo estd relacionado con mi
Teorema 4.
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Aprovecho la oportunidad que me brinda el Editor para indicar dos co-

rrecciones a la Tabla 11 de mi Tesis («Sobre la Conjetura de Poincaré y los
recubridores ramificados sobre un nudo» Universidad Complutense, Madrid
1971) que me han sido apuntadas por PERKO: 83 y 940 deben incluirse en Ta-
bla II (sus recubridores asociados son S3) mientras que 935 debe retirarse de
la Tabla.

8
9
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