TOPOLOGISCHE TENSORPRODUKTE GEWISSER
TOPOLOGISCHER VEKTORRAUME

R. HOLLSTEIN

Sind E und F (nicht unbedingt separierte) topologische Vektor-
rdume, so gibt es auf dem Tensorprodukt E @ F eine feinste line-
are Topologie =, fiir die die kanonische Abbildung @ : EX F - EQ F
stetig ist (vgl. S. O. Iyahen [6]). Diese Topologie soll lineare projek-
tive Tensorprodukttopologie und E &, I das lineare projektive
Tensorprodukt genannt werden. In der Theorie der lokalkonvexen
projektiven Tensorprodukte spielen die (D F)-Riume eine bedeutende
Rolle (vgl. Grothendieck [2] u. [3]). In dieser Arbeit werden wir
dhnliche FEigenschaften der von B. ErNst [1] untersuchten Ultra-
(DF)-Raume in bezug auf das lineare projektive Tensorprodukt nach-
weisen. Dabei heifit ein topologischer Vektorraum E Ultra-(DF)-
Raum, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) E besitzt eine Fundamentalfolge von beschrinkten Mengen

(ii) Sei (UY), eine Folge von kreisformigen abgeschlossenen Null-
umgebungen in E und sei fiir jedes n =1, 2, ... (Uf{)),- Folge von
ebensolchen Mengen mit vd 4 U¥ e Ui fir j=1,2, ... Ab-
sorbiert jedes UY = ﬁ UY (j = 1,2 ..) alle beschrinkten Men-

n=1

gen von E, so ist U® Nullumgebung in E.

Bevor wir uns dem linearen projektiven Tensorprodukt zuwen-
den, werden wir noch einige Sitze aus der Theorie der bilinearen
Abbildungen in allgemeinen topologischen Vektorraumen beweisen,
die fiir topologische Tensorprodukte von Bedeutung sind.

Sind E und F topologische Vektorriume, so bezeichnen wir
mit & (E, F) den Vektorraum aller linearen Abbildungen von E in F
und mit L (E, F) den Teilraum der stetigen linearen Abbildungen.
L (E, F), versehen mit der Topologie der punktweisen Konvergenz,
werde mit L, (E, F) bezeichnet. L, (E, F) sei der Vektorraum L (E, F)
mit der Topologie der gleichméaBigen Konvergenz auf beschrinkten
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Mengen. Sind P und Q Teilmengen aus E bzw. F, so sei [P, Q] r
die Menge aller stetigen linearen Abbildungen aus L (E, F), die P
in Q abbilden.

Sei G ein weiterer topologischer Vektorraum. Seien U (E), & (F)
und B (G) Nullumgebungsbasen in E, F bzw. G. Es wird der Vektor-
raum aller bilinearen Abbildungen von E X F in G mit 8(E X F, G)
bezeichnet. Unter B (E X F, G) verstehen wir den Vektorraum aller
stetigen bilinearen Abbildungen von E X F in G. Fiir x ¢ E und v e F
seien B,:y - B(x,v) und B,:x — B (x, y) die partiellen Abbildun-
gen zu B € 8(F X F, G). Jede bilineare Abbildung B ¢ 8(E X F, G)
kann als lineare Abbildung B’ ¢ &(F, &(E, G)) oder B" ¢ &(E, &(F, G))
identifiziert werden, wenn man definiert B’ (v) = B, fiir y ¢ I' und
B" (x) = B, fiir x e E.

B(E x F, G), versehen mit der Topologie der bibeschrinkten
Konvergenz, soll mit Bs(E X I, G) bezeichnet werden. '

Eine Menge 8 ¢ 8 (E x F, G) von bilinearen Abbildungen heilit
gleichgradig hypostetig, wenn jedes B ¢ 8 getrennt stetig ist und die
Mengen

B, = (B, c L(I',)G) : Be Bu.xcC;} und
B.,= (B,c L(E,G):Be®Bu.vcC,)

I

fiir alle beschrinkten Mengen C, und C, aus E bzw. I gleichstetig
sind. Entsprechend heifit eine bilineare Abbildung B ¢ 8(E X F, G)
hypostetig.

In der Klasse der lokalkonvexen Riume ist jede gleichgradig
hypostetige Menge von bilinearen Abbildungen aus B(E X F, G)
gleichstetig, sofern E und F (DF)-Réaume sind (vgl. Grothendieck [2])
Ein entsprechender Satz gilt auch fiir allgemeine topologische Vek-
torrdume.

Sarz 1: Seien E und I' separievte Ultra-(DF)-Rdume und G metri-
sierbarer Vektorraum. Dann ist jede gleichgradig hypostetige Menge
von bilinearen Abbildungen von E X I in G gleichstelig.

BrewEIs: Sei B gleichgradig hypostetige Menge aus B(E X F, G).
Sei C, beschrinkte Menge aus F und W Nullumgebung in G. Wegen
der Gleichstetigkeit von %, existiert eine Nullumgebung U aus E
mit

B, (U) = B(U X C;) = B,(Cy) c W,
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so daB fiir die zu B assoziierte Menge 8" c L(E, L(F, G)) gilt
8" (U) = By c [Co, Wi o

Also ist ®B'" gleichstetige Menge von linearen Abbildungen aus
L(E, L,(F, G)). Da I’ separierter Ultra-(DF)-Raum und G metrisier-
barer Vektorraum ist, so ist L, (F, G) metrisierbar. Nach B. Ernst [1],
Satz 2.7, ist dann B’ gleichmiBig beschriankt, d. h. es existiert eine
Nullumgebung U aus E, so daB 8" (U) beschrinkt in L,(F, G) ist.
U 4Bt sich als Vereinigung einer Folge von beschriankten Mengen
C,; darstellen, da E als Ultra-(DF)-Raum eine Fundamentalfolge von
beschrankten Mengen besitzt. Wegen der gleichgradigen Hypos-
tetigkeit von % ist fiir jedes C; aus E die Menge 8., = 8"(C,) aus
L (FF, G) gleichstetig. Damit ist die beschrinkte Menge ®"(U) =

= ﬁ B(C)) € L,(F, G) Vereinigung von gleichstetigen Mengen 8" (C,),

1
also gleichstetig, da I’ Ultra-(DF)-Raum ist (B. Ernst [1], Satz
3.7). Zu jedem W e B (G) existiert dann ein V ¢ ¥(F), so daB

U xV)=9"U)V)ecW
Damit ist die Gleichstetigkeit von B gezeigt.

Kororrar: Unter den Voraussetzumgen von Satz 1 ist jede hvposle-
tige bilineare Abbildung stetig.

Sarz 2: Sind E und F separierte Ultra-(DI)-Rdume und G metrisier-
barer Vektorraum, so ist jede beschrinkte Menge B aus B;(E X F, G),

die aus der Vereinigung einer Folge von gleichstetigen Mengen
B, c B(E X F, G) besteht, gleichstetig.

Brwrrs: Der algebraische Isomorphismus
V(L X F,G) =¢(E, &(F, G)=8(F, ¢(E, ()

induziert einen Isomorphismus zwischen B(E X F, G) und einem
Teilraum von L(E, L,(F, G)) bzw. L(F, L,(E, G)). Insbesondere sind
fiir gleichstetige Mengen 8 ¢ B(E X F, G) auch 8’ ¢ L(F, L,(E, G))
und 8" ¢ L(E, L,(F, G)) gleichstetig. Denn zu einem solchen %
gibt es zu einem W e B(G) ein U e U(E) und ein V e B(F) mit
B(U X V) € W. Zu jeder beschrinkten Menge C, aus E existiert
dann ein 2> 0 mit AC, € U, so daB aus 8(U x V) ¢ W folgt
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B(C, x AV) ¢ W bzw. B'(AV) c [C,, W], (s . Analog zeigt man
die Gleichstetigkeit von B” ¢ L (E, L,(F, G)).

Ahnlich 14Bt sich beweisen, daB fiir jede beschrinkte Menge B aus
Bs(E X F, G) auch 8" in L,(F, L,(E, G)) und 8" in L,(E, L,(F, G))
beschriankt sind.

Sei nun eine beschrankte Menge % aus Bs(E X F, G) Vereinigung
einer Folge von gleichstetigen Mengen %, ¢ B (E X F, G). Dann ist

A = f] %A, beschrankt in L,(F, L,(E, G)) und Vereinigung einer
i=1

Folge von gleichstetigen Mengen ¥%,” Da F separierter Ultra-(DF)-
Raum und L,(E, G) metrisierbarer Vektorraum ist, so ist ¥’ gleichs-
tetig (vgl. B. ErNst [1], Satz 3.7). Analog zeigt man die Gleichste-
tigkeit von %”. Fiir jede beschrinkte Menge C, und C, aus E bzw.
F sind dann die Mengen %; c L (F, G) und %, ¢ L(E, G) gleichs-
tetig. Es gibt ndmlich zu jedem W e B(G) ein U ¢ U(E) und ein
Ve 8(F), so daB

W(V) € [C,, WL bzw. %o (V) = W'(V) (C)) € W

und analog %A, (U) € W. % ist damit gleichgradig hypostetig und
nach Satz | gleichstetig.

Mit Hilfe der oben bewiesenen Sitze konnen nun gewisse Eigen-
schaften des linearen projektiven Tensorproduktes E &, F abge-
leitet werden.

Wie bei S. O. IYAHEN [6] gezeigt, induziert fiir jeden topologi-
schen Vektorraum G der kanonische Isomorphismus 4 — A zwi-
schen B(E x F, G) und &(E Q F, G) einen Isomorphismus zwischen
L(E®,F, G) und B(E x F, G). Fiir gleichstetige Mengen ¥ aus
L(EQ,F, G) sind die assoziierten Mengen % aus B(E X F, G)
gleichstetig und umgekehrt.

Nach wie vor ungelost ist das Problem, ob das lineare projektive
Tensorprodukt von zwei separierten Vektorriumen wieder separiert
ist.

Der starke Dualraum des lokalkonvexen projektiven Tensor-
produktes von (DF)-Riumen E und F ist isomorph dem Vektorraum
der stetigen Bilinearformen B4(E X F). In allgemeinen topologischen
Vektorrdumen gilt der Satz:

Satz 3: Seien E und F separierte Ultra-(DF)-Rdaume und sei G me-
trisierbarer Vektorraum. Dann ist Ly(E &), F, G) 1somorph Bﬂ(E X F, G)
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Brwers: Es ist b > 8, da fiir jede beschrankte Menge C, aus E und
C, aus F auch C, @ C, beschriankt in F &, F ist.

Zum Beweis von B > b geniigt es zu zeigen, daB fiir jede Null-
folge {4,} aus dem metrisierbaren, insbesondere ultrabornologischen
Raum B,;(E x F, G) die Folge {A,} beschrinkt in L,(E ®, F, G)
ist. {4,} ist als Nullfolge beschrankt in Bg(E X F, G) und Verei-
nigung einer Folge von gleichstetigen Mengen. Nach Satz 2 ist dem-
nach {4,} gleichstetig. Also ist auch {4} gleichstetige und damit
beschrankte Menge aus L,(E &, I, G).

Sarz 4: Unter den Voraussetzungen von Satz 3 ist jede beschrinkte
Menge N aus Ly (E &, F, G), die aus der Vereinigung von gleich-
stetigen Mengen A, ¢ L (E Q, F, G) besteht, gleichstetig.

BrwEIs: Die zu ¥ assoziierte Menge ¥ ist nach Satz 3 beschrinkt
in By(E X F, G) und den gleichstetigen Mengen %, entsprechen
gleichstetige Mengen ¥%; aus B (E x F, G). Nach Anwendung von
Satz 2 ist % gleichstetig und damit auch 9.

Obwohl das lineare projektive Tensorprodukt von zwei nor-
mierten Riumen i.a. nicht metrisierbar ist (bzw. keine abzidhlbare
Nullumgebungsbasis besitzt), wie wir in [4] zeigten, gilt der folgende
Satz:

Sarz 5: Sind E und F separierte Ultra-(DF)-Rdume, so ist auch das
lineare projektive Tensorprodukt E Q. F ein Ultra-(DF)-Raum.

Bewers: Nach B. Erxst [1], Satz 3.7, geniigt es zu zeigen, daB fiir
jeden metrisierbaren Vektorraum G gilt:

(i) L,(EQ, F, G) ist metrisierbar
(i) Ist 9 beschrinkte Teilmenge von L,(E &, F, G) und ist %

Vereinigung einer Folge von gleichstetigen Mengen in
L(E®,F,G), so ist % gleichstetig.

Ist G metrisierbarer Vektorraum, so ist Byz(E X F, G) metrisier-
bar. Nach Satz 3 ist dann auch L,(E &, F, G) metrisierbar. Bedin-
gung (ii) ist nach Satz 4 ebenfalls erfiillt.

Fiir die von W. RoBrrrsoN [7] und S. O. IYAHEN [5], [6] einge-
fithrten Klassen der ultratonnelierten, abzdhlbar ultratonnelierten,
ultrabornologischen, quasiultratonnelierten und abzdhlbar quasiul-
tratonnelierten Rdume werden nun Permanenzeigenschaften in bezug
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auf das lineare projektive Tensorprodukt nachgewiesen. Zuvor
noch das

LemMA: Seien E und F ultratonmelierte Rdwme. Dann st jede ge-
trennt gleichstetige Menge von stetigen bilinearen Abbildungen von
E x I' in einen topologischen Vektorraum G gleichgradig hypostetig.

Brwrrs: Ist 4 ¢ B(E X I', G) getrennt gleichstetig, so sind fiir jede
beschriankte Menge C, ¢ E und C, ¢ F die Mengen % c L(F, G)
und %A, ¢ L (E, G) punktweise beschrankt. Denn fiir eine Nullum-
gebung W e W(G) und fiir jedes x ¢ E und jedes v ¢ F existieren
ein U ¢ W(E) und ein Ve B(F) mit % (V) ¢ W und 4, (U) c W.
Fiir oy U 2 C, und o, V 2 C,, oy 1. 2, > 0 gilt dann

A, (%) = A (C)) € 2, W und A, (v) = %, (C)) € o, W.

Nach dem Satz von Banach-Steinhaus (vgl. W. RoBERTSON [7]) sind
dann die punktweise beschrankten Mengen %. und %, gleich-
stetig, womit die gleichgradige Hypostetigkeit von A gezeigt ist.

Sarz 6: Scien E und I separierte Ultra-(DF)-Rawme. Dann  gilt:

E u. I ultrabornologisch = E K, I ultrabornologisch
E u. F ultratonneliert = EQ, F ultratonneliert

E u. I' abzdhlbar witrat. -~ E Q. I abzihlbar wltrat.
E u. I' quasiultratonneliert -~ E Q. I' quasiultratonnelicrt

Brwzeis: (1) Seien E und F separierte ultrabornologische Ultra-(DF)-
Riume. E Q, I' ist ultrabornologisch, wenn jede beschrinkte li-
neare Abbildung von E &, I’ in einen metrisierbaren Vektorraum G
stetigist (vgl. Ivarex [5)). Sei also 4 € &(E ®, F, G) eine beschrink-
te lineare Abbildung. Dann ist die zu A assoziierte bilineare Abbil-
dung 4 ¢ B(E X F, G) ebenfalls beschriankt, insbesondere auch die
partiellen Abbildungen A, ¢ (I, G) und A, ¢ ¥(E, G). Da E und I
ultrabornologisch sind, so ist jede lineare Abbildung 4., x ¢ E, und
A,, v e F stetig. Fiir jede beschrinkte Menge C, aus E und C, aus
F ist A, und A, beschrankt in L,(F, G) bzw. L,(E, G) und damit
gleichstetig, da £ und I7 als ultrabornologische Raume quasiultraton-
neliert sind. Also ist A hypostetig und nach Satz 1 stetig. Damit ist
auch die Stetigkeit von A gezcigt.

(2) Nach WAELBROEK [9] konnen die ultratonnelierten Raume wie
folgt charakterisiert werden: Ein topologischer Vektorraum H ist
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genau dann ultratonneliert, wenn jede punktweise beschrinkte Menge
von stetigen linearen Abbildungen von H in einen metrisierbaren
Vektorraum gleichstetig ist.

Seien nun E und F separierte ultratonnelierte Ultra-(D F)-Riume
und sei A punktweise beschrinkte Menge von stetigen linearen Ab-
bildungen von E ., F in einen metrisierbaren Vektorraum G. %
kann dann als Teilmenge % von B (E X F, G) aufgefaBt werden,
die beschrankt ist auf den endlichen Teilmengen von E x F. Fiir
jedes x ¢ E und v ¢ I sind demnach %, und %A, beschrinkt in
L,(F, G) bzw. L, (E, G) und damit gleichstetig, da E und F ultra-
tonnelierte Raume sind. % ist somit getrennt gleichstetig und nach
dem Lemma gleichgradig hypostetig. Nach Anwendung des Satzes
1 ist % und damit % gleichstetig.

(3) Ein topologischer Vektorraum H ist genau dann abzihlbar
ultratonneliert, wenn fiir jeden metrisierbaren Vektorraum G gilt:
Ist € beschriankt in L (H, G) und ist € Vereinigung von abzihlbar
vielen gleichstetigen Mengen €, aus L (H, G), so ist € gleichstetig.

Seien also E und F separierte abzihlbar ultratonnelierte Ultra-
(DF)-Raume, G metrisierbarer Vektorraum und sei % = lj %, besch-

i=1

rinkt in L,(E ®, F, G), wobei jedes ¥, gleichstetig in L (E Q, I, G)
ist. Dann ist 4 ¢ B(E x F, G) punktweise beschrinkt und ist
die Vereinigung der gleichstetigen Mengen ¥;. Damit sind die Men-
gen %A, und U, fiir jedes ¥ ¢ E und y ¢ F beschrinkt in L (I, G)
bzw. L (E, G) und sind als Vereinigung der gleichstetigen Mengen
®),=(A,c L(F,G):AeWjbzw. (%), ={4d, ¢ L(E,G):4¢¥%;}
darstellbar. Da E und I abzihlbar ultratonneliert sind, sind die
Mengen %, x ¢ E, und %, v ¢ I, gleichstetig. Daraus folgt, daB
fiir jede beschrinkte Menge C, ¢ E und C, ¢ F die Mengen ¥«
und %, beschriankt in L (F, G) bzw. L (E, G) sind. Weiterhin sind
die Mengen (%;)¢, und ()., gleichstetig, woraus die Gleichstetigkeit

von U = "j1 (%), und Ap, == tj] (A;)¢, und damit die gleich-
i= i=

gradige Hypostetigkeit von U folgt. Also ist % gleichstetig.

(4) Nach IvaneN [5] ist ein topologischer Vektorraum H genau dann
quasiultratonneliert, wenn jede abgeschlossene beschrankte lineare
Abbildung von H in einen metrisierbaren Vektorraum G stetig ist.
Ist 4 ¢ ¢(E ®, F, G) abgeschlossen und beschrankt, so ist
A ¢ B(E x F, G) ebenfalls abgeschlossen. Deun die Abbildung
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B:EXFXG—>(EQ,F)x Gmit B(u,v,w) = (uQ v, w) ist ste-
tig und der Graph von A ist gerade das Urbild des Graphen von 4
bzgl. der Abbildung B. Die partiellen Abbildungen A,, x ¢ E und
A,,y ¢ F, sind demnach abgeschlossen und auBerdem beschrankt, da
A bzw. A beschrinkt ist. A ist somit getrennt stetig, weil E und F
quasiultratonneliert sind. Wie im Beweis von (1) folgt dann die
Stetigkeit von 4 und damit auch von 4.

(5) Da jeder Ultra-(DF)-Raum abzihlbar quasiultratonneliert ist,
so ist nach Satz 5 E Q. IF ebenfalls von dieser Art.

Von Satz 5 und Satz 6 gelten nun die folgenden Umkehrungen:

Sarz 7: Sind E und I separierte topologische Vektorviume, auf denen
jeweils mindestens ein stetiges limeaves Funmktional existiert, und ist
E Q. F ultrabornologisch [(abzdhlbar-) ultratonneliert, (abzihlbar-) qua-
stultratonneliert, Ultra-(DF)-Raum’, so ist auch E und I von der
gleichen Art.

Brwxis: Da nach Voraussetzung auf I ein stetiges lineares Funk-
tional existiert, gibt es ein 3, ¢ I¥ und eine stetige Projektion P von
I' auf den von y, aufgespannten Teilraum [y,] von F. Sei I die iden-
tische Abbildung auf E. Da die Abbildungen / und P auf E bzw. I
stetig sind, so ist nach S. Tom4sEx [8], Prop. 2, die Projektion I @ P
von EQ, IFauf E @, [y,] mit I & P(x & v) = I(x) ® P(v) fiir
x ¢ E und y e F ebenfalls stetig. £ & [y,], versechen mit der von
E ®, F induzierten Topologie 7, ist isomorph E ®, [y,]. Denn ein-
mal ist wegen der Stetigkeit der FEinschrinkung von I @ P auf
E ®3 [y,] 7 feiner als . Andrerseits ist 7 grober als xz, da fiir die
kanonischen Einbettungen I : E - E und J : [v,] — IF die Einbet-
tung I ® J : EQ,[v,] > E &, F stetig ist. Als stetig projezierbarer
Teilraum ist E &, [y,] isomorph einem Quotientenraum von E ®, I
nach einem Teilraum. Damit ist aufgrund der von S. O. IVAHEN
[5] u. [6] und B. ErNsT [1] nachgewiesenen Permanenzeigenschaften
E @, [v,] ultrabornologisch [(abzdhlbar-) ultratonneliert, (abzihl-
bar-) quasiultratonneliert, Ultra-(DF)-Raum], sofern E &, IF von
dieser Art ist. Dies gilt danun auch fiir den zu E @, [v,] isomorphen
topologischen Vektorraum E. Analog beweist man die Behauptung
fir F.
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