RESOLUCION MEDIANTE APROXIMACIONES SUCE-
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INTRODUCCION

El presente trabajo trata de la resolucién de un problema de
contorno en un tipo de ecuaciones diferenciales lineales y homogéneas
de cuarto orden, con dos pardmetros independientes, en el que el
coeficiente de la variable funcién no es constante ; se determinan
sus curvas de valores propios (autocurvas) y sus correspondientes
funciones propias (autofunciones) mediante aproximaciones sucesivas
a partir del problema correspondiente con coeficientes constantes.

En el capitulo I se estudia el problema inicial, se determinan sus
autocurvas y sus correspondientes autofunciones. En el capitulo II se
estudia directamente el problema propuesto, se demuestra la exis-
tencia, para valores negativos de un pardmetro, de infinitas auto-
curvas y autofunciones. En el capitulo IIT se hallan las soluciones
mediante aproximaciones sucesivas a partir del problema inicial,
aplicando la Transformacién de LAPLACE para obtener las soluciones
iteradas, y para demostrar la convergencia del método se limita
por un ntimero arbitrario el ndimero de las autocurvas, asi como los
valores de la variable independiente.
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el estudio de problemas de este tipo ; al Privatdozent de la misma Uni-
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I
Consideremos la ecuacién diferencial
(1) Y=oy —2py"
con las siguientes condiciones en los puntos cero y uno
) y(0)=y"0)=y(1)=9"(1) =0

vamos ahora a estudiar sus autocurvas y sus correspondientes auto-
funciones.
La ecuacién caracteristica es:

A4 2urt—dg=0
O sea

pongamos
K} =p+ i+ 2
K= — i+ Vg 7 1

(los radicales tomados positivos), la integral general de (1) (supuesto
Ao #0 v Ao+ 4?2 #0) es:

y=C, cos K;t+ C, sen K;t+ Cy ch Kyt + C4 sh K,t
y por las condiciones (2)

C,+C;=0
— KiC,+K2Cy3=0
C,cos K; +Cysen K; + C3ch K, +Cysh K, =0
— K3C, cos K; — K3C, sen K, + K2C, ch K,+ KiC, sh K, =0

y por tanto debe verificarse :

1 0 1 0
— K2 0 K3 0 —0
cos K, sen K, ch K, sh K,

— K2cos K;, —K?sen K; K2ch K, KishK,
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0 sea. .
(K2 + K2?sen K, sh K, =0
y puesto que

K} +Ki=2+u+#0
debe verificarse una de las siguientes igualdades :

sen K;=0 6 shK,=0
a) Caso:

o sea,

(» ntimero entero distinto de cero ya que debe ser 4, # 0). Es decir :

w4k + @2 = nPa?

o sea,
Vi + 1 = nPa? K

y puesto que el primer miembro es positivo, debe serlo también el se-
gundo, es decir :

®) Ao+ 2mnty — it =0  m=1,2, 3.

con .
n < n?a?
b) Caso:
sh K, =0
h et — g—a . g~ __ piad - .
S  — E— N
( o b} 7 57 7 8€en 17 O()

Por tanto, debe ser
Kyi=nn

— K} =n?z?

(» ntmero entero distinto de cero como antes), 0 sea:

VS R
y como en a) se llega a la misma (3) con

u > n¥n?
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Estudiemos ahora las rectas (3); es fdcil comprobar que son
tangentes a la parabola (ejes cartesianos rectangulares 4, u)

Ao+ p2t=0
el punto de contacto es:
Ao = — nint
u = n¥n?
y corta el eje 4, en
Ay = ntat
y al eje p en
n? m?
M=

]

por tanto en (3) no es nunca

A+ 12<0
(la raiz siempre es real).
Consideremos ahora los casos que hemos excluido, es decir :

}ho + ‘uz = O, 2-0 == 0
1) Ao+ m2=0, 2 #0 |
La integral general de (1) es:

y = (Cy + Cyt) cos A/ut + (C3 + C,t) sen A/ ut
y por las condiciones iniciales
C,=0
—uC+2uCy=0
(C, + Cy) cosA/pu + (Cs+ C,) sen 4/u =0
— uCy cos A/ — A/ (Vi cos A/ — 2 sen /) Cy —
— uCy sen A/u — A/ (Vpseny/p — 2 cos 4/u) Cy =0

o sea
1 0 0 0
—u 0 0 2V
cos Vi cos Vi sen Vi sen Vu =0

—ucosVuy —Vu(VupcosVu+ —psenVuy —Vyu(Vusenvyu—
+ 2sen V) — 2cos v p)
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o sea,

. _ | cos \/ ﬁ 1
sen _ =0
2VBSn N | cos i+ 2 sen ) p

Vi sen v/ (wcosy/u — pcos /i —24/p sen y/u) =0

y puesto que
u#0

sen 4/p =0
u = n?n?
o sea son los puntos de contacto de (3) con la pardbola 4, + u? = 0.

La integral general de (1) es:
y = C, cos \/2ut + C, sen /2ut + Cyt + C,
y a causa de (2)

C,+Cy=0
—2uC; =0

C, cos4/2u + Cy sen/2u + C3+ C, =0
—2uC, cos4/2u —2uC, sen/2u =0

o sea
1 0 0 1
—2pu 0 0 0
cos \/2u sen 4/2 u 1 1 =0
—2u cos \/2pu —2u sen /2y 0 0
es decir :

sen /2u =0  2u=nn?
que son los puntos de interseccién de (3) con 4, =0
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La integral general seria :

y = C1t3 + Cztz + C3t —|" C4

y por (2)
C,=0
9C, =0
C,+CotCyatCy=0
6C, +2C,=0

que es incompatible porque el determinante de los coeficientes es
distinto de cero (Unica solucién y == 0).

Todos los casos conjuntamente demuestran que (3) son las wnicas
autocurvas y no hay puntos de excepcion.

Investiguemos ahora las correspondientes autofunciones.

sen nnt es funcién de comparacion (1), sustituydmosla en (1),
tenemos :

(mtzt —2m2n%pu — Ay) sen nzwt =0

a causa de (3), por tanto
sen nwi

con las correspondientes autofunciones a (3) para el mismo valor de .

II

Consideremos ahora el problema
(4) yV=201+4¢ef(@)y —2uy"”

con las condiciones (2), siendo f(f) una funcién continua de valor
absoluto menor que uno en [0,1], v |e| < 1.
La férmula (4) puede. ser escrita asi:

Myl = AN [y]
donde

Mgl =" +2u¢"
Nlpl=010+ef@) e

(1) Véase Corrarz. — Eigenwertprobleme. — Chelsea Publishing Com-
pany, 1948, pig. 59 (En alemén Vergleichfunktion).
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este problema es autoadjunto (1) y para pu <0 bien definido (3).
Sean, en efecto, #, v funciones de comparacién (3), tenemos :

1 1
f (wM [v] — v M [u])dt =f [# (1Y 4 2uv") — v (U 4 2uu")] dt =
1] 0
= [u (0" +2pv") — v @ + 2pu)]5 —
1
. /(; [1/1// (vlll + 2/1'1)1) — (1/1/’” + 2/,&%')] dt —
/1

— |:ul vII _ vl ull]% + /0 (%” vll _ 'U” %n) dt = O

los términos integrados son nulos a causa de (2)
1

/;1 (wN [v] — vN[u])dt = /0‘ (1+ef@®) (v —ovu)dt=20

con esto queda demostrado que es autoadjunto. Demostremos ahora
que es bien definido para g < 0. En efecto: (# funcién de com-
paracién)

1 1
/; ul [u]dt = / w @V 4+ 2uu’)dt = [u@W" +2puu)l} —
0

1 1
— /; W " +2pu)dt = — [u' u']§ + / (u'2 —2uu?)dt > 0%
. 0

los términos integrados son nulos a causa de (2).

1 1
/O.MN[u]dz‘.s/; A4+ ef@)udt >0

puesto que
1+¢f(t) >0

1) Véase Corratz. Loc. cit. pag. 59.

@)
(3 Idem, pag. 69 y sigs. (En alemén Volldefinit).
(3) Idem. pag. 59.

(9 La tnica funcién de comparacién para la cual »’ o »”’ es idéntica-
mente nula, es la idénticamente nula. En efecto :

u =0 —>u = constante = 0 a causa de (2).
w’. -0 —>u = constante =a, w =at 4+ b y a causa de (2) a =5b =0,
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- De ahi se deduce (*) la existencia de infinitos autovalores (para
un g <0 fijo), todos reales y positivos teniendo como tinico punto
de acumulacién el oo ; al variar g serdn estas A funciones de u que
definirdn las autocurvas, que mds adelante conseguiremos por paso
al limite. Vamos ahora a hallar unas acotaciones para dichas curvas
(supuesto u < 0):

Sean, en efecto, M y m cl miximo y el minimo respectivamente
de f(2) en [0,1].
Comparemos nuestro problema con los siguientes :

Y7 42y’ = AL+ e M)y
YV +2uy" =A(1 +em)y

siempre con las condiciones (2). Apliquemos a (4) v (5) el teorema de
comparacién (%).
El méximo (minimo) de 1 + &f(f) para & positivo (negativo) es

1+eM
El minimo (méaximo) de 1 + &7 (f) para e positivo (negativo) es
1+ em

Por tanto es: (# funcién de comparacién)

! > )
/ 1+ EM)uzdtZ > para £>0
-0 = para &= 10

> 1 > ‘1
2/; 1+ ef () udt 2/0 (1 + em)udt | < para <0

las autocurvas de (5) se obtienen cambiando en (3) 4 por A (1 + e M),
v(1 + em) respectivamente, o sea :

A+ eM)A+2n?n2u — niat =0

(6) 1+ em)dA+2n2n%u — ntat =0

del mencionado teorema de comparacién deducimos que las auto-
curvas de (4) para cada # estdn comprendidas entre ambas (6).

Con esto hemos hallado unas acotaciones para todas las curvas
de autovalores de (4), validas por lo menos para u < 0.

(t) Véase Corrarz. loc. cit. pag. 69 y 126 hasta 132.
(3) Véase CorrATZ. loc. cit., pag. 134, 135.
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III

Procedamos ahora a calcular las autocurvas y autofunciones me-
diante paso al limite.
La ecuacién (4) sc puede escribir en la forma

(7) PV A 2uy" — Aoy = [A(1 + &f(f) — Ao]¥

con las condiciones (2).

Donde 2, es funcién de x dada por (3), y A también funcién de u,
de momento desconocida.

Puesto que el primer miembro de (7) es autoadjunto, debe ser
el segundo miembro ortogonal en el intervalo [0,1] a y, = sen nxt
(autofuncién del problema (1) con (2)).

En efecto:

1 1
/0 Yo + 2uy" — Aoy)dt =_/0 y (0 + 2py0 — Agyo)dt =0
es decir,

© | /o'1 [A(1 + ef(#) — Ao]y sen nmtdi =0

pero nosotros no conocemos la funcién y. Ahora bien, como para
e = 0 (7) se reduce a (1), la solucién de (7) debe ser de la forma :

y =sen nnt+ D (¢, (1))

(9) A) = Ao () + o (e, ).

Procederemos, mediante el método de aproximaciones sucesi-
vas ; escribiremos :

(10) i’ 2uyi — dyi= [ (L +ef () — Ao 7is
siempre verificando (2). Y el segundo miembro debe ser ortogonal

a sen nxt en [0, 1] por la misma razén que se acaba de exponer.
Empecemos, pues, con :

1) 1 2up — Aoy = [ (1 + ef (t) — 2] sen nant
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1
(12) / [y (14 ef (f) — o] sen? namidt =0
v0
O sea

1
/senz natdt
=12 <0 S

/01 (1 + ef(?) sen? nmtdt

el denominador es diferente de cero, pues la funcién a integrar es
positiva. O sea:

(13) Zl=101—_:a—8=20(1—aa—|—(as)2...)

convergente si |ag| < 1) donde
1

(14) a= 2/ 7(t) sen® nmidt
0

(18) determina 2, (u) que es homéloga afin ortogonal a A, (u) respecto
al eje 4, =0.
De (13) resulta que A, — 4, es de primer orden respecto a e&.
Una vez obtenido 4,, procederemos a determinar ;. Partamos
de (11) que podemos escribir en la forma :

11)  p 4 2y — Aoy = (g — Ao + eAy f () sen nmidt

donde se pone de manifiesto que se puede sacar en el segundo miem-
bro ¢ factor comdn.
Para el célculo de y, aplicaremos la transformacién de LAPLACE (1),
(consideremos f (¢) = 0 para ¢ > 1).
La funcién
0t 4’1—l—sf(t) para 0<t<1
®) = L 1 para i>1

es una L,-funcién (%), pues estd acotada. Por la misma razén lo es
también el segundo miembro de (11').

() Véase DOETSCH. — « Theorie und Anwendung der LAPLACE-Trans-
formation ». Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften-Band
XLVIIL Springer-Berlin, 1937, pag. 321 y sigs.

(3 DogrscH, loc. cit., pag. 14.
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Pongamos
(15) p(s)=s"+2us® — 4 (n)
y podemos escribir (11°) en célculo simbdlico
(11") p D)y, = (4 — Ao+ e f () sen naxmt.

Consideremos primeramente (11”') con las condiciones iniciales
de Caucay nulas en el punto ¢ = 0, llamemos ¥, a esta solucién

(16) - WO=0 v=0123
Sea Q(f) la L-funcién correspondiente a la /-funcién ;bl(_s) (15)
que es (Y) :
.’%ﬁ o,
(17) Q@) =2 ;5,6 ) (o, las raices de (15))
v=1 :

en el supuesto que sean distintas (véase principio del trabajo).
Considerando la ecuacién

(18) p(D)¥ =1

con las condiciones iniciales para ¢ = ( nulas (16) ; se verifica en todo
caso (incluso si (15) tiene raices miiltiples)

(19) Q@) =¥
Distinguiremos los distintos casos :

2 ~2

a) A >0; (,u > n_;) de (17) resulta fAcilmente (teniendo en

cuenta (3))
(202) Q) = 51 1 (Sh \/mEa? —2put _ sen nnt)

n2m? — p) ,\/%2}-‘21—'2? nw
n?n? .
b) Ay=0; (,u =5 ) la solucién de (18) en este caso es:
(21) V() = L (cos nmt — 1) + 1
nt ot 2 n? g

(Y DorrscH., loc. cit., padg. 324.



166 R. Aguilé Fuster
En efecto: la integral general de (18) en el caso b) es:

2
Cy cos nmt + C, sen nmt + Cyt + Cy + L

2 n2 m2

e imponiendo que sean nulas las condiciones iniciales, resulta (21) ;
y aplicando (19) tenemos :

(20°) Q0

1 (t_sen nn_t)
T nm? nw

N3 2
c) —ntat <<y <O (—’2’— <u< nznz) de (17) resulta:

1 sen 4/2u — niatt  sen nnt)
20¢ f) = ver ot T
2099 Q@) 2(n2n2—y)( T na
d) A= —ntn* (u=n?n%) La solucién de (18) con las condi-
ciones iniciales nulas es:
1 1
V() = o (1 — cos nmt) — ;Lg;ét sen n7m,
y por tanto:
1 (sen nxt
d - = _
(209) Q@ = nznz( Py ¢t cos nnt)
) < —mat (u>niad) de (17)
1 sen nwt sen A/2u — n2alt
) 00 = gt ( _sen 2 — i)
2 (u — n*n?) nw V2o — a2

En todos los casos se puede comprobar que Q (f) es una funcién
regular de g, lo que, por otra parte, se deduce de (18) y (19) (Teorema
de dependencia respecto a un pardmetro).

Consideremos el producto de convolucién (%)

(22) ) =00 x F()

que es: F () % Fy(¥) =/(;F1(r) F,t—7)dz

donde F (f) es el segundo miembro de (11").

(Y) Véase DOETSCH., loc. cit., padg. 155 y sigs. (em aleméin Faltung).
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(22) es la solucién de (11”) con las condiciones (16). y, (f) depende

de u y de e y es de primer orden respecto a este ultimo.
Consideremos ()

- Ui () = Q" () + 210 ()

las U; son las soluciones de la ecuacién homogénea
PD)U =0
con las condiciones iniciales
(24) Uu?0)=1; U?(0)=0 para i#j
La solucién de (11) con las condiciones (2) sera de la forma
(25) 1) =910 + Uy (6) + BU ()
debiendo verificarse

(26) 7ni(1) =7.(1) + U (1) + BUs(1)
1) =71(1) +aUi(1) 4+ pUz(1)

TEOREMA. La segunda relacién (26) es consecuencia de la primera.

DEMOSTRACION. Como Q () es funcién entero de ¢, podemos

considerar su expresién dada por (202). Sustituyendo y aplicando la
regla de derivacién del producto de convolucién (2).

U(1)_ 9@+ 2HQ_(_>,_ 1

Ui@) ~ Qv (1) +2pQ" (1) #Pn2 —2u

U, 1) _0(1) _ 1

Us(1) — Q") #*a2 —2p
/01 FQ(1 —1)d= 1

%ﬂ) -

1 T oma® — 2
[ Fao t —vae #
0

v

(el resultado final se deduce facilmente, teniendo en cuenta (12)).

(1) Véase DOETscH, loc. cit., pag. 328.
(%) Véase DorTscH, loc. cit., pag. 160. (Aqui es Q (0) = Q' (0) = 0).
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Es decir:
U, (1) Us(1)

U, 1 (1
U1(1)

= 3 = = .e.d.
Us(1) T (1 d

d

(27)

~

(también se puede ver directamente, porque en caso contrario, o
bien tendria solucién para todo 4;, o seria incompatible ; en ambos
casos es absurdo). .

Segtin este teorema, existen infinitos valores de «, §, es decir, in-
finitas funciones y; (¢), pero la diferencia entre dos de ellas debe ser
solucién de (1) con las condiciones (2), es decir, es de la forma
K sen nwt (K funcién de ¢), lo cual se puede comprobar directa-
mente de (26), dado (23) y (203).

Segtin (9) se debe verificar :

(28) y1 () =sen nzmt + epf(t, €)

donde yf (¢, €) estd determinado salvo una funcién aditiva de la

forma % sen nwt (k funcién de &), pero prescindamos de esta in-

determinaci6én, que veremos afecta a la solucién sélo en un factor

multiplicativo, dependiente tinicamente de ¢, por tanto no la altera.
Prosigamos 1la iteracién (10) :

(29) e 4+ 2pys — yove = [h(1 + /() — 2ol
con

(30) /;1 (7o (1 4 &/ () — Ao)yy sen nawtdi =0
O sea .

1
f y, sen nawtdt
0

f1(1 4 ef(f) v, sen nmidl
0

sustituyendo y,, por (28)

1
1 +2sfy{ sen nomtdt
0

(81) Ay=14 1
1+ea+2sf (1 + ef (t)) yT sen nntdt
0
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y (véase (13))

1 1
2 &2 (af yi sen nmidi —-/ f @) yT sen nntdt))
(32) A — =1 0 0 e

1
14 ea+ 28f (14 ef @)y sen natdt
0

la férmula (29) se puede escribir :

(33) VéV +2uys — Aoy =
= A — Ao+ Qi) yi®) + @A—2A)A+ef@)r @) =
= (A — Ao+ e[ (t)) sen nmt + 11 (Ao, Ay, Ao, €7 (£), ¥4 (£))

donde el segundo miembro estd acotado, tomando #» << N (arbitrario)
y ¢ > — H (H > 0 arbitrario), entonces tenemos que Q (¢) estd aco-
tado (20%) y por tanto también y, (f) (véase (22), (23), (25) v (26),
de ahi se deduce que el segundo miembro es L, -funcién y procediendo
analogamente que para la determinacién de y,, tenemos de (33)

(34) Yo (t) = 71 () + 293 (¢, ¢

donde a y, (¢, &) se le deben hacer las mismas observaciones que a
y1 (¢, €). Y asi, paso a paso, se proseguird la iteracién.
Procedamos por induccién completa. Supongamos determinados
2Ai—1 ¥ ¥i—1 que cumplan
(35) Z'i“]. - 11—2 - i—lX
Vie1 = Yi—e + £71YI1 (¢, &)

de (10), deducimos

(10 % +2pyi — Agyi = (hmy — o + ehima f () 7ims +
+ (i — 4imy) A+ ef @) yi-1= (hiex — Ao+ 4y [ () yiea +
+ &1 (Ao, hi-y, yi-1 f ()
de (10), tenemos :

/1 [+ ef(8)) — Ag] yi—1 sen nmtdt =0
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0 sea:
1
f Yi—y Sen nmt dt
(36) hi= g =
f (1 4+ ef () yi—q sen nxtdl
1 1
fyi_z sen nwtdt -+ s"—lf yi_4 sen nmtdt

— lo 0 0

1

—

'/0‘ (14 &f (2) iy sen naidt 4 e"—lf (1 + ef () yi-1 sen nmtdl
0

de ahi:

(37

) 1
%o Ei,/o. /OA 1) (yieg (8) pi=1 () — ¥¥-1 (£) yi—2 (v)) sen nmt sen nardide
- 1

;Li - }“i-‘l ==

/0' (1 4 &f (2) yi—g sen nmt dt/l (1 + &f () yi—q sen nmtdt

y de (10")

(38) v, = Vi1 + &y (¢, ¢

con esto queda probado que las férmulas (35) son generales.
Podemos escribir

Ai=2g+ (A — A + .. + (A — 4y
Yi=vYo+ (11— 20 + o + (i — viz1)

y haciendo crecer i indefinidamente

(39) A=A+ A4 —A) + .. + (4 — Ai—g) + ...
y=vo+ (1 — v + . + i —vim1) + ...
supongamos que ambas series y las obtenidas de la segunda deri-
vando respecto a ¢ término a término, hasta el cuarto orden inclusive,
sean uniformemente convergentes. Entonces pasando al limite en
(10) obtendremos (7), es decir : la solucién del problema.

Sélo falta, por tanto, probar la convergencia uniforme de las
series (39).
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De (39), aplicando al denominador el primer teorema de la media
(pues 1 + ef () es positivo), tenemos : (V)

A
A== — 20
+ /()
donde 0 < 6 < 1. Y si tomamos |e] <k < 1, se deduce :
| < kol

(40) W< e <)
por tanto

o 21k

I}'i Zi-l[ g 1 _ hM

y para [¢] < h, se deduce de (37)

e’ 2k,

(41) A — 44| < z 1M
y resulta que la serie de médulos de la primera (39) se puede comparar
con una geométrica de razén menor que la unidad, por tanto ésta
es uniformemente convergente para estos valores de e.

En cuanto a las otras (39), por la limitacién » <N, |u| < H
resulta que Q, Q' ... Q' estdn acotadas; sea M >1 una cota superior
de sus valores absolutos. Supongamos que

(42) imtl < M-1K

de (40) vy (22) (cambiando F (#) por el 2.° miembro de (10) que llama-
remos F;_, (f)) resulta (tomando K suficientemente grande) que y; y
sus derivadas hasta el cuarto orden inclusive son en valor absoluto
menores que MK, puesto que podemos considerar también

|Fiey ()] < M*-1K
vi+ Fioy(8) % Q)
7l < MK

y de

resulta

() El razonamiento caeria en defecto si la integral
1
f Vi SeN nw t dt
0

fuese idénticamente nula, pero ésta es funcién regular de ¢ y para ¢ = 0 dis-
tinta de cero. :
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debiendo sumadrsele una expresiéon del tipo
2 Uy (t) -+ B: Us (¢)

(cfr. (25)), donde las U; estdn acotadas, y tomando K suficientemente
grande, podremos llegar a

(43) o lyil < M*K
y por tanto
(44) i — yial = I <M (M + 1) K
de ahi resulta que siempre que
Me| < h <1

la segunda serie (39) serd uniformemente convergente.
Andlogamente para las series de las derivadas. De la regla de
derivacién del producto de convolucién (cfr. 2.2 nota de la pagina 167)

[Fy(t) % Fy ()] = Fy () % F4() + Fy (8) Fy (0)

(sabemos que Q (0) = Q' (0) = Q" (0) =0, Q" (0) =1 (23)), resulta
la convergencia sin mds dificultad. '

" Asi se ha probado la legitimidad del método para valores peque-
fios de ¢, de la obtencién de las N primeras autocurvas, limitadas por
|u| < H, y de las correspondientes autofunciones validas por lo
menos, para los valores de & que satistagan (45), pero como éstas
son funciones analiticas de ¢ se podrdn prolongar analiticamente.
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