GENERALIZACION DE I,OS INVARIANTES INTEGRA-
LES YV APLICACION A LA GEOMETRIA INTEGRALIL
EN LOS ESPACIOS DE KLEIN YV DE RIEMANN

POR

F. VIDAI, ABASCAL,

En este trabajo sefialamos nuevas orientaciones a la geometria
integral de la escuela del profesor BrascekE relaciondndola con los
invariantes integrales.

La nocién clasica introducida por PoINCARE [11]* y CARTAN [4]
de invariante integral absoluto, respecto a un conjunto de curvas,
solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden,
coincide para el conjunto de curvas con la nocién introducida por
CHERN [7] como una de las condiciones que ha de cumplir una medida
de un conjunto de variedades determinada por una integral sobre
un dominio de puntos ; esto es, que si estos puntos se desplazan, cada
uno en la variedad a que pertenece, el valor de la integral no varia.

Con objeto de poder aplicar las propiedades de los invariantes
integrales a las medidas de la geometria integral, era preciso genera-
lizar esta nocién respecto a un conjunto de variedades, ya que la
nocién de invariante integral cldsica se refiere solo a conjuntos de cur-
vas. Esto lo hemos hecho en un trabajo reciente [21]; ahora completa-
mos algunos resultados, como los referentes a la expresién de un
invariante integral relativo y la clasificacién de los invariantes inte-
grales absolutos, aplicando las nuevas nociones a la geometria integral
en un espacio de KLEIN y a la medida de conjuntos de geodésicas en
un espacio de RIEMANN.

Las nociones introducidas son: a) Establecer las medidas de
figuras geométricas en un espacio de KLEIN como invariantes inte-
grales absolutos generalizados, b) Demostrar que la densidad de

*) Tos nimeros entre corchetes corresponden a la bibliograffa indicada
al nal
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un conjunto de figuras geométricas es la diferencial exterior de un
invariante integral relativo sobre la frontera ; ¢) establecer la medida
de conjuntos de dimensién menor que la méxima posible en el espacio
considerado ; d) relacionar la geometria integral con el cilculo de
variaciones, valiéndose de los invariantes integrales. -

I. INVARIANTES INTEGRALES. RELACIONES
INTEGRALES DE INVARIANCIA

1. DEFINICION DE LOS INVARIANTES INTEGRALES.
Dado un sistema de PFAFF
1, I) w, =0, w, =0, ..., 0, =0

en m pardmetros (A < m) completamente integrable, consideremos el
conjunto de variedades integrales V,,_; del sistema (1, I), de dimen-
sién m-h, que llenan el espacio representativo R,, de m dimensiones.

Consideremos un dominio arbitrario D§’ de p < & dimensiones
y supongamos que desplazamos de cualquier manera los diferentes
puntos de DY sobre las variedades integrales del 51stema 1, 1)
hasta obtener otro dominio de p dimensiones DY

Designaremos por T¢*Y el dominio de (p + 1) diménsiones
engendrado por los arcos de curvas integrales, cada una de estas
curvas sobre la variedad correspondiente, limitado cada uno de
estos arcos por los puntos de Dy #) vy D, y representemos por N#' el
dominio engendrado por la frontera de DY al desplazarse hasta D{.

Sea © una forma diferencia exterior de grado (p) pertenecciente
en R, a la clase C(®.

DEFINICION.  Diremos que f Q es un invariante integral absoluto para

el sistema (1, 1), st cualquiera que sea el dominio DY y el dominio DY
que se deduce : '

@, 1) / Q= / Q
} o P

St para que se verifique la velacién (2,'1) es necesario que DYy

DY por lo tanto, sea cerrado, f Q se dird invariante integral velativo.
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2. DEFINICION DE LAS RELACIONES INTEGRALES DE INVARIANCIA.

Sea £ una forma diferencial exterior de grado (p + 1) pertene-
ciente en R,, a la clase C2.

DEFINICION. Diremos que 2 engendra parva el sistema (1, 1) una
relacion integral de tnvariancia absoluta cuando, cualquiera que sea

el dominio DY y el dominio T que se deduce, se verifica
3, I) / Q=0
Y P

Q engendra una velacion integral de invariancia relativa si para
que se verifique la velacion (3, 1), el dominio DY’ ha de ser cerrado.

3. RELACION INTEGRAI, DE INVARIANCIA ABSOLUTA.

TrOREMA 1. Para que Q dé lugar a una relacién integral de in-
variancia absoluta del sistema diferencial (1, 1), es necesario y suficiente
que en la forma Q2 sélo intervengan como diferenciales, diferenciales de
integrales primeras de ese sistema.

DEMOSTRACION: Sean
@; (a1, g, ..., a,) = & (t=1,2,..h

h primeras integrales independientes de (1, I) ; este sistema es equi-
valente a

(4, I). A&, =10, d&=0,..,dE =0

Consideremos un sistema de curvas sobre las variedades m — &
solucién del sistema (4, I). Un sistema de Pra¥r completamente
integrable correspondiente a un sistema S;(j=1, 2..., m — &) de cur-
vas sobre esas variedades serd de la forma (Vip. CARTAN [4], pag. 40).

aé, _ a¢ ag,
dthl _1 dy s dy m . .
= 0 = ... = ?: = ... = 7, (s-—h—i—l,...,m)

Por el teorema demostrado por LicENEROWICZ [10] un invariante
absoluto respecto a este sistema contendrd solo diferenciales de inte-



74 E. Vidal Abascal

grales primeras y por definir Q una relacién integral de invariancia
respecto a todos estos sistemas de curvas contendrd solamente
diferenciales comunes a todas las expresiones (5, I) para los distintos
sistemas ; es decir, serd de la forma :

(6, I) Q=ZTA:  ipad&, N dE, N ... N\ d&i,,

Reciprocamente, la forma (6, I) satisface la relacién

Q=0

TP +1

como se deduce facilmente de una representacién paramétrica
(v, &y, ..., ap) del dominio T#+1. Se supone que el dominio D’ tiene
por lo menos un punto comin con cada variedad Vs perteneciente
a un conjunto conveniente.

Ia variable v determina el punto en la curva descrita por esos
puntos sobre las variedades integrales de (4, I) V—s. Si se pasa de la
representacién (6, I) de la forma Q a la representacién paramétrica
(v, &, ..., Vp) @ cada expresién

d&, N d&, A\ ... \ d&i, 4,
corresponde un determinante en que los elementos de la primera fila

as;, ati, iy,

dv’ dv’ """ dv

teniendo en cuenta (4, I) son todos nulos. Cada conjunto de valo-
res & & &, determina una variedad y v varia sobre cada variedad;
los valores de & no dependen de v.

Si Dg’) tuviese comtin con V,_; mds de un punto, un conjunto
de dimensiones #»—1, la representacién paramétrica del dominio 77+1
serfa (v, ..., 0y, oy, ..., %p—yt1). Las variables vy, ... 2, sujetas a variar
sobre las variedades integrables V,_;. El razonamiento seria ana-
logo, el determinante tendria varias filas de elementos nulos.

Respecto a los sistemas de curvas (5, I) la relacién integral de
invariancia relativa, entrafia la absoluta (LicHNEROWICZ, [10]);
estas dos nociones corresponden a que la forma diferencial £, se ex-
presa por diferenciales de integrales primeras, o lo que es lo mismo,
que el sistema asociado de la forma @ se satisfaga teniendo en cuenta
las ecuaciones. diferenciales (1, I). Puesto que definir una relacién
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integral de invariancia, respecto a las variedades Vs, equivale a
definir m — A relaciones integrales de invariancia, respecto a m — A
sistemas de curvas independientes sobre las variedades V,,_;, y res-
pecto a estos sistemas de curvas la relacién de invariancia relativa

entrafia la absoluta, (*) se deduce:

TeOREMA II. Sila forma engendra una rvelacion integral de inva-
viancia relativa, respecto al sistema de Pfaff (1, I), engendra por este
motivo también una relacion integral de invaviancia absoluta.

4. RELACIONES INTEGRALES DE INVARIANCIA E INVARIANTES
INTEGRALES.

Se deducen relaciones anilogas a las dadas para las curvas entre
la nocién de relacién integral de invariancia y los invariantes inte-
grales, las cuales se precisan en los teoremas siguientes :

TroREMA III. Si dQ engendra una relacién integral de invarian-
cia, respecto al sistema (1, I), j Q2 es un invariante velativo, y st Ly d Q

engendran sendas relaciones integrales de invariancia, j Q es un inva-
riante integral absoluto. »

Para demostrar la primera parte, si suponemos DY’
dos, limitando el dominio T?*', Q se supone de grado p, por el
teorema de STOKEs se deduce :

/ Q—/Q=/ a2 =0
D(#) ) T(p+1)
Do

Si 2 y dQ engendran sendas relaciones integrales de invariancia
respecto al sistema (I, 1), el sistema caracteristico de £ formado por
la reunién de los sistemas asociados de Q y 4@ se satisfacen por las

(p) ra-
y D cerra

ecuaciones (I, 1), asi j  es invariante respecto a este ultimo sis-

tema, como queriamos demostrar. Reciprocamente si ] 0 es inva-

(*) Dela definicién que hemos dado de invariante integral es evidente que
sera un invariante integral respecto a m-k sistemas de curvas independientes
dados sobre las variedades. El reciproco es consecuencia de ser el sistema que
hemos supuesto completamente integrable. Esta propiedad facilita los resulta-
dos que hemos obtenido.

Seria importante para los problemas del calculo de variaciones, extender la
nociéon de invariante integral a otros sistemas de ecuaciones diferenciales, por
ejemplo, a los llamados en involucién.
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riante absoluto generalizado, es invariante absoluto en el sentido de
CARTAN respecto a cualquier sistema de curvas trazadas sobre las
variedades integrales de (I, 1) V,,—;; como consecuencia el sistema
caracteristico de £ se satisface por el sistema

w; = 0, wy=0,..,0,=0

y las variedades V,,_;, son variedades caracteristicas de la forma
o forman parte de variedades caracteristicas

Dado cl dominio DY si un punto describe sobre la variedad V,,_;
la trayectoria correspondiente C, existe un sistema de curvas sobre
las variedades integrales de las que C forma parte y para las que f 0

es invariante. Dar esta curva serd dar las condiciones iniciales.

TrOREMA IV. Si Q es invariante integral absoluto de grado h
respecto a un sistema de variedades de grado m — h soluciones del sistema

(7. I) 0w =0, 0,=0,...,0,=0
entonces dQ2 = 0.
En efecto, si f £ es un invariante integral respecto a las varieda-

des V,,_, de dimensiones m — A, soluciones del (7, I), | 2 es inva-

riante respecto a cualquier sistema de curvas trazadas sobre esas
superficies correspondientes a un sistema completamente integrable.
Consideremos m — & sistemas de curvas sobre las variedades V,,_;
entre si independientes, la variacién 62 es nula en esas m — & di-
recciones, y las /4 direcciones correspondientes a las diferenciales que
entran cn la forma £, lo cual prueba que la variaciéon de 2 es nula
en m direcciones independientes cualesquicra. Este teorema genera-
liza el establecido por CARTAN [4] para los invariantes absolutos
de grado m — 1 respecto a un sistema de curvas.

TEOREMA V. S¢ tenemos el sistema de PPA¥F completamente
integrable (1, 1), la forma diferencial de grado h

8, I) Q=ow; \ wog A\ ... A\ o
st cumple la condicion '
9, I) a2 =0

es un invariante integral absoluto gemeralizado respecto a las varie-
dades integrales del sistema (I, 1). -
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En efecto, por el teorema I, bastard probar que Q2 y 42 engendran
sendas relaciones integrales de invariancia. La forma diferencial Q
engendra una relacién integral de invariancia, es decir

Q=0

Nh

(%) (k)
0 1 »

por estar engendrada por la frontera de Dg" al desplazar hasta D
pero la interseccién N, N V,,—; son puntos que al desplazarse lo hacen
sobre las variedades y sobré estas w; = wy = ... = w; = 0. Por la
hipétesis (9, I), también dQ engendra una relacién integral de inva-
riancia. Obsérvese que por ser 2 de grado % y las variedades de grado
m — h, la condicién f dQ = 0 es cquivalente a (9, I), tal como hemos

VistQ en el teorema IV.

TEOREMA VI. Un tnvariante integral absoluto f Q respecto al sis-

tema (1, 1) se expresa solamente en funcién de integrales primeras 'y de
sus diferenciales y reciprocamente

Demostracién :
Hemos visto (Teorema I) que si 2 engendra una relacién integral

de invariancia, o sea | Q = 0, en las diferenciales sélo aparecen
Ts

integrales primeras.

~ Pero, si [ 2 es invariante integral absoluto, también 42 engendra
una relacién intégral de invariancia y se ha de expresar sélo por dife-
renciales de integrales primeras, por lo cual

(10, I) Q= ZAi,iz... i (51, 52, f,,) dfil A df,:2 Ao A d&is

pues si no fuese asi y los coeficientes fuesen funcién ademas de las &;,
de otras variables, el hallar la diferencial aparecerian términos con
diferenciales distintas a las de integrales primeras.

Hemos visto (Teorema V) que

Q=w; AN wg N ... \

es un variante integral absoluto para las variedades V,,—;, si cumple
la condicién 42 = 0. Expresado en funcién de integrables primeras
serd de acuerdo con el teorema VI.

(11, I Q=[@dE N gy A . N dE,

salvo una constante,
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5. I.A RELACION INTEGRAI, DE INVARIANCIA DEFINIDA POR 40,
EXPRESADA EN FUNCION DE £.

De acuerdo con la notacién establecida (ndm. 1, Cap. I), siendo
las variedades V,_; solucién del sistema de PFAFF (1, I), dado un
dominio D’ de p dimensiones, si se desplazan los puntos de este
dominio hasta otro DY’ moviéndose sus diferentes puntos sobre las
varjedades integrales V,_;, engendran un dominio 7% de »+1)
dimensiones ; sea F® la frontera de 7%V, Hemos de considerar dos
casos segin que DY’ sea abierto o cerrado. En el primer caso, la
frontera F® de T®+1 estard constituida por DY — D) -+ N@®
esto es

F®) = ¢ (T®+1) = DY) — DP 1+ N

Siendo N® el dominio engendrado por la frontera de DY al des-
plazarse hasta D?’) . En el segundo caso F® = § T+ — DP — Dﬁ”’.

La condicién de engendrar 42 una relacién integral de invarian-
cia, teniendo en cuenta el teorema de STOKES, se expresari :

an =/ Q=0
7(6+1) )

Como consecuencia se deduce :

TeoruMA VII. Para que f adQ engendre una relacion integral de

invariancia es condicién mecesaria y suficiente que f Q se anule sobre

todo dominio F®) frontera de un dominio T@+\) engendrado por arcos
sobre las variedades V ,_,.

Se deduce que se podrd expresar que f Q es invariante integral
absoluto, por las condiciones :

[ e—q Q=0
J ) #(0)

La condiciéon de ser f Q invariante rvelativo, se expresara :

Q2=0.
)
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6. EXPRESION DE UN INVARIANTE INTEGRAI, RELATIVO.

Como consecuencia del teorema III, de la forma diferencial de un
invariante integral relativo se obtiene por diferenciacion la forma diferen-
cial de un invariante integral absoluto. Es decir, a todo invariante inte-
gral relativo | Q le corresponde un invariante integral absoluto /’dQ.

Como consecuencia de lo anterior y del teorema VI se deduce que
la forma diferencial de un invariante integral relativo de grado & — 1,
respecto a las variedades solucién del sistema (1, I) ha de estar cons-
tituida por una parte tal que por diferenciacién dé un invariante
integral absoluto, mds otra parte que se anule por diferenciacién ;
es decir, se podréd escribir

Z(—1)i1f, (&, & .., En) A&, N AE, N oo NAE—y N dEiiq N ..o A A,

Para 42 se encuentra una expresién de la forma (10, I) corres-
pondiente a un variante integral absoluto de grado A.

Un invariante integral relativo respecto a las variedades solucién
del sistema (4, I) de orden s < 4 se podra escribir en la forma

[ p= j'znliu...,-a(fl, £, .., &) A&, N dE A ... A dE + dB

En efecto: serd / dy =20, pues en la expresiéon de dy sélo
T(S']’i)

entran diferenciales de integrales primeras y 75+1 de acuerdo con la
definicién (1, I) estd engendrado por arcos de curvas sobre las varie-
dades integrales y éstas satisfacen a las ecuaciones (4, I).

7. CLASIFICACION DE I0S INVARIANTES INTEGRALES ABSOLUTOS.

De acuerdo con las dos condiciones a que ha de satisfacer un in-
variante integral absoluto, podemos clasificar estos invariantes inte-
grales en dos clases ; segtin que cumplan unas u otras de las siguientes
condiciones :

0

1.2 2 =0, a0 =0, a2 +0
T ro+1)

2.2 /Tp —0, d9=0

o*

1 do
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.En los de la segunda clase, existe una forma diferencial y, tal que
dy = 0, f v es un invariante integral relativo y de acuerdo con el

teorema de STOKES se verifica

‘En los de la primera clase, se deducen dos invariantes integrales
absolutos J Qy j dQ de grados p y p + 1 respectivamente y ademas

o= [ ae

Jope+ L pe)

8. CONDICIONES PARA LA EXISTENCIA DE UNA MEDIDA.

Ademsis de las condiciones exigidas a una integral sobre un domi-
nio puntual para ser una medida en el espacio métrico que se consi-
dere, si existe una medida para un conjunto de variedades solucién
de un sistema de Pra¥r completamente integrable y se pretende
calcularla por una integral sobre un dominio D?, de dimensién p,
tomando un- punto sobre cada variedad, esta medida ha de cum-
plir las dos condiciones siguientes :

1.2 Su valor no debe variar si el dominio D} se desplaza hasta
el dominio Df, moviéndose cada punto sobre la variedad en que se
encuentra.

Esta condicién equivale a que la medida serd un tnvariante inte-
gral absoluto, puesto que Dj no ha de ser necesariamente cerrado.

9.2 La existencia de la medida / Q exige que el invariante inte-
p®

gral sea de la clase 2.2, en la clasificacién del ndmero anterior ; es
decir: 42 = 0.

En efecto, si el conjunto C; de variedades V,_; que deseamos
medir es de dimensién s < % la medida vendrd determinada por un
invariante integral absoluto f Q para el que se verifique 42 = 0,
pues para poder establecer una medida dimensional, el conjunto C;
de variedades V,,—; habrd de poderse considerar como un espacio de
m — h + s dimensiones. Considerando % integrales primeras del sis-
tema (1, I).

@i (ay, g, ....a,)=&;, (=1,2,..,h)
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Supongamos que en el conjunto C,, considerado como un espacio
de m — h + s dimensiones, pueden tomarse como coordenadas (V ID.
Teorema I).

51) 52: LR ] Esr yh-l—l; y/l'}-2;."‘) ym

las coordenadas yj.4, ..., ¥, en numero de m — A, tomadas sobre las
variedades mientras las &, &, ... & normales a ellas. '
Un invariante integral absoluto de grado s respecto a este con-
junto C se expresard de acuerdo con el teorema VI en funcién de
las coordenadas &1, &, ..., & v de sus diferenciales es decir, de la forma

f9=ff (8, Eav ooy &) AEL N BE A .o A dE;

y por tanto 402 = 0.

II. GEOMETRIA INTEGRAL EN UN ESPACIO DE KLEIN

La geometria integral en un espacio de KiEIN, fue establecida
por CHERN [7] y SANTALO [14]. A continuacién valiéndonos de las
generalizaciones dadas en la primera parte se relaciona la medida
de esos espacios con un invariante integral relativo sobre la frontera
del conjunto que se desea medir y el significado de esas medidas ad-
qulere claro sentido como invariante integral absoluto.

También se introducen las medidas de conjuntos de dimensién
menor que la méxima posible en el espacio considerado, mod1ﬁcando
la definicién de 4rea p dimensional de CHERN.

9. DENSIDAD Y MEDIDA DE UN ESPACIO DE KLEIN.

Sea E,, (x) un espacio m dimensional de puntos x = (%3, % ... X,)-
Supongamos definido en E, un campo de «elementos geométri-
cos» H (Vip. SANTALS [16]). Si E,, es, por ejemplo, el espacio eucli-
deo, los elementos geométricos H pueden ser puntos, rectas, planos,
pares de rectas, cuédricas, etc.

Sea G, un grupo de L1 de transformaciones en E,, con 7 parame—
tros que transforme los elementos H transitivamente. La medida
para conjuntos de elementos H ha de cumplir la condicién de ser
invariante bajo el grupo G,.
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Las transformaciones de G, que dejan invariante un elemento
fijo H forman un subgrupo g,—; dependiendo de cierto ndmero de
pardmetros, supongamos que ¥ — /. En el espacio de los pardmetros
G, (a) del grupo dado G,, el subgrupo g,_; estard representado por
una variedad V,_; de dimensién » — 4. Si T, es una transformacién
de G, que no pertenece a g,_; el conjunto de transformaciones
T, g,—» estard representado en el espacio de los pardmetros por
las variedades s V,_;, transformada de V,_; por la transformacién s
del grupo de los parametros ; las variedades sg,_; (s variable) llenan
el espacio de los pardmetros y dos de ellas no pueden tener un punto
comtn sin ser idénticas. Pues sisV,_; v ¢ V,_; tienen el punto co-
mun a, existen dos puntos a,, a, de g,_; tal que a = sa; = fa, en
consecuencia

s=1t(aga,"1); sVien=1 (aga;™) Voo =1tV,o

pues ay,a;,~! son puntos de V,_, y la transforman en si misma; asi,
Sgr—n Y 18—y son idénticos.

Esta propiedad prueba que las variedades s V/,_; son las varieda-
des integrales de un sistema de PFAFF completamente integrable. Se
deduce, ademads, que estas variedades son invariantes respecto al grupo
de los parametros ; esto es, que si a la variedad sg,_; le aplicamos la
transformacién ¢ del grupo de los parametros, se obtiene (fs) V,_;
que es otra variedad de la familia s g, como queriamos probar.

Se deduce (Vip. SANTALO [16], pdg. 84) que los primeros miem-
bros del sistema de PFAFF correspondiente a las variedades sg,_;
son combinaciones lineales con coeficientes constantes de las compo-
nentes relativas w,;, w,, ..., o, del grupo G,. Puesto que las com-
ponentes relativas estan determinadas salvo una transformacién lineal
con coeficientes constantes [16, p. 72], se puede suponer que el sis-
tema de PFAFF integrable cuyas variedades integrales son s V,_; esté
formado por las primeras 4 componentes relativos, o sea :

(1, II) w0y = 0,0, =0, ..., 0, = 0.
Sean
(2’ II) ' (ﬂl, A, - ar) = ‘51 (7/ - 1, 2, ey h)

h primeros integrales independientes de (1. II). Esto significa que a
cada conjunto de constantes &;, &,, ..., &, corresponde una variedad
integral sg,_;. Pueden tomarse las &; como las coordenadas de un
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punto en un espacio E, (&), h-dimensional (el espacio homogéneo
cociente G,[/g,—;). A cada punto & de E, (&) le corresponderd una va-
riedad integral (2, II) del sistema (1, II); esto es, una variedad
sg,—» y consecuentemente un elemento geométrico H (el transfor-
mado 7'y H del elemento fijo H). Los parametros &, &,, ... § pueden
tomarse como coordenadas de los elementos H de E,, (x).

Conviene resumir lo que se ha hecho para establecer las nucvas
coordenadas £ para los elementos H. Consideremos el subgrupo g,—s,
del grupo G,, que deja fijo un elemento H, a este subgrupo g,—; co-
rresponde en el espacio de los pardmetros, considerando cada cle-
mento (a,, 4, ... 4,) como un punto, una variedad V,_;; siendo Ts e G,
a los distintos conjuntos de transformaciones Tsg,_; corresponden
las variedades s V,_,, estas variedades llenan el espacio de los para-
metros y dos de cllas si tienen puntos comunes coinciden, estas va-
riedades pueden, por lo tanto, considerarse solucién del sistema de
PrarrF formado por las primeras 4 componentes relativas de G, igua-
ladas a cero ; esto es (1, II). Si se consideran las 4 integrales primeras
(2, II), el sistema (1, II) es equivalente localmente a

dfl = O, dfz - 0, ceey d‘Sh =0

Considerando las coordenadas &, &,, ..., & de un punto & de un
espacio de 4 dimensiones E, (&), este espacio se llama el espacio ho-
mogéneo G,/y,_,. A cada punto & corresponde una variedad integra
sV,—i» y en consecuencia un elemento geométrico H (el transfor-
mado T, H del elemento fijo H). Los pardmetros &;, &,, ..., & pueden
tomarse como coordenadas del elemento H de E,, (x).

La medida de un conjunto de elementos H de % dimensiones en
E,, (x) serd equivalente a hallar una medida para las variedades V,_;.
invariante respecto al grupo de los pardmetros G,, pero esta medida
ha de ser un invariante integral absoluto respecto a estas variedades
(cap. I, n.0 8).

Dado el sistema

(3, 10) aéy =0, ds, =0,...,dE =0

un invariante integral absoluto de grado %, en virtud del teorema VI,
serd de la forma

(4, 1I) [ o EDAEN Ay A 1
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pero cada d&; debe ser combinacién lineal, con coeficientes depen-
diendo en general de a;, a,, ..., a,, de las formas o, (a, da). Asi sera

ok
dé; = 2 & Wy
=1

en consecuencia
@ty N déy A\ ... N dE = A(a) (0 A o3 \ ... \ o)

en donde 4 (a) es el determinante [ (@) ] La integral (4, II) toma
la forma

6.1 [ IE@ @ @A @A )

Las formas w;(a, da) son invariantes respecto al grupo de los
pardmetros; en consecuencia también lo es el producto exterior
w; A @3 A ... \ o, Si (5, II) es invariante para todos los conjun-
tos X, el producto f (£ (a)) 4 () debe ser invariante, para una trans-
formacién a - a’ del grupo de los parametros, se verificar4 :

1(&(a) 4(a) =1 (& (@) 4 ()

Esto exige

-f(é(a)) 4 (a) = const. A (a) =

Asi, para que los elementos H poscan una medida es necesario
y suficiente que la funcién 4 (a) sea expresable como funcién de
&1, &, ..., &, solamente, En este caso la medida se define salvo un
factor constante por

(5,'II) ' _/le Aoy A ... \ wp

este resultado es debido a CuErRN [7].

10. CONDICIONES PARA LA EXISTENCIA DE UNA MEDIDA.

La condicién anterior relativa a 4 (a) no es facil de aplicar, pero
puede sustituirse por una condicién respecto a Q. SANTALG [16] de-
duce que es equivalente a que se verifique 42 = 0, en su razonamiento
supone que la variedad V, en el espacio de los pardmetros sobre la que
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se caleula la integral (3, II), es la frontera de una variedad Vg
([16], pag. 92), pero este supuesto de SANTALO no es necesario,
pues V, no necesita ser ni siquiera cerrada. La tnica condicién que
se ha de imponer es que al moverse cada punto de su interseccién
con las variedades V,_, sobre ellas hasta otra nueva Vi, se verifique

Q= /Q
SV SV

pero esto equivale a que f Q sea un invariante integral absoluto de
grado h respecto a variedades de grado v — h, y por el teorema IV es
condicién necesaria que dQ = 0, con lo cual queda probado que ésta es la
condicién mecesaria y suficiente para la existencia de la medida.

Nota. Obsérvese que la condicién de que el valor de la inte-
gral f Q no varfa si los puntos de V, se mueven cada uno sobre la

variedad V,_, que pasa por él hasta obtener otra variedad Vi, ¥

por tanto / Q= / 0 serd equivalente a la condicién 42 =0,
Vi Vi

aun cuando Ias formas de Prarr del sistema
(6, II) w; =0, wy,=20,..,0,=0

no sean parte de las componentes relativas de un grupo, basta supo-
ner que forman un sistema completamente integrable, para lo cual es
condicién necesaria y suficiente que se verifique

(7, II) w; A oy A oo N oy A\ do; =0 (=1, 2,...,h)

Lo cual es equivalente a que el sistema pueda reducirse, como ya
hemos visto a la forma (3, II). (¥)

(*) En cada una de las formas diferenciales w,, s, ..., wh, intervienen
las » variables a,, a,, ..., a» y sus diferenciales. Una cuestion de especial interés
serd averiguar si las transformaciones que cambian entre si variedades Vr—n
solucién de un sistema de PFAFF completamente integrable, forman grupo.
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11. ILA MEDIDA COMO DIFERENCIAI, EXTERIOR DE UN INVARIANTE
INTEGRAL RELATIVO.

Las condiciones establecidas para que / Q sea una medida, equi-

valen a que f.Q sea un tnvariante integral absoluto de la segunda clase

(I, n.%7); esto es:

(8, II) [ 0—0 d0=0
TP

Estas condiciones prueban que  es la diferencial de otra forma
de grado & — 1, y ya hemos visto (I, n.® 6) que =z serd la suma de
un invariante integral absoluto de grado # — 1 y de una diferencial
exacta; esto es: w=a 1+ 40.

Si / Q es la medida de un conjunto C de elementos H, corres-

ponde al valor de

9, II) /V w; N\ wy A\ ... N\ o,

sobre la variedad V, que encuentra en un punto a cada variedad V,_,
Si consideramos 8 V), como la frontera de V,, se obtiene :

(10, II) / Z= | 0
SOV Vi
f m serd un imvariante integral relativo para el conjunto de las varie-

dades frontera de V,. Se deduce que la expresién de 7 en funcién de
las coordenadas &, serd de la forma :

w=ZA;(£)dEy A oo N dEiy A dEisy A o A dE, + dO

de donde

_ (94,
(11, I) @ — (asl +

94,
ok,

4
Lo h) dE, N\ déy A . N dE,
6§h

pero por ser el sistema

(12, II) 0w, =0 0,=0,.. 0,=0
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equivalente al sistema

(13, II) aé, =0 d&=0,..,d§, =0

cada d&; debe ser combinacién lineal, con coeficientes constantes
dependiendo en general de a,, a,, ..., a,, de las formas w; (a, d,) ; se
deduce :

h
ag, = Z oyl
1=1
sustituyendo estos valores en (11, IT) y representando 4 (@) el deter-
minante |o; (a)], se tiene:

04, 04,
@= (851 T 852 -t 6§,1>A (@) (0 A oy A ... \ o)

de donde

04,
II = S .
(14, II) (6!;‘1 5 2+ .+ a§h> (a) = constante
EJEMPLOS :

1. Densidad de conjuntos de rectas de dos dimensiones en el plano
euclideo como imvariante integral absoluto.
El grupo de los movimientos en el plano E, es
x*¥ =% cos p—y sen ¢ + a

5, I
(13, I1) y*=xsen ¢ + y cos ¢ + b
sus componentes 1elativas son : (VID. SANTALS [16], pag. 74)

_ w! = cos qpda 4 sen ¢db
(16, II) w? = — sen pda + cos ¢db

wt=dg

En el espacio tridimensional G, de los pardmetros (a, b, ¢)
(17, II) ol =0, w2=0

representan rectas paralelas al eje ¢, estas rectas son las variedades
correspondientes a los puntos de E,, para estos conjuntos de rectas

v(18, I1) f.Q :fwl A w?
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representa un variante integral absoluto puesto que 42 =0, 0! A w?
es asi la densidad de puntos o drea.

A las rectas, corresponden en G, las variedades integrales del sis-
tema de PFAFF

(19, 1) w? =0, l%=0
es decir (a, b, @, variables), las rectas en G, :

a cos @ + b sen ¢ = const.
(20, 11) 4 4
@ = const.

Poniendo

p=1£§,b—atg 9":‘52:66%(_’7

el sistema (19, II), de acuerdo con (16, II) es equivalente a

dp =0, db —tg pda — dp =20

cos?p
o sea:

w2 oy w12

— 12 _ .
aé, = %, déy cos g cos?g’

= (d&, \ d¢p) cos ¢ = 0% A\ o'?

(@&, A d&;) cos ¢ =

el invariante integral absoluto para las rectas (20, II), serd

fwz/\ w12:fcos @ (A&, A\ d o)

si se pone

p = &, cos g, (p=9—g

se deduce

dp Ndg _dp \d0
cos @ <05

déy N dop =

siendo p vy 0 las coordenadas normales de la recta, con lo cual las
ecuaciones (20, II) se escribiran

a cos ¢+ bsen g =9

T
p=0—3
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para estas rectas el invariante integral absoluto sera :

b ndo

cuya forma diferencial es la derivada exterior de la forma del snva-
riante integral relativo:

{ﬁd(p = [(a cos ¢ + b sen g) w!2.

12. MEDIDAS DE CONJUNTOS DE DIMENSION p < # DE ELEMEN-
1T0s H DE DIMENSION 7 — h.

Andlogamente a como en el espacio ordinario se consideran lon-
gitudes, dreas y volimenes, también pueden medirse conjuntos de
rectas de una dimensién, dos, tres o cuatro. Sin embargo, todos los
estudios de geometria integral se refieren siempre a medidas de con-
juntos de la mdxima dimensién posible, excepto la consideracién
de CHERN [7] sobre el 4rea p-dimensional, que introduce una condi-
ci6én muy restrictiva.

Si la variedad V,, p-dimensional estd constituida por elementos
V,—s, variedades integrales de

w; =0,..,, v, =0, (p < h)

para la existencia de un drea p dimensional para V,, CHERN establece
como condicién que las expresiones

(21, II) » wi, \ oo N\ i,

para iy, ..., 1, formando todas las combinaciones entre 1, ..., &, difieran
unas de otras sélo por factores comstantes.
Esto estd sugerido por lo siguiente : por la condicién de que V,

tiene p dimensiones, se pueden tomar p pardmetros ul,..., u?; y
sobre ‘V,, w,, ..., w, serdn combinaciones lineales de dul, ..., du?,
eliminando estas duf, se podrdn expresar wy., ..., ®, como combina-
ciones lineales de w,, ..., w, en la forma

?
wa:ZEzwk, Oﬁzﬁ—i—l,...,h
Pt
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las & serdn funcién de los pardmetros del grupo a?, ..., @ y de 1, ..., u?.
Se deduce que por el método de la referencia mévil de CARTAN se
podré lograr que las &, o sean constantes todas o algunas, o bien
sean funciones de los pardmetros #!, ..., #? ; tal que su determinacién
sea invariante bajo el grupo de transformaciones G,.

Obsérvese que atin obtenido lo anterior, no se deduce que todos
los productos (21, II) sean iguales, puesto que difieren en las &;;
por esto nosotros definimos como medida la expresion :

(22, II) f.Q == [ZA‘}--J'? Wi, /\ Wi, /\ /\ Wi,
con la condicién 42 = 0.

EJrMPLOS :

1. Densidad para un conjunto de rectas de una dimension en el
plano euclideo.

Las rectas de E, corresponden en G, a las variedades integrales
del sistema (19, II). Integrales primeras de estas ecuaciones son :

p=1§, 0 — o tge=2_,

asi la medida buscada serd de la forma

]'.Q — fAdEl 1 Bdg, =wa2 1 N2

pero
w? o w12

dE, = w'?, dE, = — —
o= o db cos ¢  cos?g

sc deduce

o (o g = o e s e

J cos @ cos? ¢

Si se hace una transformacién de pardmetros, el valor debe per-
manecer invariante, pero siendo w2, ®!? también invariantes, se
deduce que M y N deben ser constantes. De la condicién dQ = 0,
se obtiene '

B

cos ¢

)dw2=0, si dot+0, 41 2 _o
cos ¢

2
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por lo cual, la medida, salvo una constante serd
@23, 11)  for2= [ap.

Si se trata de un conjunto de rectas paralelas ¢ = const., w!2=(
dw? = (), en este caso, la medida es fwz = ]cos pdé, = j‘dﬁ.
De acuerdo con (23, II) la medida del conjunto de rectas tangentes

a un arco de curva convexa, coincide con la integral de la curvatura.

2. Medida en el espacio euclideo E; de un comjunto de planos
de dos dimensiones.

El grupo de los movimientos en E4 es un grupo de seis pardme-
tros G4 sus componentes relativos pueden representarse por

w1, Wy, W3, Wg3, Wz, Wiy,

representando las tres traslaciones infinitesimales en las direcciones
de los ejes, y las tres ultimas rotaciones infinitesimales sobre cada
uno de los ejes. A los planos en Ej corresponden las variedades solu-
cién en Gy del sistema de PFA¥F :

weg = 0, wg; = 0, ws =10

la medida de un conjunto de planos de tres dimensiones serd
j wez N\ w3 N\ o

ILa medida de un conjunto de planos de dos dimensiones, por
ejemplo, los planos tangentes a una superficie, vendrd determinada .
por una forma diferencial  cuya expresién sera :

(24, II) Q = A, wp3 N\ Wy + Ay a3 \ 03+ A_3 w3 A\ w;

con la condicién 42 = 0.
Teniendo en cuenta las ecuaciones de estructura

3
dcui == Zwk /\ Wri

(25, II) k=31
d(oi,' = Z Wik /\ Wrj

k=1
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se deduce que ha de ser

ddy = A3 wy
dA3 Ed A2 CU-_)l
a4, = A, 0,

las que se satistacen tomando A4, = Ay3=10, 4, =1, con'lo cual
tenemos como invariante integral absoluto, la expresiéon

(26, II) Q= w3 N\ g

que corresponde a considerar como medida de un conjunto de planos
de dos dimensiones, el drea esférica determinada trazando por el
centro de la esfera radios perpendiculares a los planos dados; re-
sulta asi que la curvatura total de una superficie convexa es la medida
del conjunto de planos tangentes.
Puesto que
Q=dawy,
el snvariante integral relativo para el conjunto de planos de una di-

mension, serd jwlz.

3. Medida de conjuntos de planos de tres dimensiones.

_ Ia medida de conjuntos de planos de tres dimensiones viene dada
por '

st N ©13 N\ Wgs
o también, por la expresién
1 1 '
gfgz éf(wl/\ W31 A\ 012 + 0y N\ 015 \ w3 + w3 A Woz N\ ®31)

Este invariante integral absoluto, se deduce del invariante inte-.
gral relativo

1 1 )
§fﬂ__§.[(w1szs+wz/\w31 w3 A\ 1)
.Fn efecto:

dr=dw; \ we3 — w3 \ Bwey + dwy \ Wz — 0y \ dwg +

dwg \ w1y — w3 N\ dwyy
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teniendo en cuenta las ecuaciones de estructura (25, II), se deduce

: dn"_'wl/\w31/\w12+w2/\w12/\w23+w3/\w23/\w31

como queriamos demostrar,
Estas férmulas se pueden generalizar al espacio euclideo de # di-
mensiones (VID. BLASCHKE [2]).

III. GEOMETRIA INTEGRAL EN LOS ESPACIOS
DE RIEMANN

13. LOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES DEI, CALCULO DE VARIA-
CIONES Y LOS INVARIANTES INTEGRALES.

En un espacio E, (x1, %2, ..., x"), consideremos una funcién cual-
quiera positiva homogénea de primer grado respecto a las dx’

(1, IID) LY, 22,.., 4", dab, o, ..., dx") = L (x, dx)

se llaman curvas extremales, las que anulan la primera variacién de
la integral

(2, I11) fL (%, d)

Si se considera un arco A B de extremal y se hacen variar infinita-
mente poco las extremidades de cste arco de manera de obtener un
nuevo arco de extremal infinitamente préximo A’B’. La variacién
sufrida por la integral (2, III) es igual a: (Vip. CARTAN [5))

B’ A’
(3, III) [2 oL 694 - [2-‘”‘ 6xi]

0x" B 0x' 4

%'t son los pardmetros directores de la tangente a la extremal, en B
y en A (de los que sélo interesan las razones a uno de ellos) ; dx' de-
signan en el primer término, las variaciones elementales sufridas por
las coordenadas x* al ir de B a B, yalir de 4 a A’, en el segundo
término.

Si se considera un tubo de trayectorias, esto es una serie lineal
continua y cerrada, la forma

(4, IITI) w=2 gx£’¢ o x? (=1, 2, ..mn)
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define, por tanto, un tnvariante integral relativo, puesto que si consi-
deremos dos curvas cualesquiera C y D que den la vuelta al tubo,
como la variacién de la integral (1, III) al dar la vuelta completa
serd nula, de (3, III) se deduce

/C’)= /(U
C JD

El teorema de Dixox-CarTAN [4] establece que el problema va-
riacional correspondiente a hallar las curvas extremales de la funcién
(2, III) en el espacio E,, tienen por imagen en el espacio

" ’ ’ n
Eoqn_q (#Y, 2%, ..,%" x'%, "2, .., %)

(De las variables x'/, s6lo interesan las razones respecto una de
ellas), el problema de hallar las extremales de f o, estas curvas cum-
plen la condicién necesaria y suficiente de admitir j ® Como inva-

rviante integral velativo. (VID. DEDECKER [8]). Esta expresién es asi
invariante integral relativo en E,,_; para las curvas extremales

de ]‘w, iméigenes de las curvas extremales en E,, de j L (%, dx).

En E,,_4, f dw nos dard un invariante iniegral absoluto. Si re-

oL
A

resentamos . = $., se tiene
ox'i v

(5, III) do = Xdp; \ dx*
En el espacio de FINSLER en que
(6, III) ds = L (x%, 22, ..., 4", dx1, dx?, ..., dx")

la densidad de geodésicas de un conjunto de dos dimensiones vendrd
representada por

aG = Xdp; N\ ax'.
14. DENSIDAD DE GEODESICAS EN UN ESPACIO DE RIEMANN:

Supongamos un espacio de RIEMANN en que

(7, III) ds? = Zgadrni N\ dxt
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de acuerdo con la teoria anterior, las geodésicas son curvas extremales
de la funcién

(8, III) - I= f\/fg; dx' dz*

Las curvas imagenes en E,,—;, admiten como invariante integrai
relativo

9, III) / -

ox* =f2;bk dxt

del que se deduce el invariante integral absoluto

(10, III) [ Zap, A ox
que representard la medida de geodésicas para conjuntos de dos
dimensiones.

Obsérvese que el paso al espacio Esn_g, es andlogo al paso al espacio
de los pardmetros en los espacios de Klein.

Para la forma diferencial del invariante integral relativo (9, III)
puede encontrarse otra expresién. En efecto, se tiene (Vip. CAr-
TAN [6], p. 32).

- At Sk
(11, TID) J Zendrox
c '\/Zgik dx* dx*
. i Sk e o
= /—»,.m___... .Z';gfidx cS_x_ e A/ X gy 0% O2F = /cos adS
cN/ Zgindxidxt A/ 2 gy, 0% % Je

siendo « el dngulo formado por las geodésicas con la curva C, sobre
la que se integra, y dS el elemento de arco de la curva C.

La expresién f cos a dS para el invariante integral relativo res-

pecto a un tubo de geodésicas de una dimensién, fue hallado por
nosotros [20] como caso particular sobre una superficie ; ahora se
deduce que la férmula es véilida para un conjunto de geodésicas
frontera de un conjunto de dos dimensiones, en un espacio de cual-
quier niimero de dimensiones.

Analogamente se encuentra como densidad de geodésicas para
un conjunto de dos dimensiones

(12, III) dG = |sen a| da A\ dS
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se toma |sen «|, por considerar positivas las densidades. Para un
conjunto de geodésicas de dimensién 2 (zn — 1) la medida .vendra
dada por el invariante integral absoluto (SANTALO [15]).

(13, 11I) AG = D'dps A dxt A ... A

i=1

N dpi—t N\ Ax0 N\ dpiyy A\ dxX'FEN LA dp, N\ dX”

Esta cxpresién se deduce del ¢nvariante integral rvelativo fﬂ,

siendo

(14, 10 f= 1 Spednt Sdpy Ndat A .. N\
k=1 i=1

n—1
N dpr—1 N\ dx*=Y N\ dppg N\ AU N LA
A dpioy N dxi=t Ndpipy N\ iU N LN dp, N dx"

La densidad (13, III) es la potencia (n — 1) de'la forma dife-
rencial Xdp; A\ dx', que hemos encontrado para conjuntos de dos
dimensiones y que constituye ‘el invariante integral de POINCARE de
la dindmica [4]. '

A la expresién (13, III) puede darsele una forma- andloga a
(12, III) para esto (VID. SANTALO [17]) consideremos una hipersu-
perficie fija S*~1 y un conjunto de geodésicas que corten a S»—1, Sea G
una de ellas y P su punto de interseccién con S*~1. En un entorno
de P podemos suponer que la ccuacion de-S*~1 es 5" = 0 y que el
sistema de coordenadas es ortogonal, tal que '

(15, III) ds? = X g (dx")?

en este caso serd
Lx, x') =1/Zgs(x")?
de donde :
(16, III) b = i X

Si o' representa el coseno del angulo entre G y la curva coorde-
nada x* en P, se tiene

. — dx?
_ o =.\/5’ﬁ s
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de donde

(17, T0) ;= A/guot,  dpy = /g dod + a—a‘iﬁ o dx*

Para determinar G consideramos su punto de interseccién P con
S»—1, Pero cn este punto P es " = (), dx" = 0 y en cousecuencia
se tiene

1 n—1

B= 35— gdi’l Adxt N\ dpy Ndx® A .. \p;dxi N ... N dpu—y N\ dxr1
Af =dG =dp, Ndat A\ ... N\ dpp—y N\ dx"1

v de acuerdo con (17, III)

4G = (g1 €on - Gnt n1)? (ot Ada A ... Ndor=t Adat A ... \ dxr)

Representando por do el elemento de 4rea (» — 1) dimensional
de S»—1, se tiene:

40 = (§118as - Gn—t,n—1)2 dxP N dx® A ... N\ dxn?

El 4rea dela (» — 1) dimensional esfera de centro P que corres-
ponde a las direcciones de las tangentes a las G en P, tiene por valor

da N\ ... AN dar1

EdR

d wp—1 =

De donde

(18, III) dG = |a|"d wp—y Ndo = |cos ¢ |d ws—1 N do

siendo «" = cos ¢ el coseno del 4dngulo ¢ entre la tangentea G y la
normal a S*~1 en el punto P.
Se deduce también para el invarianie integral velativo

(19, III) /,3: /'. SN PG ons do.

Si consideramos el conjunto C frontera del conjunto de geodé-
sicas que cortan a S*~1, esto es las geodésicas tangentes a S"~! para
ellas sen ¢ = 1 y se deduce por tanto :

p . . - 1
(20, III)- / ndG = /cﬂ = ./Su_l /1 n—1 4 wn-—2d6=jnoF

5 @n=2

2
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siendo y,—s €l volumen limitado por la » — 2 dimensional esfera uni-
dad, puesto que siendo w,—_s el drea de esa esfera, se tiene

(i+1)/2 (i+1)/2
PR 27

Y= rErDR FTGFNTGFR

y siendo el m el ntimero de puntos de interseccién de G con S*—1.

Ejempro 1. En un espacio euclideo E,, consideremos una super-
ficie S cerrada, cuya 4rea sea F ; supongamos que se traza por cada
punto un haz cerrado, continuo lineal de rectas ; la expresién

(21, III) I=[,3=f[sen<p|deda

siendo do elemento de 4rea de la superficie, representa un ¢nvariante
relativo del conjunto de rectas de tres dimensiones, frontera del con-
junto de rectas de 4 dimensiones considerando todas las rectas inte-
riores al cono determinado en cada punto. Siendo 6 el angulo
formado por la proyeccién de la geodésica sobre el plano tangente,
con una direccién fija en ese plano.

" De (21 III) se deduce el invariante integral absoluto

fdﬁ=f|cos<p|d¢doda=f|cos<p[dw2da

Si como haz de rectas en cada punto P de la superficie S se con-
sideran las rectas tangentes, como conjunto de cuatro dimensiones
encontramos todas las rectas que cortan a S; en este caso, de

g , se deduce :

(21, III), teniendo en cuenta que ¢ =
I= f dpdoc = aF

de donde sc obtiene (SANTALO [16])

/

vSnG#O

mdG =fcos pdw,do ==nF,

siendo m el nimero de puntos de interseccién de cada recta con la
superficie S.
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EjEMPLO 2. Medida de trayectorias.

En un medio continuo en movimiento, la trayectoria de cada mo-
lécula puede considerarse como la solucién del sistema de ecuaciones
diferenciales

ax dy az

(22, IIT) A

como consecuencia del teorema V, establecido en cl cap. I, la ex-
presion

f (dx — udt) \ (dy — vdl) N\ (dz — wdi)

serd un invariante absoluto que representa la medida del conjunto

de trayectorias.
I,a medida de un conjunto de trayectorias de dos dimensiones,
que atraviesa un 4rea dada, serd, de acuerdo con la férmula (22, II) :

(22, III) j (& (dx — udt) A\ (dy — vdt) + n (dx — udt) A (dz — wdi) +
T t(dy — vdt) \ (dz — wdt) fQ

para calcular &, 7, { basta establecer la condicién de a2 =0. En
efecto, podemos considerar ¢ = const., se encuentra

Q= &Edy Ndz 4+ ndz Ndx + Cdx \dy
de donde, si ha de ser

a0 = (5—1— R &.dx/\dy/\dz—()

se deduce

& +my+ =0

cuya solucién es

ow  Ov ou  Ow ov  ou
E= =2 =5 — t=5— "
y 0z 0z ox’ ox 0y
que son las condiciones obtenidas por CARTAN [4] por otras consi-

deraciones.
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